前 言 
本 书目 的 “， 泛 函 分 析 在 数学 及 应 用 科学 中 的 作用 ， 都 在 不 断 地 增长 着 。 因 此 ， 人 们 越 采 
法 合十 能 在 学 生 学 习 的 早期 阶段 ， 就 将 他 们 引入 到 这 个 领域 。 本 书目 的 就 是 要 使 读者 车 入 沁 
1 分 析 的 基本 概念 、 原 理 和 方法 以 及 蕊 的 应 用 。 
教科 书 应 该 是 为 学 生 写 的 。 因 此 ， 我 力图 在 数学 和 物理 专业 的 四 年 级 大 学 生 和 一 年 级 研 
罕 生 风 于 理解 的 范围 之 内 ”给 出 这 个 学 科 的 基本 内 容 以 及 有 关 的 实际 问题 。 我 币 望 工科 的 研 
守 生 也 能 从 中 得 到 益处 。 
必 备 知识 “本 书 是 初等 的 。 大 学 数学 的 基础 ， 特 别 是 线性 代数 和 普通 微 积 分 ， 作 为 这 符 
知 训 也 就 巾 了 。 测 度 论 既 不 要 求 ， 也 不 讨论 。 拓 扑 方面 的 知识 也 不 需要 。 几 处 涉及 到 紧 性 的 
邮 方 ， 本 书 自给 自足 。 除 了 后 面 供 选 轿 的 ， 因 而 也 是 易于 删 掉 的 一 节 ($7.5) 外 ， 用 不 着 
售 避 分 析 。 附 水 1 列 出 了 供 复习 与 参考 的 资料 摘要 。 
因而 本 书 能 为 广大 范围 的 学 生 所 接受 , 并 且 使 得 从 线性 代数 过 湾 到 高 等 泛 员 分 析 更 容易 。 
课程 安排 ”本 闪 适 用 于 每 周 五 小 时 的 一 个 学 期 的 课程 或 每 周三 小 时 的 两 个 学 期 的 评 程 。 
本 节 也 可 作为 少 学 时 的 课程 。 事 实 上 。， 可 以 删 掉 某 些 章 而 不 破坏 连续 性 或 使 其 余部 分 亚 
缺 不 全 〈 详 见 下 图 ) 。 例 如 ， 
第 一 章 至 第 四 章 或 第 五 章 ， 可 构成 一 个 很 短 的 译 程 。 
第 一 章 至 第 四 章 加 第 七 章 ， 构 成 一 个 包含 谱 论 和 其 它 译 题 的 谋生 
内 容 及 安排 图 1 示 出 组 成 本 书 内 容 的 五 个 主要 方 框 
希 尔 伯 特 空间 的 理论 〈 第 三 章 ) 放 在 赋 范 空间 和 巴 拿 赫 空 间 的 基本 定理 (第 四 章 ) 之 前 ， 
是 轨 为 它 比 较 简单 ， 能 给 第 四 章 提供 更 多 的 例子 。 而 更 重要 的 是 ， 能 使 学 生 对 于 从 项 尔 但 特 
空间 过 湾 到 一 般 的 巴 拿 赫 空 间 所 遇 到 的 困难 有 一 个 较 好 的 感性 认 认 。 
第 五 章 和 第 六 章 可 以 删 去 。 因 此 ， 在 第 四 章 之 后 可 以 直接 去 读 其 余 几 章 ( 七 至 十 一 章 )。 
谱 论 “包含 在 第 七 章 至 第 十 一 章 中 ， 这 部 分 有 很 大 的 灵活 性 。 可 以 只 研究 第 七 章 或 第 七 
次 与 第 八 童 。 或 者 先 集中 精力 于 第 七 章 的 基本 概念 《537.2 与 $7.3)〉， 随 后 再 转 入 研究 有 办 
户 伴 算 子 谱 论 的 第 九 章 。 
应 用 问题 “在 本 书 中 有 多 处 提 到 了 。 第 五 章 与 第 六 章 是 单独 讲 应 用 的 两 章 。 可 以 按 顺序 
学 下 来 ， 如 果 有 必要 的 话 。 也 可 提前 学 〈 见 图 1) : 
第 五 章 可 以 放 在 第 一 章 之 后 池 习 。 
第 六 章 可 以 放 在 第 三 章 之 后 学 习 。 
第 五 、 第 六 章 是 供 选 用 的 ， 因 为 它们 不 是 其 它 各 章 的 必 备 知识 。 
第 十 一 章 是 讲 应 用 的 另 一 个 单独 章 。 研究 的 是 无 界 算 了 《在 量子 物理 中 的 》。 但 光一 
与 第 十 童 相互 独立 的 。 
表述 方式 ”本 书 的 内 容 已 成 为 美国 、 加 拿 大 和 欧洲 的 数学 、 物 理 和 工程 专业 的 大 往生 和 
研究 生 课 堂 教 学 和 讨论 的 基础 。 为 使 初学 者 易于 掌握 ， 本 书 的 叙述 是 详尽 的 ， 特 别 是 前 面 几 
咨 、 关 于 证 明 ， 宁 愿 采用 要 求 较 低 的 ， 而 不 用 虽 稍 简短 但 却 艰深 的 方法 。 
在 概念 和 方法 都 必须 是 抽象 的 一 本 书 里 ， 对 于 它 的 形成 与 发 展 都 必须 给 予 极 大 的 重 祝 。 
了 力图 通过 一 般 性 的 讨论 , 并 精 选 大 量 而 适当 的 例子 ,其 中 包括 很 多 简单 的 ， 来 做 到 这 一 点 。 
我 希望 这 样 能 使 学 生 认识 到 ， 抽 象 的 概念 、 思 想 和 技巧 ， 通 常 是 在 比较 具体 的 事物 的 司 未 
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图 1 本 书 的 内 容 及 安排 
下 而 形成 的 。 学 生 应 该 懂得 实际 问题 可 以 作为 说 明 抽 象 理论 的 具体 模型 ， 也 可 以 作为 从 一 般 
理论 产生 其 体 结果 的 研究 对 象 ,此 外 , 它 还 是 理论 向 前 发 展 中 的 新 思想 、 新 方法 的 重要 源泉 。 

刁 题 和 解答 ”本 书包 含 900 多 道 精 选 的 习题 。 这 是 为 了 帮助 读者 更 好 地 理解 论 孜 分 析 及 
其 应 用 方面 的 内容 ， 提 高 撤 巧 和 直观 的 能 力 而 设置 的 。 有 些 很 简单 ， 用 以 艾 励 急 学 者 。 附 对 
2 给 出 了 全 部 习题 的 答案 。 事 实 上 ， 很 多 习题 在 附录 2 中 给 出 了 完整 的 解答 。 

本 书 的 课文 是 自 成 体系 的 ， 即 定理 和 引 理 的 证 明 都 包含 在 课文 内 ， 而 没 放 在 习题 里 。 因 
此 ， 兴 容 的 展开 不 依赖 于 习题 ， 所 以 省 略 一 部 分 甚至 全 部 习题 ， 都 不 会 破坏 氢 述 的 连贯 狂 。 

参考 资料 包含 在 附录 1 中 ， 其 中 包括 关于 集合 、 上 映射 、 族 等 初等 和 内容。 

参考 文献 ”水 及 的 书 夭 和 论文 ， 都 搜集 在 附录 8 中 ， 以 助 于 读者 对 本 书 内 容 和 某 些 有 关 
的 专题 作 进一步 的 研究 。 本 蔬 中 引用 了 列 出 的 所 有 论文 和 大 多 数 的 书 夭 。 引 文中 包含 有 姓名 
和 年 份 。 请 春 两 个 例子 ，“ 存 在 不 具有 部 德尔 (Schauder) 基 的 可 分 巴 拿 赫 空 闻 ; 参阅 
P ,Enflio 《1973) .” 读 者 便 可 在 附录 8 中 所 xj 1o，P.'(1973) 处 找到 相应 的 论文 。“ 本 定 
理 已 由 厅 : 站。 Bohnenblust 和 A。 SobczykR(1938) 推广 到 复 回 量 空 间 。 ”这 指明 在 附录 3 
中 列 出 了 这些 作者 1938 年 号 的 一 篇 论文 。 

符号 与 记 法 在 目录 之 后 列表 作 了 说 明 。 

谢 启 (〈 酷 ) 

ERWIN KREYSZIG 


详 者 的话 


目 1981 年 以 来 ， 每 届 有 数 百 名 工科 硕士 研究 生 选 修 《 应 用 泛 鸭 》 这 门 课 。 竺 们 纶 去 多 数 
来 自 工 科 院 校 ， 不 仪 没 学 过 集合 论 与 实 变 函 数论 ， 就 是 数学 分 析 与 线性 代数 的 志 碰 也 相当 薄 
弱 ， 并 且 还 要 求 多 讲 些 泛 函 分 析 的 应 用 。 这 使 得 我 在 教材 的 选取 和 教学 方式 方法 的 安 淹 上 痢 
感 为 准 。 正 值 这 时 ， 我 阅读 了 Erwin Kreyszig 的 《 泛 消 分 析 导 论 及 其 应 用 》 一 书 。 它 不 要 
求 读 阁 具备 实 变 与 拓扑 的 知识 就 可 以 读 懂 ， 而 且 写 得 深入 浅 出 ， 很 宣 于 知识 人 性 与 趣味 性 ， 强 
霄 了 应 用 。 体 系 极为 完整 ， 论 证 十 分 严密 ， 实 为 一 本 难得 的 泛 函 分 析 人 门 书 。 后 来 ， 我 又 读 
过 Erwin 的 《 高 等 工程 数学 》 及 《 数理 统计 引 论 》， 同 样 有 独特 的 风格 ， 也 反映 出 作者 二 六 
精深 的 功力 。 他 的 这 三 本 书 ， 在 世界 广泛 流 布 ， 被 欧美 很 多 大 学 用 作 教 材 。 所 以 我 也 用 这 本 
书 作 为 教材 。 经 过 1981 一 1984 年 的 教学 实践 ,效果 其 好 。 由 于 听课 人 人数 的 增加 .原文 扩 教 补 谋 
谢 ， 所 以 便 在 前 几 年 讲课 用 的 译 稿 基础 上 ， 约 同 吕 善 伟 、 张 式 湛 同志 共同 加 工 修 改 ， 质 请 吉 
文 林 同 志 校 正 ， 册 北航 出 版 社 出 版 。 本 书 译 稿 1984 年 就 已 完成 ， 在 翻译 的 过 程 中 ， 营 得 到 北 
拆 应 用 数理 系 主任 李 心 灿 教授 的 鼓励 与 帮助 ， 也 得 到 研究 生 院 张 维 叙 、 王 玉 章 处 长 的 支持 ， 
制图 教研 室 梅 冰 清 同 志 精 心 绘制 了 插图 ， 在 此 一 并 表示 谢意 。 由 于 我 们 的 水 平 有 限 ， 千 漏 之 
处 还 请 专家 批评 指正 。 

将 正 新 
1986 年 11 月 


4° 
A 

局 [ay D] 
B(A) 
BV Ca, ob) 
p(X,Y) 
B(xX,r) 
B(x,r) 
C 

Co 

C 

C， 

C [La, 6b) 
C/[a, by) 
C(X,Y) 
2Z(T) 
d(x, ») 
dimX 

Oj8 

G = (五 )) 
民间 | 
S(T) 

7 

inf 


Zrra,p] 


付 号 说 


集合 4 的 余 集 
矩阵 4 的 转 置 

有 春 函 数 空 间 

有 界 消 数 空间 

有 界 变 差 水 数 空间 
有 界线 性 算 子 空间 
开 球 

团 球 

序列 空间 

序列 空间 

复 平面 或 复数 域 
n 维 西 空间 
连续 项 数 空 间 
连续 可 微 函 数 空 

过 线性 算 子 空 
算 了 于 了 的 定义 域 
从 x 到 y 的 距离 
空间 了 的 维 数 

更 罗 采 殉 9 符号 
谱 族 

有 界线 性 泛 图 /的 范 数 
算 于 :7 的 图 

但 等 算 玫 

下 确 界 《最 大 下 界 ) 
函数 空间 

序列 空间 

序列 空间 
线性 算 寺 空间 
集合 M 的 零 化 子 
算 于 了 的 零 空 间 
零 算 村 

空 集 


一 . 一 一 -. 一 一 一 一 ww me 2 ， 一 -=-- .- 


明 


t= 


R 

R* 
BP(T) 
六 (7 ) 
ro(l) 
opo(T) 

MY 

ol(l) 
go.(l) 
oli) 
Cr-( 了 ) 
spanM 
SUPpP 

| 7 
了 * 

Tx 

T+, TT- 
TY¥, 了 
Ti/2 
Var (rw) 


实 直 线 或 实数 域 

n 维 欧 几 里 德 空间 
算 子 工 的 值 域 

算 子 工 的 预 解 式 
算 子 了 的 谱 半 径 

算 子 工 的 预 解 集 

序列 空间 

算 子 了 的 谱 

了 的 连续 谱 

7 的 点 谱 

了 的 残 谱 
集合 人 M 的 张 成 空间 

上 确 界 〈 最 小 上 界 ) 

有 界线 性 算 于 了 的 范 数 
的 希 尔 伯 特 伴随 算 于 
了 的 伴随 算 于 

人 的 正 部 和 负 部 

7 ,= 了 一 AL 的 正 部 和 和 负 部 
的 正平 方 根 

w 的 全 变 差 

弱 收 敛 

矢量 空间 文 的 代数 对 侦 空 间 
赋 范 空间 六 的 对 偶 空 间 
xX 的 范 数 

Xx 与 y 的 内 积 

YX 与 y 正 交 

闭 子 空间 了 的 正 交 补 


人 
中 
S 3 he 


度量 守 间 ， ee 
要 间 人头 他 人 于 。 


开 人 入， 闭 集 。， 领域 。 oo oooseoooocosooeeooeoessooooeesoeooeee oo oo 
收敛 性 ， 柯 西 序列 ， 完 备 性 oo ooosoooosesesoosesoesoessesoeooosoes ooosesoos rao rss 上 ate. 
例子 一 完备 性 的 证 了 明 ， seossssoseseesoeaessseveeeeocscesccoeoeeeeoeooseos oseee re 
度量 空间 的 完备 化 oo ooeseeseseeoseeseesseesssosssesesescesesesoseoeoeeseooseesesvos 


第 二 间 峰 范 空间 、 书 拿 赫 空间 


量 空 间 , seoonovoseretsosotiss ort sts oor oasist tsa nrt 00 sonotn sseeosoeesessheeos 
人 四 x3| 且 ， 全 茜 案 1 sssec0o0nonestssosors sososssssoso setest sos rr at so tb ss 


赋 油 空间 的 其 他 性 质 … 


有 限 维 的 赋 范 空间 和 子 空间 oooeoeeseeos or ose tonsee tsetseororonttttostiercte 


和 更 和 | 浊 纪 天 线 ， 竹 算 了 了。 PT (56) 
2 性 溯 隔 。 全 二 和 合生 由 利生 和 和 (64) 


人 和 上 的 线性 代 EY 
末 赋 范 空 | 闻 。 对 偶 空 sessossoro notes soo soa tates tomas tors os isis tit tten som oso or ss 


第 三 内 空间 ， 关 尔 伯 特 空 


[证 二 了 二 名 小 和 二 人 遇 


内 积 空间 ， 币 尔 伯 特 空间 …… 
| 天 “orn ts ro bo oo ri om si oe. se (OO) 
正 交 补 与 下 和 (89) 


肝 二 正文 是 和 检 闪 到 序列 …… 
与 主 准 正 交 “序列 和 标准 正 区 业 有 六 站 变数 ， 
避 信 标准 下 交代 和 完全 标准 正 交 序列 


动 让 德 、 埃 尔 米 特 、 拉 族 尔 多 项 式 ee ee 
信和 尔 伯 特 # 空间 上 泛 函 的 表示 Wo 


厦 尔 但 特 伴随 得了 ， 


二 商 于 ， 西 筑 子 ， 正 其 算 子 … oooossooosevesseesoooos ,osoveeseesessosn。 
第 四 童 切实 间 和 书 骨 空 间 的 基本 定 


佐 因 《Zorn) 5 引 理 … 
议 轴 一 巴 拿 硅 定理 … 


一 - 4 一 一 


了 | 
者 间 # 关 
”~ CC i 


4.,3 
4 


复 估 量 至 间 和 复 赋 范 至 闻 的 议 全 一 已 合 赫 定理 sosont dot to terror tre 
岂 用 到 C5 9,b3 上 的 有 界线 性 汉 函 ,… ooo soot trios 


华 随 算 子 … 
目 区 下 辣 ”… 


哩 收敛 和 弱 收 敛 … 


在 序列 可 求 和 性 方面 的 应 用 ， 


下 分 和 是 《Wi 收 和 oo oooooosooooovooseeosooooesoesooooooooviooosvo 


开 肌 射 定理 ， 
一 线性 算 子 ， 末 图 定理 -。 


呈 生 至 个 动 所 定理 … 

三 拿 赤 定理 在 线性 方程 方面 的 应 用 … 

巴 拿 灰 定理 在 微分 方程 方面 的 应 用 …。 

已 拿 赫 定 理 在 积分 方程 方面 的 应 用 … PO 
机 在 通 近 论 中 的 应 用 


鹤 国 中 的 过 过 … sseeeseseeseseossseoeseosesosessesoeaseseseegesoooeosseooeesessa 

站 站 严格 凸 性 ,。 so 
er vueooseoseoo0 some so on osoonostss eno sno on so enor eno no se 
奏 人 入 但 特 空 中 a hbooveettord oto eee stan ed ue tn e 
岩 条 函数 -…。 seco sse. ooeo ooooeevsoosoosee 


第 七 章 本 空间 中 纺 性 和 于 的 


有 限 维 用 儿 反 < 同 中 的 谱 论 owe oosses sso0seosseso0osonsoso oasesaatsmes 
着 解 趟 和 畜 的 其 他 由 质 ，…。ooooeeeeeseeeeeeseesee seevoeseeeoeeeoooeeoeoeeoeoeoeoooooeeeoesee。 
号 分 林 在 谱 史 中 的 用 。。oeeseoeeseeeeeeoeeseeeeseoeooeeoeooeeeseesoeoeeeseeeooeoooeoseeoeseeseeos 
巴 拿 赤 代数 Bos soo sooossoso smi on or on ents oer os td oD om on mee 


也 间 赫 代数 的 其 他 性 质 ,以 


和 人 要 空间 上 的 线性 于 有 其 

局 仔 全 卫 0 太 他 以 大 sees seovsoooosseesoesooseeseeseesseooeeeeoseeoeeoeesesoeeees 
赋 范 空间 上 的 攻 绩 作息 于 的 请 性 质心 scansiuscasesesesoncccsn os 
紧 线 性 算 子 的 其 他 谱 性 质 。。ooeeeeooeeeesevseeesee seov…e eeeeooeoceeseoeseveeeeeeweeve。 
含有 紧 线 性 算 子 的 算 子 方程 ,ooeeoveseeveeeseeeoeeeeseseeeeeoeoeoeeeoe。oeeeeeeeeeeeee。 


第 五 章 书 间 六 不 动 点 定理 的 应 用 


绅 埋 德 霍 姆 择 一 性 … 


有 有 界 自 伴 线 性 算 子 的 谱 性 质 


自信 了 的 其 人 人 


正 筑 村 


扣子 下方 要 


投影 算 


投影 的 其 他 性 质 … 


谱 族 。…。 


五 界 自 伴 线 性 算 于 的 j 


普 族 … 


何 人 和 
ee (325) 


谱 定 理 到 连续 函数 的 推广 


有 办 自信 线性 算 子 谱 族 的 性 质 。 
第 十 章 和 尔 伯 特 空间 中 风 天 界外 
无 界线 性 算 子 及 其 知 尔 但 特 伴 随 算 子 … 

人 条 -人 了 于， 对 和 和 自体 和 了 


对 线性 算 于 和 列 包 ， 
全 人 和子 的 请 机 
丁 算 于 的 谱 表 示 。 
任性 第 了 的 未 。 
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第 一 章 ”度量 空间 


壹 函 分 析 是 数学 的 一 个 抽象 分 支 ， 它 起 源 于 经 典 分 析 。 它 的 发 展开 始 于 大 约 八 十 年 之 
前 ， 而 今天 ， 泛 函 分 析 的 方法 和 结果 在 数学 及 其 应 用 的 各 个 领域 变 得 十 分 重要 。 其 产生 的 原 
动力 来 自 线 性 代数 ， 线 性 常 微 分 和 偏 微分 方程 ， 变 分 学 ， 通 近 论 ， 特 别 是 线性 积分 方程 ， 其 
理论 对 况 代 概念 的 创立 和 发 展 起 着 最 大 的 作用 。 数 学 家 们 观察 到 各 种 不 同 领域 的 问题 往往 具 
有 相互 关联 的 等 征 和 性 质 。 人 们 根据 这 一 事实 ， 通 过 对 问题 去 伪 存 真 的 误 炼 ， 而 获得 了 处 理 
这 些 柯 题 的 一 个 有 效 而 绕 一 的 途径 。 这 种 抽象 地 处 理 问 题 的 优点 是 ， 能 把 堤 住 事物 的 最 本 质 
的 核心 帮 分 。 这 样 一 来 ， 研 究 者 的 精力 就 免 受 非 本 质 的 细节 的 干扰 ， 从 而 对 问题 看 得 更 深入 
和 更 清晰 ,从 这 样 一 个 角度 来 看 ， 抽 象 的 方法 是 处 理 数学 体系 的 最 简单 .最 经 济 的 手段 。 一 般 
地 讲 ， 任 何 这 样 的 一 种 抽象 体系 ， 都 有 各 种 具体 的 实现 (具体 模型 )。 所 以 ， 我 们 将 会 看 到 抽 
系 的 方法 在 应 用 于 具体 情况 时 ， 也 是 十 分 多 变 的 。 这 对 于 把 毫 不 相干 的 各 个 领域 联系 起 来 ， 
建立 其 间 的 关系 和 互相 转化 的 途径 是 大 有 帮助 的 。 

在 这 样 -- 个 抽象 的 研究 方法 中 ， 人 们 通常 都 是 从 一 个 满足 某 些 公理 的 集合 出 发 ， 而 集合 
航 元素 的 特征 不 予 指定 ， 这 也 是 我 们 的 目的 。 由 公理 导出 的 一 些 逻 辑 结果 作为 定理 而 被 反复 
使 用 。 这 就 意味 着 我 们 从 公理 体系 出 发 而 得 到 一 个 数学 结构 ， 这 个 数学 结构 的 理论 又 以 抽象 
的 方法 展开 讨论 。 而 后 ， 可 把 得 到 的 通用 定理 应 用 到 满足 公理 体系 的 各 种 特殊 的 集合 上 去 。 

例如 ， 在 代数 中 曾 用 这 种 方法 研究 域 、 环 和 群 ， 在 泛 函 分 析 中 ， 我 们 将 用 这 种 方法 来 研 
究 抽 象 空间 。 这 些 空间 是 基本 的 ， 也 是 重要 的 ， 我 们 将 详细 地 研究 其 中 的 某 些 空间 (如 巴 拿 
读 空 间 、 希 尔 伯 特 空间 》。 以 后 我 们 还 会 看 到 ，“ 空 间 ”这 个 概念 是 一 个 广泛 到 具有 惊人 程 
度 的 观念 。 一 个 抽象 空间 不 过 是 满足 有 关公 理 体 系 的 元 素 (非特 指 的 ) 集合 。 如 果 选 用 不 同 
的 公理 体系 ， 便 得 到 不 同类 型 的 抽象 空间 。 

以 系统 的 方式 使 用 抽象 空间 的 观念 要 追 调 到 弗 列 谢 “〈M。 丈 rechet，1906) @O， 他 以 
其 巨大 的 成 功 而 被 认可 。 

在 这 一 章 我 们 研究 度量 空间 。 度 量 空间 在 泛 函 分 析 中 是 最 基本 的 ， 其 在 泛 函 分 析 中 的 作 
用 有 如 实 直线 R 在 微 积分 中 的 作用 。 事 实 上 ， 它 是 R 的 推广 ， 并 且 为 统一 处 理 分 析 的 各 个 分 
文中 的 重要 问题 提供 了 一 个 共同 的 基础 。 

我 们 首先 定义 度量 空间 及 其 有 关 的 概念 ， 并 举 一 些 典 型 的 例子 来 说 明 它 们 。 对 其 中 一 些 
在 实 用 上 特别 重要 的 空间 ， 还 要 详细 地 讨论 。 我 们 要 花 很 多 精力 在 完备 性 的 概念 上 ， 这 个 性 
质 示 是 每 个 度量 空间 都 能 具备 的 。 完 备 性 在 全 忆 中 都 起 着 关键 性 的 作用 。 


一 一 -一 一 -一 -一 一 一 一 


@ 在 附录 3 中 给 出 了 参考 文献 ， 并 且 还 将 引用 附录 3 中 所 列 出 的 书 藉 和 论文 。 


本 章 内 容 概要 


所谓 度量 空间 〈 见 1.1-1)》 ， 就 是 指 在 其 上 定义 了 度量 的 一 个 集合 %。 而 度 量 是 指 计 中 
任意 两 点 (或 元 之 间 的 距离 。 度 量 是 以 公理 化 的 方式 来 定义 的 。 这 些 公 理 是 根据 实 直 线 民 
或 复 平 面 C 上 两 点 间 的 距离 所 具备 的 一 些 简单 性 质 提炼 出 来 的 。 一些 基本 例 于 (1.1-2 到 
1.2-3) 表明 ， 度 量 空间 的 概念 是 极为 一 般 化 的 。 某 些 空 间 可 能 具备 一 个 极为 重要 的 附加 性 
质 ， 印 完备 性 《〈 见 1.4-3) ， 将 在 81.5 和 8 1.6 中 详细 地 讨论 。 另 外 一 个 在 理 论 上 和 实用 上 
都 有 意义 的 概念 是 度量 空间 的 可 分 性 〈 见 1.3-5) 。 可 分 的 度量 空间 比 不 可 分 的 度量 空 间 要 
简单 在 。 


S 1.1 度量 空间 


在 微 积分 中 ,我 们 研究 的 是 定义 在 实 直线 R 上 的 函数 。 稍 微 回顾 一 下 便 知 , 在 求 极限 的 过 
程 和 其 它 的 许多 研究 中 ， 我 们 利用 了 R 上 的 现成 的 距离 函数 4， 即 对 于 每 两 个 点 x*，yER， 
其 间 的 距离 为 4 (x，y) = |x - 放 ， 如 图 2 所 示 。 在 平面 和 通常 的 三 维 空间 中 ， 情 况 是 类 似 
的 。 


一 一 -一 和 一 一 | -一 .2 一 一 
|] vv | ， UL 一 一 
3 8 一 2.5 0 1.7 
d(3,8) =13 一 8 =5 dt(1.7, 一 2.5) =11.7” (-2.6)|=4.2 
图 2 RR 上 的 距离 


在 讶 函 分 析 中 ， 我 们 将 研究 更 为 一 般 的 “空间 ”及 定义 其 上 的 “函数 ”。 我 们 以 充分 一 
般 化 和 多 方 适应 的 方式 提出 “空间 ”的 概念 如 下 ， 我 们 用 抽象 的 集合 三 〈 其 元 素 的 特征 为 
何 ， 不 予 指 定 ) 代替 实数 集合 R， 并 在 三 上 引入 这 样 一 个 “距离 函数 ”， 它 仅 满足 只 上 的 距 
离 函数 所 具备 的 几 条 最 根本 的 性 质 。 但 是 ， 所 谓 “最 根本 ”是 指 的 什么 叫 ? 要 回答 这 个 问题 
远 非 那么 简单 。 事 实 上 ， 要 选取 和 形成 定义 中 的 公理 体系 ， 总 是 要 反复 实验 ， 并 与 具体 问题 
”进行 类 比 ， 最 后 才能 得 到 一 个 清晰 而 完整 的 概念 。 目 前 所 给 出 的 度量 空间 的 概念 ， 就 是 经 过 
六 十 多 年 的 发 展 过 程 才 商定 的 ， 它 在 泛 隙 分 析 及 其 应 用 中 是 基本 的 ， 也 是 极为 有 用 的 。 

1 1-1 定 义 〈 度 量 空间 , 度量 ) 所谓 度 量 空间 ， 就 是 指 对 偶 〈 式 ，d) ， 其 中 六 是 一 个 集 
合 ，d 是 了 上 的 一 个 度量 (或 上 的 距离 函数 )， 即 d 是 定义 在 站 x XGO 上 且 对 所 有 zx， 
“_zE€X 满 足以 下 四 条 公理 的 滑 数 ， 

CM1》 qd 是 实 值 、 有 限 和 非 负 的 。 

(M2) 当 且 仅 当 x = y 时 ，d(x，y) = 0。 
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了 符 导 X 表示 集合 的 入 卡尔 积 ! AXB 是 所 有 序 个 (a、b) 的 集合 ， 其 中 aEA ,bEB。 因 此 ,XX 是 X 的 元 素 构 
成 的 所 有 序 偶 的 集合 。 


(M3) d(x，y)=d(y，x) (对 称 性 》。 

(M4) d(x，y)<d(x，zZ)+d(z，y) (三 角 不 等 式 ) 

为 叙述 方便 ， 给 出 下 面 几 个 有 关 的 术语 。 气 叫做 〈 民 ，ad ) 的 基 集 ， 式 的 元 素 叫 做 空 间 
《让 ，d ) 的 点 。 给 定 Y，yYE 生 ， 我 们 把 wa(x，y) 叫 做 x，y 之 间 的 距离 。(M1) 到 (M4) 
hd 做 度量 公理 。“ 三 角 不 等 式 ”的 名 字 是 受 初等 几何 的 启示 而 得 到 的， 如 图 3 所 示 。 

用 归纳 法 从 (M4) 可 以 推 得 广义 的 三 角 不 等 式 

d (Xi, Xa) <Ad (Xi X2) +d (Xs Xs) te td (Xa-is Xs) C1) 

在 不 至 引起 混乱 的 情况 下 ， 我 们 常 将 度量 空间 〈 改 ，w ) 简写 成 区 。 

如 果 取 于 集 了 己 和 且 把 d 限 制 在 VY x 了 上， 则 可 得 (处 ，d) 的 一 个 子 空间 (了 上 ，2 ) 
天 而 上 上 的 度量 就 是 限制 中 

dG =d | yur 
d 有 时 做 ac 在 上 上 诱导 出 来 的 度量 。 

现在 我 们 列举 一 些 度量 空间 的 例 于 ， 其 中 有 一 些 已 为 读者 所 熟悉 。 为 了 证 明 它 们 确 是 度 
量 空 间 ， 我 们 必须 逐个 验证 各 例 中 的 d 是 满足 公理 (M1》 至 (M4) 的 。 通 常情 况 下 ， 验 证 
CM4) 比 验证 (M1) 至 (CM3) 要 做 更 多 的 工作 。 然 而 ， 对 于 这 里 的 几 个 例子 来 讲 ， 不 是 
很 难 的 ， 所 以 把 它们 留 给 读者 去 完成 (见习 题 集 )。 对 于 验证 (M,) 来 说 不 是 这 么 容易 的 一 些 
度量 空间 ， 将 放 在 下 一 节 讨 论 。 


d (23 2) 
图 3 “平面 中 的 三 角 不 等 式 图 4 平面 上 的 欧 几 里 德 度量 

例 子 . 
1.1-2 实 直线 R_ 它 是 所 有 实数 的 集合 、 取 具有 普通 的 度量 定义 

qd(x，y)= jx 一 JJ (2) 
1.1-3 欧 几 里 德 平面 R? 如 果 我 们 取 实 数 序 偶 x = (Ei1, 52) ©®, y= (71,7;) 等 的 集合 作 

为 基 集 ， 用 
d (x,y)= (Ej —71)2 + (E, 一 72) (之 0) (3) 


来 定义 欧 几 里 德 度量 〈 见 图 4 ) ， 则 得 到 度量 空间 R*， 称 之 为 欧 几 里 德 平面 。 


GD 附录 !1 中 有 映射 的 复习 也 包括 限制 的 肆 念 。 
四 “在 这 里 我 们 之 所 以 不 把 x= (51,《:) 记 成 为 x 二 (x， x:) ， 是 因为 后 面 〈 从 $ 1 .4 开始 ) 在 研究 序列 
了 时 需要 用 到 xl， Ky 


s 3 。. 


如 果 我 们 选用 同样 的 实数 序 偶 集合 作 基 集 。 而 改 用 
di(x,y)= | 一 7 + 一 7a| (4) 
定义 另 一 个 度量 d1， 则 得 到 的 是 另 一 个 度量 空间 。 这 说 明了 如 下 的 重 要 事实 对 于 一 个 给 
定 的 集合 (至少 包含 两 个 元 素 ) ， 在 其 上 定义 不 同 的 度量 ， 可 得 到 不 同 的 度量 空间 。( 以 d 
作为 度量 的 空间 没有 一 个 标准 名 字 ， 而 4， 有 了 时 吗 做 出 租 汽 车 (taoxrcap) 度量 。 为 什么? 
民 :* 有 时 也 用 忆 ?: 表 示 。) : 
1.1-4 三 维 欧 几 里 德 空间 Rs: 这 个 空间 的 寺 集 外 所 有 形 如 X= (51, E2858) y= (71972， 
7s) 的 二 元 实 序 组 的 集合 ， 用 
dx WV TE) (>0) (5) 
在 其 上 定义 欧 几 里 德 度量 。 
1.1-5 欧 几 里 德 空间 R"， 西 空间 C"， 复 平面 C ”前面 的 几 个 例子 是 ? 维 欧 几 里 德 空间 
R 的 特 穆 情况 。 如 果 我 们 取 所 有 形 如 x = (8&1， £,，, “es E.) 9 yy=( Tai， 1129 "9 17.) 的 ”元 
实 序 组 集合 作为 基 集 ， 用 
| dsy) ET) tn tt (0) (6) 
在 其 上 定义 欧 几 里 德 度量 ， 便 得 到 这 个 空间 。 
n 维 西 空间 C' 的 基 集 是 所 有 元 复 序 组 的 集合 ， 其 上 的 度 呈 定义 为 
d (x,y = Emn) + smn t+ -nl (>0) (7) 
当 n = 1 时 ， 便 得 到 复 平面 C， 具 有 普通 的 度量 定义 
d(x,y) = lx C8) 


(C "有 时 又 叫做 n 维 复 欧 几 里 德 空间 。)》 z 

1.1-6 序 列 空间 !” 这 个 例子 和 下 一 个 例子 给 人 的 第 一 个 印象 是 ， 度 量 空间 的 概念 具有 
如 此 惊人 的 一 般 性 。 我 们 取 一 切 有 界 的 复数 序列 的 集合 作为 基 集 凶 ， 也 就 是 说 污 中 的 每 个 元 
素 都 是 形 如 x = (5 ，85，…)》 的 复数 序列 ， 简 记 为 x = (6))， 且 对 所 有 的 7 =1，2; …， 痢 有 


| Cs z 
成 立 ， 其 中 c。 是 依赖 于 x 的 实数 ， 但 与 7 无 关 。 我 们 在 飞 上 用 


d (x,y) = sup |&; 一 9 《9) 
/ rEN | 

/ 来 定义 度量 ， 其 中 y 三 (n1)EX, N= {1，2，…}， 而 sup 表 示 上 确 般 ， (最 小 上 界 》 也 。 这 样 
所 得 到 的 度量 空间 通常 记 为 ~“。 (这 个 有 点 奇怪 的 记 法 由 下 一 节 的 1.2-3 诱 导出 来 。》 因 为 
大 中 的 每 个 元 素 〈 或 碟 的 每 个 点 ) 都 是 一 个 序列 ， 所 以 1* 是 一 个 序列 空间 。 


@) 读者 能 够 在 A1.6 中 找到 关于 上 确 界 和 下 确 界 的 复习 ， 见 附录 1 


9 4 ， 


1.1-7 函 教 空 间 Cr[a，b] 我 们 取 定 义 在 闭 区 间 7 = [5a, 0 上 的 所 有 连 红 实 值 下 数 x(f)， 
y(t)，。… 的 集合 作为 基 集 和 入， 用 
d (X,Y) = max [x (1)— y(t)] (10) 


三 针 上 定义 度量 ， 其 中 max 表 示 最 大 值 。 这 样 所 得 到 的 一 个 度量 空间 记 作 为 CCta，6] (其 中 
记过 CC 是 取 英文 单词 《CoHtIRUOMS 的 第 一 个 字母 ) 。 因 为 Cra，b 约 的 每 个 点 都 是 一 个 贞 
娄 信 ， 所 以 它 是 一 个 渭 数 空 [名 。 
读者 将 体会 到 ， 这 里 考虑 问题 的 方式 与 微 积 分 大 不 相同 。 在 微 积分 中 ， 我 们 通常 十 研究 
一 个 函数 或 同时 研究 几 个 函数 。 而 这 里 ， 一 个 消 数 却 变 成 为 更 大 的 一 个 空间 中 的 点 了 。 
1.1-8 离 散 度量 空间 ”我们 取 任 意 一 个 集合 上 ， 并 在 其 上 定义 所谓 离散 度量 为 


d(x, MX)=0，aqd(X yy)= 1, (Xx 三 YY) 


居间 《和 wo) 便 岂 做 离散 度量 空间 。 虽 然 在 应 用 中 很 少 出 现 这 种 空间 ， 但 我 们 将 以 它 为 例 
来 说 明 -一些 概念 (粗心 的 话 容易 出 错 〉。 

从 1.1-1 我 们 看 到 ， 度 量 是 用 公理 来 定义 的 。 顺 便 指 出 ， 在 今天 公理 化 的 定义 已 被 广远 
地 应 用 到 数学 的 很 多 分 支 。 它 的 有 用 价值 ， 在 希 尔 伯 特 关 于 几何 基础 的 研究 公布 以 后 才 被 公 
i 认 。 有 趣 的 是 ， 对 最 古老 最 简单 的 数学 部 分 的 研究 ， 却 给 予 现代 数学 一 个 最 重要 的 促进 。 

习 题 

1 .证明 实 直线 是 一 个 度量 空间 。 

2 .在 实数 集合 上 ，d (x，y) = (x 一 y)’* 能 定义 一 个 度量 吗 ? 

3 ,证明 d (x，y) =w |x 一» 在 实数 集合 上 定义 了 一 个 度量 。 

4 . 求 在 由 两 个 点 所 组 成 的 集合 XX 上 的 所 有 度量 。 由 一 个 点 构成 的 集合 义 起 样 ? 

5 . 仿 d 是 著 上 的 一 个 度量 。 试 确定 使 得 (1) kd， (2) d +k 是 江上 度量 的 所 有 常数 有。 

6 .证 明 1.1-6 中 的 dq 满足 三 角 不 等 式 。 

7 .六 44 是 1 的 这 样 一 了 子 空 间 ， 其 元 素 是 由 零 和 1 构成 的 序列 。 试问 在 4 上 诱导 的 度 
4 十 什 3 “9 


8 .1 正明 用 


5 
人 (X， 了 ) = | | xD -y at 


不 1.1-7 中 的 集合 人 上 定义 了 另 一 个 度 景 &。 

9 .证 明 1.1-8 中 的 d 是 一 个 度量 。 

10 哈 明 (Hamming) 距离 ” 令 久 是 由 0 和 1 构成 的 所 有 三 元 序 组 集合 。 证 明 扣 由 八 个 
元 素 组 成 ， 且 由 ca (>x， y) = xy 与 y 的 不 同 的 对 应 分 量 的 个 数 在 上 定义 了 一 个 度量 q 。 《这 个 

立 间 和 类 似 的 二 元 序 组 空间 ， 在 开关 和 自动 理论 以 及 编码 中 都 起 着 重要 作用 ，4 (x， y) 叫做 

x，y 之 | 同 的 哈 明 距离 。 参 看 附录 8 所 列 RR， 矿 。 Hamming 《1950》 的 论文 。) 

1t.iF 明 《1)》 式 。 

12，( 三 角 不 等 式 ) ”三 角 不 等 式 有 一 些 有 用 的 推论 。 例 如 ， 用 (1 》 证 明 


ld C(x,»y) -dz Sd (x,2) t+d(y,w) 


ll 
性 


13 .利用 三 角 不 等 式 证 明 
ld (x,2)— d(y,2)| <d (x, y) 


14 《度量 公理 ) (M1) 至 CM4) 可 以 用 另外 的 公理 来 代替 《而 不 改变 定义 ) 。 例 
如 ， 证 明 可 从 〈M2) 和 


d(x, y) ad (z, x) +d(z,y) 


得 到 (M3 和 (M4) 。 
15 .证 有 明度 量 的 非 负 性 可 从 (M2》 至 (M4) 推出 。 


S$ 1.2 度量 空间 的 其 他 例子 


为 了 说 明度 量 空间 的 概念 和 验证 度量 公理 ， 特 别 是 验证 三 角 不 等 式 (M4) ， 我 们 再 给 
出 三 个 例子 。 最 后 一 个 例子 《空间 1* ) 在 应 用 中 是 其 中 最 重要 的 一 个 。 

1.2-1 序列 空间 s 这 个 空间 的 基 集 扼 是 所 有 《〈 有 界 或 无 办 ) 复数 序列 的 集合， 而 其 上 
的 度量 d 定义 为 

_® 1 |é—n 
d(x, »y) 之 21 工 十 [Ey 一 帮 ] 

其 中 x = (&,) » Y= (7y)o 注 疙 ， 在 例子 1. 1- 6 中 的 度量 ， 在 这 里 是 不 合适 的 (为 什么 ? ) 0 

容易 看 出 ， 公 理 〈M1) 至 (M3)》 是 满足 的 ， 让 我 们 来 验证 (M4》。 为 些 ， 我 们 利用 
一 个 定义 在 R 上 的 辅助 函数 


1 


1 (人 = +1 


对 它 微分 可 得 1 人 (1) = 1/(1+t)?:?， 显 然 对 任意 的 1tE€RR 有 f'(t1) 二 0。 因此 f 是 单调 递增 的 。 
从 而 由 : / 
la+bl lal + lb) 
可 推出 
fl(lat+bl)<f (lol + Ib)) 
将 上 述 函 数 写 出 并 应 用 关于 数 的 三 角 不 等 式 ， 便 得 到 .- 


la + 站 | < jal + .| |e| 


I++ 可 ~ i+laq+l irl +B ifraf 下 、 


la ol 
< 1+ lal 1+ 后 


在 上 面 的 不 等 式 中 ， 令 a = 5; 一 6s b=6 一 njs 其 中 z= (6y)。 则 a +56=5; 一 119 


且 有 
: 1 一 7 < 5; — 6 上 一 人 | 
1 十 后 一 7 1+ 司 : 一 6 1+ 6;— 7 


上 式 两 端 同 时 莱 上 1/2: 并 关于 7 从 1 到 ce 求 和 ， 便 得 到 


> 1 En [s;— 6 
六 2; 1+ ln re 2 1+ 上 ,~ él 
十 5 1 15， 一 7 


im 2 1+ 人 一 7 
此 即 所 要 证 明 的 三 角 不 等 式 (M4) 
d (XxX, y) Ad (xX, 2) +d (zz, y) 


从 而 证 实 了 :是 一 个 度量 空间 。 
1.2-2 有 界 函 数 空间 B(A) 由 定义 ， 每 个 元 素 x€ 8B (4) 都 是 定义 在 给 定 集 合 4 上 ， 而 


且 是 有 界 的 珊 数 。 度 量 定义 为 
d (x, y) = sup |x(t)— y(t)) 
tA 


其 中 sup 表 示 上 确 界 (参看 1.1-6 中 的 脚注 ) 。 在 4=[a,6bJCR 的 情况 下 ， 把 8(A4) 写成 
P [a,b], : 
让 我 们 来 证 明 BB(4) 是 一 个 度量 空间 。 显 然 ，CM1) 和 (M3》〉 是 成 立 的 。 而 d(x,x)= 0 
也 十 很 明显 的 。 反 之 ，d (x%,y) = 0 意味 着 对 所 有 的 1€ 4 有 x(t) 一 y(t1) = 0， 所 以 x=y 。 
这 束 给 出 了 (MM2〉》。 此 外 ， 对 于 每 个 1€ 4， 都 有 
Mt 一 yt 人 xi) 一 20 + |z(t) — y(t)| 
<sup X(t) — z(t)| + sup| 2(1) — y(t)| 


这 就 证 明了 x ~ y 在 4 上 是 有 界 的 。 由 于 上 武吉 端的 表达 式 所 给 出 的 上 界 与 1 无 关 ， 所 以 可 
对 诺 端 取 上 确 界 ， 从 而 得 到 〈M4) 。 

1.2-3 空 间 /"”， 希 尔 但 特 序列 空间 | :， 贺 尔 德 和 闵可夫 斯 基 关 于 和 式 的 不 等 式 令 p 之 
1 太一 个 国定 的 实数 。 据 定 义 ， 罕 间 1? 中 的 每 个 元 素 是 一 个 数 乡 ] 二 (&)) 一 (519 S29 "0 ) 
且 使 得 | 
号 | 与 | <~ (p>1 是 固定 的 ) (1) 


而 六 上 风度 景 定义 为 
d (x,y)=( 5 Be 站 (2) 
其 中 y= (m7) 且 上 1m? 之 ceo。 如 果 我 们 只 取 潢 足 (1 )》 的 实数 序列 ， 便 得 到 实 空 间 1% 而 
营 取 满足 (1 》 的 复数 序列 ， 便 得 到 复 空间 /*。( 当 需要 区 分 上 述 两 种 情 况 时 ， 我 们 分 别 


用 衣 及 iE 标记。) 
企 p=2 的 情况 下 ， 便 是 著名 的 项 尔 伯 特 序列 空间 !?， 其 度量 定义 为 


一 __ 2 : 
d(x = 2|s 9 (3 ) 


这 个 空间 是 希 尔 但 特 〈1912) 引进 并 加 以 研究 的 ， 当 时 主要 是 根据 研究 积分 方程 的 需要 而 提 
* 7 * 


出 的 ， 它 也 是 现在 称 作 希 尔 伯 特 空间 的 一 个 最 时 的 例子 。 (从 第 三 章 开 始 ， 我 们 将 详细 地 研 
究 希 尔 伯 特 空间 。) : 

下 面 来 证 明 1? 是 一 个 度量 空间 。 显 然 ， 在 保证 ( 2 〉 的 右 端 级 数 收 但 的 情况 下 ，( 2 ) 
满足 (M1) 至 (M3〉。 所 以 只 须 证 (2) 的 右 端 级 数 收敛 和 满足 (M4〉。 我 们 将 按 下 面 
步骤 推导 : 

(a) 建立 一 个 辅助 不 等 式 

(5) 从 (a) 推出 输 尔 德 不 等 式 ， 

(c) 从 (5) 推出 癌 可 夫 斯 基 不 等 式 ; 

(dq) 从 (c) 推出 三 角 不 等 式 (M4) 。 


详细 证 明 恕 下; 
(a) 令 p 记 1 且 定 义 g 满足 
1 1 
一 十 -~ = 1 4 
p + go (4) 


则 把 p，9 称 作为 未 固 指数 ， 这 是 一 个 标准 术语 。 从 (4 ) 可 推 得 


1= 2 pg=pt+qg (pp-1)(g-1)=1 (5) 


因此 1/(p -1) =g-1， 所 以 车 令 4= +*-!， 便 有 t =u*-*。 令 a，P 是 任意 两 个 正 数 ， 由 于 aP 
为 图 5 中 长 方形 的 面积 ， 故 通过 积分 可 得 不 等 式 
a a _ 1 由 
2 ‘6) 
注意 ， 当 a = 0 或 8= 0 时， 不 等 式 也 是 成 立 的 。 


图 5 不等式; (6) z 
图 中 愉 @ 的 面积 分 别 表示 6》 中 第 一 个 积分 和 第 二 个 积分 的 值 


(b) 令 序列 (£1) 和 (Ti 》 分别 满足 


于 | = 1， 王 | =1 《7 了 7) 


j= 1 了 = 
置 a= | 1，B= 区 | 代入 (6》， 可 得 


» 8. 


一 人 
87|< 太 | 十 0 加 
对 该 不 等 式 的 两 端 关 于 了 取 和 ， 并 利用 (人 7》 和 (4 )》 便 得 到 


> ~ 1 1 8 
< 一 十 本 


兄 在 取 任 意 的 非 零 序列 x = (5&1) E11，y = (mw;)E1? 并 置 
~ _ E， a _ n 
BEDI Sh 7 
则 它们 满足 (7), 所 以 能 够 应 用 不 等 式 (8), 把 (9) 代 入 到 (8), 再 用 (B56 ?1 (nwo) 去 
潭 所 得 到 的 不 等 式 的 两 端 ， A (Hoélder ineguality) 


Es "<(E | ) 之 三 | ) 加 (10) 


其 中 b>1 工 且 1/+1/9 = 1。 这 个 不 等 式 是 贺 尔 德 在 1889 年 给 出 的 。 
若 p=2， 则 9 = 2， 这 时 〈10) 给 出 关于 和 式 的 柯 西 - 许 瓦 兹 Cauchy- S chwarz) 不 等 式 


Blaml<y El 


弄 详 谈 p 等 于 其 共 轿 指数 ， 即 p =g = 2 的 情况 ,还 为 时 过 早 。 但 至 少 可 作 如 下 的 简短 说 明 ， 这 
种 情况 在 以 后 的 一 些 章节 中 起 着 特别 重要 的 作用 ， 它 所 导出 的 空 同人 (一 个 希 尔 伯 特 空间 ) 
过 了 比 一 般 的 请 (2 六 2) “优越 ”。 

(c) 现在 来 证 明 关 于 和 式 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 由 ineaquality) 


< 人 Do oa 
其 中 x = (5,) E12?，y= (nD))E1;，p 之 1!。 对 于 有 限 的 和 式 ， 这 个 不 等 式 是 由 闵可夫 斯 基 在 


1896 年 给 出 的 。 
对 于 p=1 的 情况 ， 这 个 不 等 式 很 容易 从 关于 数 的 三 角 不 等 式 推出 。 令 p 记 1。 为 了 简 


化 公式 ， 我 们 记 5j + = Or。 关于 数 的 三 角 不 等 式 给 出 

[oj ?= 18; + oi 1 Ed + lod) los 
上 式 两 端 对 了 从 工 到 任 一 固定 的 ” 求 和 ， ” 便 得 

5 lolr<s le od 1+B nl od (13) 
对 于 上 式 右 端 的 第 一 个 和 式 ， 应 用 贺 尔 德 不 等 式 可 得 

Slél ols 人 CE 9 


因为 B89 = p+9qa， 见 (5) ， 故 ( 疙 ~-1)9= 从 而 上 式 右 端 又 可 篇 化 。 对 于 (13》 右 端的 第 


二 个 和 式 作 类 似 地 处 理 。 可 得 z 
2 ln esd? ECE jl 2 CS lo。| ?5 


《9 ) 


2 


(11) 


( 3 | 61 十 171 


合 在 一 起 便 得 到 
BS f@i 用人 三 {EI +D fl yi /eS los)")! 

两 端 用 (了 | o。| ，) 1 1 去除， 并 注意 到 1- 1/9 =1/p， 便 得 到 〈12)》 的 有 限 形 式 。 和 再 令 p-~co， 
并 考虑 到 右 端 的 两 个 级 数 的 收敛 性 (因为 Xx，yE1?) ， 便 知 左 端的 级 数 也 是 收敛 的 。 从 而 证 
明了 (12) 。 

(d) 从 (12) 推出 ， 对 任意 的 x，yE1， (2) 中 的 级 数 是 收敛 的 。 同 时 (12) 也 给 出 
了 三 角 不 等 式 。 事 实 上 ， 任 取 x。，y，zE1?， 并 记 z= (6y)， 先 利用 关于 数 的 三 角 人 不等式， 再 
利用 (12) ， 得 


d(x,y)= 5 I- ) /ESC + on I) 
A 
=d (x;2) + d(z,»y) 
这 便 证 明了 7? 是 一 个 度量 空间 。 
在 上 面 证 明 过 程 中 所 得 到 的 不 等 式 (10)，(11)》 和 (12) ， 在 各 种 理论 和 实际 的 问题 中 
都 是 不 可 缺少 的 工具 ， 有 普遍 的 重要 性 。 在 我 们 进一步 的 研究 中 要 屡次 用 到 它 。 


习 题 

1. 证 明 在 1.2-1 中 ， 把 1/21 换 成 使 了 <eo 的 任 - 11>> 0。 可 得 到 其 它 度量 。 
2. 利 用 〈6 》 证 明 两 个 正 数 的 几何 平均 不 超过 其 算术 平均 。 
3 .证 明 柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 〈11) 蕴含 着 四 

( JE} + ot En Et 

空间 /1?)》 求 一 个 收敛 到 零 的 序列 它 不 属于 任何 一 个 1 空 s 则 ， 其 中 1<p 近 +0。 
5 肖 一 个 序列 C1 (1) ,但 x 竺 1。 / 

6.〈 直 径 ， 有 界 集 〉 度量 空间 〈 牛 *， 9 ) 中 的 非 空 集 A 的 直径 6(4 7) 定义 为 


6(A)= Supd (%, yy) 


车 6(4)<%， 刚 称 .4 是 有 界 的 。 汪 明 4c 8 意味 着 6(4)<5( 8)。 
7 .证 明 : 当 且 仅 当 有 4 是 单 集 时 6(A) = 0 (参考 习题 6) 
8 . 《集合 之 间 的 踪 离 度量 空 间 ( 革 ，d) 的 丽 个 非 空 了 入 4， 万 间 的 距离 也 (4 ,也 ) 


定义 为 


8 和 


证 明石 不 能 在 了 的 寡 集 上 定义 一 个 度量 。 (就 是 这 个 原因 ， 我 们 才 利用 了 另 一 个 符号 但 


它 仍 然 使 我 们 联想 到 4。) | 
9. 基 AN BX$， 症 明 习题 8 中 的 D(A， B)= 0 。 关 于 它 的 道 又 怎样 ? 
10 ,在 度量 空间 CCX, d) 中 ， 一 点 到 一 个 砷 空 于 集中 后 于 和 习题 8 一样 定义 为 


D(x,B)= infd(x, b) 


。 10 。 


正 胡 ， 对 任意 的 Y。，yE 友 。 有 
[ID (x, 8) ~ Dy, B)| d(x, y) 
11. 区 《人 ，d)》 古 任 一 度量 空间 。 证 有 明 由 下 式 


d(x,y) 
d(x,»y) = 1 d(x y) 


从 人 六 上 定义 了 男 一 个 度量 ， 并 且 在 度量 4 之 下 ， 半 是 有 界 的 。 

12 .iE 有 明度 量 空间 中 两 个 有 界 集 4 和 8B 的 并 仍 是 一 个 有 界 集 (习题 6 中 的 定义 ) 。 

15. 度量 空间 的 积 〉 两 个 度量 空间 (1,，d1) 和 《 宝 ,，d,》 的 笛 卡 尔 积 和 = 针 , xx， 
能 时 以 多 种 方式 造成 为 一 个 度量 空间 。 例 如 ， 由 下 式 


d(x,y)=d,(x,, yi) +d,(x,,y,) 


六 在 半 上 人 炬 义 一 个 度量 ， 其 中 xy = (Yi1，Xz)， yy= (2iys) 奔 让 朋 之 。 
14 .正明 由 下 式 


2 (xy) = A (Xt 1 +d, (x Ys) 


15 .下 县 由 下 式 


‘d (X,Yy) =maxLdi, (xi, y1),d,(X%,, yy) 


可 和 在 习题 13 中 的 和 上 定义 第 三 个 度量 〈 习 题 13 至 15 中 的 度量 具有 实际 的 重要 性 。 当 然 ， 还 可 
生计 上 定义 其 它 度 量 。) z / 


3 1.3 开 集 ， 闲 集 ， 邻 域 


有 一 些 值 得 芳 虑 的 辅助 概念 在 研究 度量 空间 时 起 着 重要 的 作用 。 本 节 包 含 了 以 后 需要 
用 到 的 这 些 概 念 。 因 此 本 节 包 含 的 概念 比 本 书 其 它 各 节 都 多 ， 但 读者 将 会 注意 到 ， 其 中 的 一 
些 在 应 用 到 欧 几 里 德 空间 时 ， 是 大 家 非常 熟悉 的 。 当 然 ， 引 入 这 些 概念 对 研究 问题 极为 方 
便 ， 也 表明 了 术语 的 优越 性 。 这 些 术 语 是 在 经 典 几 何 的 启发 下 得 到 的 。 

我 们 首先 沽 虚度 量 空间 X= (了 ,d) 中 的 一 些 重要 类 型 的 子 集 。 

1.3-1 定 义 〈 球 和 球面 ) ”给 定 一 点 xo6E 磊 及 一 个 实数 +> 0， 我 们 定义 三 个 类 型 的 子 
集 @: 
(a) Blxo;7r) = {XERX ld (x, YX) 7 ( 开 球 ) 
(6b) B(xo37) = {XERX Id (x, Xo0)<r} 《半球 ) (1) 
(c) Sl(xosr)= {xEX ld(x,xo)=r} (球面 ) 
在 上 述 三 种 情况 中 ，xo 电 做 球 心 ，r 叫 做 半径 。 

我 们 看 到 ， 一 个 半径 为 + 的 开 球 是 允 中 这 样 的 一 个 点 集 ， 它 的 所 有 的 点 到 球 心 的 距离 都 
小 于 r 。 此 外 ， 由 定义 直接 可 推 得 
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由 假定 演 者 对 常用 的 人 物 合 论 记 法 有 一 定 的 了 解 ， 在 附录 1 中 已 包括 一 个 复习 。 
二 外 所 


9 (xosr)= B(xosr)— B(xosr) (2) 


注意 ”在 研究 度量 空间 中 ， 我 们 利用 和 欧 几 里 德 几 何 相 类 似 的 术语 ， 无 疑 是 有 极 大 的 优 
越 性 。 然 而 ， 应 该 警惕 这 样 的 一 个 危险 ， 任 意 度量 空间 中 的 球 和 球面 也 都 享有 Rs 中 的 球 及 
球面 所 具有 的 性 质 。 其 实 并 不 总 是 如 此 。 一 个 不 寻常 的 性 质 是 ， 一 个 球 面 可 以 是 空 集 。 例 
如 ， 人 在 离散 度量 空间 1.1-8 中 ， 当 r 半 工时 ， 9 (xo;r) = 人 办。 (请 考虑 半径 为 1 的 球面 是 什 
么 ? ) 另外 一 个 不 寻常 的 性 质 将 在 后 面 指出 。 

让 我 们 再 给 出 下 面 两 个 相关 的 概念 。 

1.3-2 定 义 〈 开 集 ， 闭 集 ) “度量 空间 对 的 子 集 M， 如 果 以 MM 的 每 一 点 为 球 心 , 都 能 作 一 
个 开 球 整个 包含 在 M 内 ， 则 称 M 是 开 的 。 瑟 的 子 集 玉 ， 如 果 它 〈 在 蕊 中 ) 的 余 集 是 开 的 ， 也 
就 是 说 及" = 妃 一 到 是 开 的 ， 则 称 玉 是 闭 的 。 

”读者 容易 从 定义 看 出 ， 一 个 开 球 是 开 集 ， 而 闭 球 是 闭 集 。 

半径 为 6 的 开 球 B(xXo; 2) 常常 问 做 的 一 个 -分 域 。 ( 据 定 义 1.3-1， 这 里 的 > 
0 。) /所 请 x。6 的 一 个 邻 域 ?， 是 指 革 的 含有 x。 的 一 个 e- 邻 域 的 任 一 子 集 。 

从 定义 直接 看 出 ，x。 的 每 个 邻 域 都 含有 x。; 换 句 话说 ，xo 是 它 的 每 一 邻 域 中 的 点 。 
而 当 和 是 x6 的 一 个 邻 域 旦 NCM 时 ， 则 M 也 是 x， 的 一 个 邻 域 。 

如 果 MMCX 是 x。 的 一 个 邻 域 ， 则 称 x。 是 集合 M 的 一 个 内 点 。M 的 所 有 内 点 构 成 的 集 
合 叫 做 M 的 内 部 ， 可 以 记 为 M "或 Iat(M)， 而 没有 公认 的 记 法 。Int (M) 是 开 的 ， 并 且 是 包 
含 在 M 中 的 最 大 开 集 。 

若 把 蕊 的 所 有 开 子 集 构 成 的 集 族 记 为 多 ， 则 不 难 证 明 有 如 下 性 质 ， 

(T1) $$ ETF, AXED, 

(T2) 中 任意 多 个 成 员 之 并 仍 属于 了 ， 

(T3) 了 中 有 限 多 个 成 员 之 交 仍 属于 。 

证 明 ， 由 于 $ 没 有 元 素 ， 故 $ 是 开 集 。 显 然 ， 革 是 开 集 ， 这 就 证 明了 (TT1〉。 现 证 
“(7T2) 。 开 集 之 并 UU 的 任意 一 点 %， 至 少 属于 其 中 的 某 一 开 集 M， 并 且 M 含 有 一 个 以 x 为 
中 心 的 球 8。 由 并 的 定义 ， 则 知 BCU。 这 就 证 明了 C1 2) 0 最 后 ， 在 y 古 开 集 M),M,， 

，44, 之 交 的 任 一 点 ， 则 每 个 MM 都 含有 一 个 以 y 为 中 心 的 球 ， 而 这 些 球 中 的 最 小 者 也 含 
在 那些 开 集 之 交 中 。 从 而 证 明了 (73) 。 
”我们 要 提出 的 是 ，〈T1) 至 〈(T3)》 是 如 此 根本 的 性 质 ， 以 致 于 可 望 在 推广 到 更 为 一 般 
的 情形 下 仍 保留 这 些 性 质 。 据 此 ， 我 们 定义 拓扑 空间 〈 工 ，. 汪 ) 如 下 : 给 定 集合 万 和 葡 的 
一 族 满足 (7T 1) 至 (7T3) 的 子 集 了 ， 则 《下 ， 久 〉 便 叫做 一 个 拓扑 去 间 ， 而 集合 叫做 
了 革 的 一 个 拓扑 。 从 这 个 定义 可 知 

度量 空间 是 拓扑 空间 。 

个 过 续 了 而 中 ， 开 条 起 基 入 上 的 作用 ， 而 这 时 的 连作 是 分 中 坟 疆 要 
一 个 自然 推广 ， 定 义 如 下 ， 


一 


@ 在 老 的 文献 中 ， 所 采用 的 任 城 是 开 集 ， 但 根据 这 里 的 定义 这 一 要 求 已 被 降 妖 了 。 
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1.3-3 定 义 〈 连 续 上 映射 ) 令 三 =(X,dg)， 六 = (了 Y,Q) 是 两 个 度量 空间 。 映 射 T， XX 一 
被 说 成 第 在 点 xo€X 连续 的 ， 如 果 对 每 个 e 这 0， 都 有 6> 0 存在 ， 使 得 @ ( 见 图 6) 对 
所 有 满足 qg(x，x)<6 的 Y， 都 有 2(Tx，Txo<e 。 如 果 荆 在 半 的 每 一 点 连续 ， 则 称 
! 证 锯 组 的 。 

重 肥 而 有 起 的 是 ， 连 续 映 射 能 够 用 开 集 的 术语 表 往 如下; 

1.3-4 定 理 (连续 映射 ) 度量 空间 儿 到 度量 空间 了 的 上 映射， 当 且 仅 当 了 的 任 一 开 子 
傈 的 惠 稼 是 广 中 的 开 子 集 时 ， 才 是 连续 的 。 

证 有 明 ， (a》 假 定 7 了 是 连续 的 。 令 S$SCTY 是 开 的 ， 而 S ,是 S$ 的 逆 象 。 车 S。,= pp， 则 它 是 
开 的 。 现 令 So 计 $8。 任 取 Xo€50o， 仿 yo = 了 xo。 由 于 S 是 开 的 ， 故 它 含 有 yo 的 一 个 2- 邻 
域 W， 见 图 7 。 由 于 了 是 连续 的 ， 故 xo 有 一 个 6- 邻 域 No 被 映 入 NN。 由 于 NCS， 故 有 


uC>。 因 为 YoE”。 是 任 取 的 ， 所 以 "是 开 的 。 


(空间 XX) (空间 Y) 


图 6 ”在 欧 几 里 德 平面 X= 二 R’* 和 Y=R* 的 情况 下 ， 图 7 ”定理 1.3-4 的 证 月 (a ) 的 究 示 
定义 1.3~3 中 不 等 式 的 说 明 


(0) 反之 ， 假 定 了 中 每 个 开 集 的 逆 象 都 是 闻 中 的 开 僻 。 则 对 每 个 xvE 民 和 全 x。 的 任 一 
e- 邻 域 W， 叉 的 逆 象 N, 是 开 的 ， 这 是 由 于 六 是 开 的 ， 且 六 ,含有 x。。 因 此 ，N ,也 含有 x6 的 
一 个 6- 领 域 ， 且 因 N。 被 了 瑞 入 到 六 而 它 也 被 喘 入 六 。 故 由 定义 知 ， 了 在 x。 是 连续 的 。 由 于 
xo€ 久 是 任意 的 ， 所 以 TT 是 连续 的 。 

山 在 我 们 再 引入 两 个 互相 关联 的 概念 。 令 M 是 度量 空间 邢 的 一 个 子 集 。 则 点 xoE 世 ( 它 可 
以 是 ， 也 可 以 不 是 对 的 点 ) 叫做 M 的 肾 点 〈 或 极 恨 点 ) ， 如果 x。 的 每 个 邻 域 至 少 含有 一 个 
守 于 xo 的 点 yEM。 对 的 所 有 点 和 所 有 聚 点 构成 的 集合 ， 叫 做 导 的 闭 包 ， 并 记 为 内 。 它 是 
忆 含 M 的 最 小 于 集 。 

在 炙 续 讲解 新 内 容 之 前 ， 我 们 指出 弃 量 空间 中 的 球 的 另 一 个 不 寻常 的 性 质 。 在 R 中 ， 
于 球 B(xo; r) 的 闭 包 万 (xf r) 就 是 闭 域 和 (xo， r)》 ， 而 在 一 般 度 量 空间 中 却 林 必 如 
此 。 请 读者 举 一 个 例子 来 说 明 它 。 

利用 团 包 的 概念 ， 我 们 能 给 出 在 以 后 的 研究 中 特别 重要 的 一 个 定义 : 

1.3-5 定 义 《 称 密集， 可 分 空间 ) ”度量 空间 x 的 子 集 M 若 满足 M = 三 ， 则 称 M 在 式 中 笛 
关 。 如 果 天 有 一 个 可 数 的 稠密 子 集 ， 则 称 式 是 可 分 的 。 《至 于 可 数 集 的 定义 ， 如 有 必要 可 看 
附录 中 的 A1.1。》 


中 在 微 积分 中 通常 写 为 Y= 二 {f(x)。 相 应 的 x 在 T 之 下 的 象 被 记 为 T(x)。 然 而 ,在 泛 通 分 析 中 为 了 简化 公式 ， 
习惯 上 省 略 插 导 而 记 为 Tx、。 在 A1.2 中 有 关于 映射 的 定义 的 复习 ， 见 附录 1. 
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因此 ， 若 M 在 艺 中 稠密 ， 则 地 中 的 每 一 个 球 ， 不 管 它 怎样 小 ， 总 要 含有 人 的 点 。 换 句 话 
说 ， 在 这 种 情况 下 不 存在 点 xE 天 ， 它 有 一 个 不 含 M 的 点 的 邻 域 。 

稍 后 将 会 看 到 ， 可 分 的 度量 空间 比 不 可 分 的 度量 空间 要 简单 点 。 和 暂且 考虑 几 个 重要 的 可 
分 与 不 可 分 空间 的 例子 ， 以 加 深 对 这 些 基 本 概念 的 理解 。 


例 于 


1.3-6 实 直线 R” 实 直线 及 是 可 分 的 。 

证 明 ， 在 尺 中 所 有 有 理 数 的 集合 8 是 可 数 的 ， 并 且 是 稠密 的 。 

1.3-7 复 平面 C” 复 平面 C 是 可 分 的 。 

正明 ， 实 部 和 虚 部 都 是 有 理 数 的 所 有 复数 集合 ， 是 《中 的 可 数 桐 黎 集 。 

1.3-8 离 散 度 量 空 间 一 个 离散 的 度量 空 s 闻 著 ， 当 且 仅 当 革 是 可 数 的 时 伐 ， 才 是 可 分 
的 。 《人 参 游 1.1-8) 

汪 明 ， 离 散 度 量 决定 六 : X 的 任 一 真子 集 都 不 能 在 六 中 稳 密 。 因 此 ， 只 及 本 身 是 X 中 
的 稠密 子 集 。 若 要 了 可 分 ， 只 有 契 可 数 。 上 反之， 可 数 必 有 六 可 分 。 

1.3.9 空 间 /” 放 间 1= 是 不 可 分 的 《参见 1 .1-6》 

泪 尖 ， 令 y= (719 2s 7113， 2) 是 一 个 由 零 和 1 构成 的 序列 。 则 yE412。 用 y 来 构造 一 个 
二 进位 制 表示 的 实数 


8- 2 

我 们 利用 区 间 〔0 ，1 3 中 的 点 集 是 不 可 数 的 事实 。 由 于 每 个 9EC50，12 骨 有 一 个 二 进位 
制 的 表示 ， 且 不 同 的 数 有 不 同 的 二 进位 制 表示 。 再 由 y 与 9 的 一 一 对 应 知 ， 形 如 y 的 序列 集 
合 在 /" 中 是 一 个 不 可 数 的 子 集 S。 由 1” 中 前 度量 可 知 ， S 中 的 两 个 元 素 当 且 仪 当 它们 之 间 的 
距离 为 1 时 才 不 相同 。 所 以 我 们 以 S 中 不 岗 的 元 素 ,y 为 中心， 以 1/3 为 半径 ， 可 作 多 到 不 可 
数 的 互 不 相交 的 小 球 。 假 如 MM 是 1* 中 的 任 一 币 密 子 集 ， 则 所 作 的 每 一 个 不 相交 小 球 都 将 含有 
M 的 点 ， 从 而 说 明 M 是 不 可 数 的 。 人 是 全 交角 密 条 ， 知 不了 能 有 和 和 生 和 和 
从 而 证 明了 1 是 不 可 分 的 。 ,i . 

1.3-10 空 间 1 上 容 闻 (Lp<+ sc) 其 可 分 的 。 (参见 L1. 2-3) 

正明 : 令 M 是 所 有 形 如 


y= (71 29 “. ny, > Oy iw) 

的 序列 集合 是 计 _ 正 台 ， 而 是 有 如 名 内 是 可 的 。 现 让 在 | 中 是 和 的 
任 取 x= (5D)EP， 由 于 号 司 | "<e， 故 对 任意 的 2> 0， 存在 一 个 〈 与 。 有 关 的 ) m 使 
查 CE | 
sp 2- i 加 
a 它 的 有 理 数 7; 。 因 此 ， 我 们 可 
以 找到 一 个 yEM， 它 满足 

es jj4. 


< 下 二- ze 
Sj i | 本 
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从 而 推 得 
| d(x, ») | = 2 |- nD] | + 2 a | <e 


因而 有 d(x，y>) 二 Ee， 并 可 看 出 计 在 I? 中 移 密 。 


习 题 

1,. 通 过 证 明 (a》 任 一 开 球 是 一 个 开 集 ，(5〉 任 一 闭 球 是 一 个 闭 集 来 验证 《“ 开 球 ”" 和 “ 泣 
款 2 的 术语 是 合乎 道理 的 。 

2 .在 RR 上 的 开 球 B(xo; 1) 是 什么 ? C 中 的 昵 ? (参见 
1 .1-5) 在 CCla，6] 中 又 怎样 9 (参见 1.1-7) 解释 图 8 。 > 

3. 避 苏 CL50，2x】 并 确定 使 得 YE B (x; r) 的 最 小 的 7， ] 
其 叶 x(1)= sint,。 y= cosf。 

4 .证 衣 任 一 非 空 集合 4C(X，d) 、 当 且 仅 当 是 开 球 的 SG 
并 时 是 开 集 。 -1 2 1 1 

5 ,领会 到 一 些 集合 可 以 既是 开 集 ， 同 时 又 是 闭 集 这 件 事实 


足 很 重要 的 。(a》 证 明 XX 和 $$ 总 属 这 种 情况 。(5》 证 明 在 离散 。 轴 ” 六 用 全 藉 芷 F 束 区 和 的 


襄 量 空间 关中 ( 风 1.1-8) ， 每 个 于 集 都 是 既 开 且 团 的 。。 wo=teG-1 0 的 -个 
6 . 有 Xo 是 集合 ACC(xX， d) 时 一 个 聚 点 ， 正明 Xp Ny 任 .Ee~ 丢 域 ， 这 里 取 e 二 一 一 
0 的 无 穷 多 后 。 


是 具 部 的 复数 和 (a) 国 盘 zk <ict。 


8 .证 明 在 一 个 度量 空间 中 ， 一 个 开 球 8(x。，r) 的 亲 I" 可 以 不 同 于 人 于 
B(xo; ? )o | i 

,i 骨 4 了 了 了 -了 4U 译 -于 U 百 ANTBAN 

10 .一 个 点 x 若是 不 属于 闭 集 计 CC( 于 ，d)， 则 它 到 MM 的 距离 不 等 于 稚 。 为 了 证 明 这 点 ， 
只 须 证 明 : 当 且 仅 当 D (x，A) = 0 时 有 xE€ A， 其 中 六 是 下 的 任 一 非 空 子 集 ( 参 考 §1.2 节 的 
习题 10) 。 

11。( 边 界 ) 集合 4C( 励 ，d) 的 边界 点 x 是 中 的 这 样 的 点 〈 它 可 以 属于 4， 也 可 以 
不 属于 4) ，x 的 每 个 邻 域 既 包含 4 的 点 ， 也 包含 不 属于 4 的 点 4 的 所 有 过 界 点 的 案 合 出 
做 4 的 边界 。 描 述 出 (G)R 上 的 区 间 (-1, 1)，(-1，1) :人 -1， 13, (的 民 上 的 有 理 数 襟 ， 
(0) 圆 盘 {z| 上 zi 二 1}CC 及 圆 盘 {z1lz| 和 用 1FCC 的 边界 。 z : 

12 (空间 Br5a，by) 证 明 妃 re， 的 (a<6b) 是 不 可 分 的 《 风 1.2- 2) 。 

13 _ 计 明 ， 当 且 仅 当 度 量 空间 XX 有 一 个 具备 下 列 性 质 的 可 数 子 集 了 时 ， 才 是 可 分 的 。 对 
往 个 2 之 0 和 每 个 xEXX， 都 有 一 个 YE 了 满足 d(x，y)<e。 

14 《连续 映 库 》 证 明 ; 上 映射; 了 Y 当 且 仅 当 任 一 闲 集 MC 了 的 逆 象 是 中 的 (入 业 


e lo 。 


时 ， 才 契 和 连续 的 。 
15 .说 明 ， 一 个 开 娄 在 连续 有 映射 下 的 梨 不 必 是 开 的 。 


S$ 1.4 ”收敛 性 ， 柯 西 序列 ， 完备 性 


我 们 知道 ， 在 微 积分 中 实数 序列 起 着 重要 的 作用 ， 而 定义 序列 收敛 性 这 一 基本 概念 要 用 
到 R 上 的 度量 。 对 于 复数 序列 亦 是 如 此 ， 必 须 用 到 复 平 面 上 的 度量 。 在 任意 的 度量 空间 
让 = (让 ，d) 中 ， 情 形 十 分 类 似 。 也 就 是 说 ， 我 们 可 以 研究 天 中 的 点 列 (x。》 。 并 能 用 度量 
d 按 与 微 积 分 中 相 类 似 的 方式 去 定义 收敛 性 。 

1.4-1 定 义 〈 序 列 的 收复 性 ， 和 极限 〉 度量 空间 六 =(X,，d) 中 的 序列 (x,)〉 是 收敛 
的 ， 十 指 存 在 一 个 xE 愉 ， 使 得 

lima (x,, X)= 0 
这 时 >x 岂 做 《〈x。) 的 极限 ， 并 写成 


limx。=% 


#00 
或 者 简 记 为 


有 时 我 们 还 说 成 ，《〈x。》 收敛 到 x 或 有 极限 x 。 若 〈x。) 不 收敛 ， 则 便 说 是 发 获 的 。 
在 这 个 定义 中 ， 度 量 d 是 怎样 被 利用 的 ? 我 们 看 到 ，d 给 出 了 一 个 实数 序列 ce = d (x。 
x) ， 而 这 个 实数 序列 的 收敛 性 便 定义 了 (xx。 的 收敛 性 。 因 此 ， 如 果 xe=x， 则 给 定 2 之 
0 后 ， 一 定 存在 一 个 N = NW(e)， 当 "> 有 时， 所 有 的 x。 都 落 在 x 的 一 个 e- 邻 域 妃 (3 <) 内 。 
为 避免 不 足 道 的 误解 ， 我 们 要 注意 ， 一 个 收敛 序列 的 极限 必须 是 1.4-1 中 至 间 和 的 点 
例如 ， 令 六 是 R 上 的 开 区 闻 〈0，1) 且 由 d(x，y) = |x 一 来 定义 其 上 的 度量 。 则 文中 的 序 
列 (去 ， 专 ， 二 ，*…)》 是 不 收敛 的 ， 因 为 这 个 序列 可 望 收 和 敛 到 的 “ 0 “是 不 属于 居 的 。 在 本 
节 的 稍 后 部 分 ， 我 们 将 再 回 到 这 一 问题 和 与 此 类 似 的 情形 。 
首先 让 我 们 证 明 ， 微 积分 中 天 家 部 芝 的 关于 收 俩 序列 的 有 界 性 和 极限 的 唯一 仁 这 两 个 性 
质 ， 也 能 报到 现在 的 更 为 一 般 的 度量 空间 中 。 
”车 久 的 非 空子 集 计 的 直径 


GCAM ) = Sup。 d(x, Y) 


是 有 限 的 ， 则 称 M 是 有 界 集 。 若 把 X 中 的 序列 《x.) 看 成 X 中 的 点 集 司 后 定 一 个 有 界 子 集 ， 风 


称 (x,) 是 一 个 有 界 序列 。 
显然 ， 若 M 是 有 界 的 ， WMC B(xXo,s r) ， 其 中 xz 为 X 中 的 任 一 局 ， 而 7 是 一 个 (时 


够 大 ) 的 实数 。 反 之 亦 然 。 


我 们 的 论断 如 下 : 
1.4-2 引 理 《 有 界 性 ， 极 限 )” 令 久 = (XY ，d) 是 度量 空间 ， 则 


(ao) 和 中 的 收敛 序列 是 有 界 的 ， 且 极 依 唯一 。 


。 |O 。 


(0) 在 了 中 若 x. 一 xX， yy Wd (Xs ye)-—>d(xX, »y) 。 
正明 ， (a) 假定 xX. 一 XX， 取 é = 1 9 则 本 有 求 得 全 ， 使 得 对 所 有 的 1 人 有 d (x,s XxX) 过 1， 


a=maxi{d(x:, XxX),d(x,, XxX), hb d (xn, xX)} 
这 便 让 明了 (x,，》 是 有 界 的 。 假 大 X,>Xx， 且 XxX.>z， 则 由 (M4》 可 得 
0<d (x,2)<d(x,X,) td(xX., X)—>0+0 


再 从 CM2) 可 推出 极限 的 唯一 性 x =z。 
(6) 根据 81.1 的 (1) ， 可 知 


d (YX。， yo)<a (Xe x) +d(x, YY) +d(y, Ys) 
因此 ， 便 得 到 
QqXs ya 一 dxXVy)Sa (xxX)TdOyayy) 


交换 x 与 x 及 y, 与 y 的 位 置 ， 再 乘 - 1， 便 得 到 一 个 类 似 的 不 等 式 


d (Xs Ys) — d(xX, yy) — [d(x x) +d (ys,, y)) 

合 在 一 起 ， 便 得 : 
ld (xn, ya) — d(x, yy) SAd(xss xX) +d (ys yy)—>0 
通 着 2 一 > co 时 。 

下 面 我 们 来 定义 度量 空间 的 完备 性 概念 ， 它 在 我 们 进一步 的 研究 中 是 很 基本 的 。 将 会 看 
到 ， 完 备 性 从 $1.1 中 的 (M1) 至 (好 4) 是 推导 不 出 来 的 ， 因 为 存在 着 不 完备 的 度量 空间 。 
也 就 是 说 ， 完 备 性 是 度量 空间 可 以 有 ， 也 可 以 没有 的 一 个 额外 性 质 。 有 各 种 结论 使 得 完备 的 
度 最 空间 比 不 完备 的 度量 空门 喝 务 志 肝 4 这 些 结论 指 的 是 什么 ， 随 着 我 们 的 深入 讨论 会 
越 来 越 消息 。 

首先 让 我 们 回顾 一 下 ， 在 微 积分 中 实数 或 复数 序列 分 别 在 实 直 线 R 上 或 复 平 面 中 收 
黎 的 充分 必要 条 件 是 (x.,.) 满足 柯 西 收敛 准则 ， 即 对 任意 给 定 的 es>0 ， 都 存在 改 = :Ye)， 
使 得 对 所 有 的 mm，2 宝 都 有 

[xm 一 Xi < e 
(在 41.7 中 包含 了 一 个 证 明 ， 见 附录 1 )》 这 里 的 jx。 一 xu 表示 从 Xx. 到 x, 在 实 直 线 上 或 复 平 
面 中 的 蝶 离 。 因 此 ， 我 们 可 把 福西 准则 中 的 不 等 式 写 为 如 下 形 雯 
d (Xe X") <E (m, n>N ) 

车 序列 〈《x,) 满足 柯 西 准 则 的 条 件 ， 我 们 便 把 它 叫 做 一 个 柱 西 序列 。 则 栖 西 准则 简单 地 说 器 
下， 实数 或 复数 序列 在 R 上 或 C 内 收敛 的 充分 必要 条 件 是 它 为 一 个 树 西 序列 。 遗 憾 的 是 ， 在 
-- 般 的 度量 空间 中 ， 情 况 变 得 复杂 起 来 ， 可 能 有 不 收敛 的 柯 西 序列 。 这 种 空间 缺少 一 个 极为 
重要 的 性 质 ， 即 所 谓 完备 性 。 这 一 考虑 导致 如 下 的 定义 ， 它 首先 由 弗 列 谢 ( 斑 recphet) 在 
1906 年 给 出 。 

1.4-3 定 义 〈 柯 西 序列 ， 完 备 性 ) 量 空间 和 = (X，d) 中 的 序列 〈x。) ， 如果 对 任 
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王 给 定 的 > 0 ， 都 存在 一 个 YX = 人 (2)， 使 得 对 每 个 m， nNN 都 有 
Q (Xm» Xs) <E (1) 


则 称 它 是 一 个 柯 西 序列 〈 或 基本 列 ) 。 如 果 空 间 六 中 的 每 个 柯 西 序列 都 是 收 伍 的 ( 即 有 属于 
六 的 极 上 没 》， 则 称 羡 是 完备 的 。 

用 守备 性 来 表述 的 话 ， 柯 西 收敛 准则 意味 着 ， 

.4-4 定 理 〈 实 直线 ， 复 平面 ) 实生 线 和 复 半 和 面 都 是 完备 的 度量 空间 。 

泪 为 一 般 地 直接 从 定义 看 出 ， 完 备 的 度量 空间 是 这 样 的 空间 ， 在 其 中 柯 西 条 件 《1) 是 
序列 收 线 的 充分 必要 条 件 。 : 

在 以 用 中 ， 完 备 的 和 不 完备 的 度量 空间 都 是 重 杰 的 。 在 下 节 我 们 将 系统 地 研究 。 

我 们 暂且 淮 出 几 个 比较 容易 得 到 的 不 完备 空间 。 从 实 直线 上 控 挤 一 个 点 a， 便 得 到 一 个 
不 完备 定 间 R-{a}。 更 历 害 些 ， 把 所 有 无 理 数 都 挖 去 , 则 得 到 有 理 数 集 Q， 它 也 是 不 完备 的 。 
R 上 的 于 这 旧 Ca，6) ， 按 诱导 的 度量 ， 是 另 一 个 不 完备 度量 空间 ， 等 等 。 

从 定义 明显 地 看 出 : 在 任意 的 度量 空间 中 ， 条 件 〈1E ) 不 一 定 再 是 序列 收敛 的 充分 条 
件 ， 冯 为 空间 有 可 能 是 不 完备 的 。 为 了 更 好 地 理解 这 一 情形 ， 让 我 们 再 考虑 一 个 简单 例子 。 


取 空 间 X= (0， 直 ， 用 d(x，y») = |x -yy| 在 其 上 定义 通常 的 度量 。 序 列 (xo) = (—) 是 大 


中 的 一 个 栖 西 序列 ， 但 它 不 收 伊 ， 因 为 点 0 《序列 可 望 妆 敛 到 的 点 ) 不 属于 基 。 这 个 例 于 也 
说 明了 :一 个 序列 的 收敛 性 不 单 是 序列 本 自 的 襄 性 ， 便 且 也 与 它 所 处 的 空 间 有 关 。 换 句 话 
说 ， 一 个 收敛 的 序列 不 是 收敛 到 它 本 身 的 一 点 ， 而 是 收敛 到 所 在 空间 的 某 一 点 。 

尽管 条 件 《1 ) 不 再 是 收敛 的 充分 条 件 ， 但 它 它 仍 是 序列 收敛 的 必要 条 件 。 事 实 上 ， 很 容 
易 得 出 如 下 结果 。 

1.4-5 定 理 〈 收 钱 序 列 ) ”度量 空间 中 每 个 收敛 序列 都 是 一 个 柯 西 序列 。 

证 朋 ， 著 x:->x，。 则 对 每 个 e>> 0， 都 存在 一 个 NW = N (es)， 使 得 对 一 切 %>> 售 ， 孝 有 


d(x %) < 
因此 ， 根 据 三 角 不 等 式 ， 对 mm，n>N 可 得 


d (xn, Xa) Ed (Xu, %) + d(xX,X,) 站 


这 便 证 明了 《〈x。) 是 柯 西 序列 。 

我 们 将 月 到 ， 很 多 基本 结果 ， 例 如 线性 算 子 理论 方面 的 ， 都 将 依赖 于 相应 空间 的 完备 
性 。 在 微 积 分 中 ， 为 什么 我 们 采用 R 和 而 不 采用 有 理 直 线 Q〈 有 通常 度量 的 全 部 有 理 数 集 ) ， 
就 是 因为 实 直 线 R 的 完备 性 。 

| 最 后 ， 让 我 们 证 明 后 面 需要 的 与 收敛 性 和 完备 性 相关 的 三 个 定理 来 结束 这 一 节 的 内 容 。 
”1.4-6 定 理财 包 ， 闭 集 ) ” 令 M 是 度量 空间 (X, d) 的 非 空子 集 ， 及 是 前 一 节 定 义 
的 闭 包 ， 则 

: (a) xE 到 ， 当 且 仅 当 存 在 内 中 的 一 个 序列 (xwJ， 它 收敛 到 x。 

(6) M 是 闭 的 ， 当 且 仅 当 M 中 的 序列 〈x。) 车 收敛 到 x 时 。 则 有 xEM。 
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证 明 ，(a) 设 xE€ 及 。 若 xEM， 了 到 序 列 (x，x，*…)， 显 然 它 以 x 为 极限 。 若 x 47， 则 x 
起 亲 的 一 个 桶 点 。 因 此 ， 对 每 个 = 1，2，…， 球 月 ( xj- )》 都 包含 一 个 x.EM， 由 于 当 
fi» OH > 一 ”人 9 sid eR 


友之， 和 若 (xy,) 是 M 中 的 序列 且 xxX， 则 xEM 或 X% 的 每 个 邻 域 都 含有 点 xsx， 所 . 
Cx 的 谍 点 。 由 闭 包 的 定义 ， 故 xX€ 再 。 

(b) MM 是 闭 的 ， 当 且 仪 当 放 = 到， 所 以 () 很 容易 从 (a) 推出 。 

1.4-7 定 理 〈 完 备 子 空间 〉 完备 度量 空间 XX 的 于 空间 及 是 完备 的 , 当 且 仅 当 集合 放 在 入 
中 是 | 闭 的 。 

让 朋 ， 设计 是 完备 的 。 根 据 1.4-6(a》， 对 每 个 x€ 肛 ， 都 有 M 中 的 序列 (x.〉 收 敛 到 
X 。 由 1.4-5 知 〈x)》 是 柯 西 序列 ， 再 由 入 的 完备 性 ， 知 《2x,) 在 朵 中 收敛 ， 从 而 根据 1.4-2 
中 极限 的 唯一 性 ， 便 证 明 xE€M。 因 为 xE 膨 是 任意 的 ， 改 证 明了 MM 是 闭 的 。 

反之 ， 设 训 是 团 的 且 (x,) 是 计 中 的 一 个 柯 西 序列 。 则 xXx. 一 xE€ 计 ， 据 1.4-6(a) 知 x€ENYH， 
而 所 假设 M = 下， 故 xEMH。 因 些 ， 弄 中 的 任 一 柯 西 序列 在 对 中 收敛 ， 这 便 证 明了 六 的 完备 
性 。 

这 个 定理 非常 有 用 、， 以 后 经 常用 到 它 。 下 一 节 的 例 1.5-3 就 包含 了 第 一 个 应 用 ， 并 且 是 
很 脸型 的 。 

最 后 一 个 定理 表明 ， 序 列 的 收敛 性 在 研究 映射 的 连续 性 时 ， 是 很 重要 的 。 

1.4-8 定 理 (连续 映射 ) ”度量 空间 (X，d) 到 度量 空间 《了 了 ，vd ) 的 有 揣 射 卫 ， 工 一 


证 明 ， 设 了 在 x 是 连续 的 ， 见 定义 1.3-3。 则 对 给 定 的 e 0 ， 存 在 G> 0 使 得 当 d (x， 
x0)<o 时 有 &( 了 xy， Tx0)< 过 E。 令 xX, 一 Xo， 则 存在 八 ， 使 得 对 一 切 n 二 入 都 有 d (xs, Xo) 
1 。 因 此 ， 对 一 切 的 n 宝 ， 有 Q(T x.， 了 xo)< 过 2。 据 定义 ， 此 即 意味 着 了 x.—> 了 x,。 

区 过 来 ， 设 x, 习 Xx, 弄 含 着 Tx,~> 了 了 xo。o， 现 证 明了 在 Xx, 是 连续 的 。 假 定 了 在 x, 不 连续 ， 
则 存在 一 个 e>> 0 ， 使 得 对 每 个 6 0 都 有 一 个 x 志 x。。 它 虽 满 足 d (x,x0o)<6, 但 却 4 (Tx%， 


Tx,) >e 。 特别 是 取 6 = 一 -， 有 x, 满足 d (xs x 0) <—， 但 却 (Tx.，Tx0) 之 e 。 显 然 
Yu Pr 但 说 x, 基 不 收 伊人 到 了 了 xo。 这 就 与 1x.~> 了 xo 泌 盾 ， 从 而 证 明了 定理 。 
z 习 题 

1.《 子 序列 》 若 度量 空间 多 中 的 序列 《x。》 是 收敛 的 且 有 极限 x， 证 明 (x。) 的 每 一 个 
子 序列 《x。》 都 是 收敛 的 ， 且 有 同一 个 极限 x。 

2 . 若 〈x,) 是 一 个 柯 西 序列 且 有 一 个 收敛 的 子 序列 (x。)->x， 证明 (x,) 也 是 收 售 
外， 有 极限 为 X。 

3 .正明 x .一 X 的 充 要 条 件 是 ，。 对 x 的 每 个 邻 域 ， 都 存在 一 个 整数 po， 使 得 对 所 有 的 "六 
Hoy 前 有 XEV。 


4. 《有 界 性 》 证 明 柯 西 序 列 是 有 界 的 。 
5 ,在 度量 空间 中 ， 序 列 的 有 界 性 对 于 序列 为 柯 西 序列 是 充分 的 吗 ? 对 序列 为 收敛 的 充分 
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机 
(x) 和 (yy,) 是 度量 空间 〈X ，d) 中 的 柯 西 序列 ， 证 明 a, = d(x,.，y。) 是 收 全 
的 六 “ 例 说 明 。 
7 .给 出 一 个 引 理 1.4-2(5》〉 的 间接 证 明 。 
8 . 藻 d ,和 dd, 是 同一 基 集 钱 上 的 两 个 度量 ， 且 存在 正 数 a 和 6 使 得 对 所 有 的 x，yE 太 有 


ad 1 (Xx, y) <d, (x, y) Cbd (x, y) 


证 明 (和 ，d:) 中 的 柯 西 序列 也 是 《 计 ，d,〉 中 的 柯 西 序列 ， 反 之 亦 然 。 
9, 逢 用 习题 8， 证 明 $1.2 中 的 习题 13 至 15 中 的 度量 空间 有 相同 的 柯 西 序列 。 
10. 利 图 民 的 完备 性 去 证 明 《 的 完备 性 。 


$ 1.5 例子 一 完备 性 的 证 明 


在 各 种 应 用 中 ， 集 合 拓 被 定 《例如 ， 序 列 的 集合 或 函数 的 集合 。) 并 且 要 使 之 成 为 一 
个 度 全 空间 ， 也 就 是 在 半 上 选 定 一 个 度 量 4。 而 留 下 的 工作 是 决定 ( 计 ，d》 究 苑 有 设 有 所 
希望 的 宇 备 性 。 为 了 证 明 完 备 性 ， 就 需 在 区 中 任 取 一 个 柯 西 序列 (x。》 ， 然 后 证 明 它 在 六 中 
是 收 和 倒 的 。 对 于 不 同 的 空间 ， 其 证 明 的 复杂 性 可 以 很 不 一 样 。 但 大 体 上 都 有 共同 的 款 却 : 

(1) 构造 一 个 元 素 x 作为 极限 点 〉。 

(77) 证 明 x 属 于 所 汐 虑 的 空间 。 

(717) 证 明 收 化 性 x,.- -x 〔 在 给 定 的 度量 下 》。. : . 

: 对 于 某 些 在 理论 和 实际 研究 中 经 党 出现 的 空间 ， 我 们 将 给 出 其 完备 性 的 证 明 。 读 者 将 会 
注意 到 ， 在 这 些 证 明 中 〈 例 于 1,5-1 至 1,5-5 )， 我 们 部 是 借 肌 于 拓 计 线 或 屋 ， 国 3 
《定理 1.4-4) 。 这 也 是 很 典型 的 。 


“例子 


， 1.5-1R" 和 C 的 完备 性 ” 欧 几 里 德 空间 R* 和 西 空间 C .是 完备 的 (参见 1.1-5) 。 
证 盟 ， 首 先 孝 虑 R"。 我 们 还 记得 只 上 的 度量 〈 欧 几 里 德 度量 ) 为 


1 /2 


d(x, ») (3 (5 — 1)? ) | 
= 1 


其 中 YXY= (6)，y= (7)3 出 》1.1 中 (6) ， 瑰 考 察 R" 中 的 任 一 柯 西 序列 . (x。)， 并 记 x。= 
4" ) 。 由 于 (x。》 是 柯 西 序列 ， 故 对 每 个 e>>0 ， 都 存在 信使 得 


1 /2 


d(xa,x1) =( 5 人 ea) < 人 2 (m, r>N) C1) 
/ j= 1 


平方 后 ， 对 m，r>N 和 7 = 1，2，”…，m 便 有 
(£;(™") 一 ED) )2<e? 且 [Ey ) 一 ED <e 


这 表明 对 每 个 固定 的 了 7 (1 志 j 才 n)， 序 列 (6 人 0 ，5 2， 02) ， … ) 是 实数 柯 西 序列 。 
由 定理 1.4-4 知 ， 它 是 收 争 的 。 不 妨 记 0 ->E 《m 一 co〉。 利 用 这 样 的 个 极限 ， 可 定义 
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X= (cs, Ss “ns £,) © 显然 。 xER'", 在 C1) 中 令 r 一 00， 便 得 
d (xm; X) RE 《人 >) 


这 就 证 明了 x 是 (xs) 的 极限 ， 从 而 证 明了 R "的 完备 性 。 用 同样 的 方法 从 定理 1.4- 可 证 了 明 
( “的 完备 性 。 
1.5-2i 的 完备 性 空间 搬 是 完备 的 《了 见 1.1-6) 。 
证 朋 ， 令 (x») 是 空间 手中 的 任 一 柯 西 序列 ， 其 中 yx。= (561 ，s 9) 。 由 于 
“Hi 芍 度量 是 
d (x, y) = sup [#1 ~ 4l 
其 中 x = (8))， » = (1;), (X») 是 柯 西 序列 ， 故 对 任意 的 ， £0， 存在 入 使 得 对 一 切 tr» ?1 
> 有 
d (xe xe) =sup lt™ —b") <e 


证 无 疑问 ， 对 每 个 固定 的 ;?， 也 有 

|é,™) — 6 0 | <e (m, n>N) (2) 
因此 ， 对 每 个 固定 的 了， 序列 (&j ‘2 ，6j 人 2) ，*) 是 一 个 柯 西 数列 。 据 定理 1.4-4 知 ， 它 
是 有 收 伍 有 的， 不 妨 设 5 ) 6} (117 一 > co ) G 乔 j 用 这 无 穷 多 个 极限 ， S19 ,9 *eey 定义 x= 
C51， 《9 ) 。 现 在 来 证 明 xE1* 且 x。->x。 在 《2) 中 令 n->co， 便 有 

,0 一 5 Se (m>N) \ (2*) 
归于 = (5/4)E1%， 故 存在 实数 b。， 使 得 信人 委 R 对 所 有 的 7 成立。 因此 利用 三 角 不 


于 人 可 得 

[S| [m6 I+ ,Set+h, (m>N) 
这 个 不 等 式 对 每 个 都 是 成 立 的 ，、 而 右 端 E+8。 又 不 含有 7， 故 《&1) 是 一 个 有 都 数列。 这 
让 瘟 味 着 xE1“。 从 (2*) 还 可 得 到 

d (xu YX)=sSsup 人 |) ~ Se (m>N) 


议 便 证 明了 x。>x 。 由 于 (x.〉 是 任意 的 初 西 序列 ， 故 1” 是 完备 的 。 

1.5-3c 的 完备 性 ”空间 c 是 所 有 收敛 的 复数 序列 x = (6;) 构成 的 ， 其 上 的 度量 是 空间 
/” 的 度量 诱导 出 来 的 。 

空间 c 是 完备 的 。 

证 明 ， c 是 1 的 子 空 间 ， 如 果 能 证 明 c 在 [” 是 闭 的 ， 则 据 定 理 1.4-7 便 推出 c 古来 备 
的 。 

任 取 x = (E)E5， 其 中 5 为 ec 的 闭 包 。 根 据 1.4-6(a)， 存 在 xy。= (6&1)Ec 使 得 xX, 
x 。 因 此 ， 任 给 定 s> 0， 存 在 一 个 N 使 得 对 "之 N 和 所 有 的 j 有 


[61™ — El Sd (x ¥) < 


特别 是 对 n= NN 和 所 有 的 7 成 立 。 由 于 xw€c， 故 它 的 所 有 项 EW 形成 一 个 收敛 序列 。 这 一 
序列 是 柯 西 序列 ， 因 此 存在 入 1， 使 得 
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|£,(™) 一 上 CN)| < (71， RDPN li) 
这 个 不 等 式 关于 所 有 的 j，k 之 入 1 给 出 如 下 的 不 等 式 : 
ls-éslé -6 |+ |é, Sa | + 后) 一 二 <e 
这 就 证 朋 了 序列 x = (与 )》 是 收敛 的 ， 因 此 xEc。 由 于 x65 是 任 取 的 ， 这 就 证 明了 c 在 1* 中 
的 亲征 。 从 而 据 1.4-7 推出 c 的 完备 性 。 
1.5-4 ? 的 完备 性 ”空间 /" 是 完备 的 ， 这 里 的 p 是 固定 的 且 1 委 pp< +co。( 见 1.2-3) 


证 用 ， 设 (x。,) 是 空间 1? 中 的 任 一 柯 西 序列 ,其 中 x。= (5&1 ，5 (7 ，。…)。 则 对 每 个 
>0 存在 一 个 N， 使 得 对 所 有 的 m， n>N, 有 


ty7P 
d (xm) = (5 日 (™) iE,(") ] ) ‘<e | 《8) 
j= 1 
这 就 扒 上 了 ， XT 每 个 1 一 1，2，。%。 有 
Ej") 一 EC <e (m, n>N) (4) 


选 定 7 后， 从 《4) 看 出 (61 路 ，6 (2) ，…，) 是 一 个 柯 西 数列 。 由 于 R 和 人 C 是 完备 的 
( 见 1.4-4) ， 故 它 是 收敛 的 ， 设 8 yb (mo 。 用 这 些 极限 定义 x= (8 ， E21, 0 
并 证明 yx。 _>X 及 XC1P， 

从 (8) 可 知 ， 对 所 有 的 m，n>>N 有 


hn “i | 
和 (Cm) _ £, (| P< er (k=1, 2， sos 
j= 1 

人 no, 对 m> 六 可 得 到 四 

) 4 \ | ”| | i ti 1 


瑟 加 cn 一 | ?<<2 (k=1, 2, “99:1) 

三 -5p<e 5) 

i | ; . 

这 就 证 明了 Xs 一 X= (5 一 61)E1?。 由 于 x。E1?， 用 闵可夫 斯 基 不 等 式 (12) ( 见 $1.2)， 
则 可 推 得 
X= Xut (xX) El ， 
此 外 ，〈5 )》 中 的 级 数 表示 [qd (xs，x)]" 所 以 (5 ) 意味 着 x。>x， 由 于 (x。)》 是 1? 中 
Te 这 就 证 明了 ?的 完备 性 ， 其 中 1 之 + co。 


5-5C [a,，b] 的 完备 性 ” 消 数 空间 C [a，5) 是 完备 的 ， 这 里 Ca。6】 是 R 上 任意 给 
必 的 区 阿 。 (参见 1 .1-7) 


证 明 ， 设 (x，) 是 C [a, 6) 中 的 任 一 柯 西 序列 。 则 给 定 任 一 e> 0 ， 存在 N 使 得 对 所 
有 的 m，2 盖 N。， 都 有 ” 
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d (Xm, X") = max [x,(t)— x.(t)| <e (6) 
1€J 


其 中 7 = [ac， 的 。 因 此 ， 对 任 一 固定 的 4 = foc7， 
xfo) 一 Xu 人 (ri)| < e& Cm, n>N) 


芝 证 明了 《xi1(t0)，Xs (to)，***》 为 一 个 实数 柯 西 序列 。 由 于 R 是 完备 的 ( 见 1.1-4) ， 这 

邦 列 是 路 敛 的 ， 不 妨 设 Xn(t0) 一 x (to0) (m 一 ceo) 。 以 这 种 方式 针对 每 个 4E7 有 唯一 的 实数 

%(1) 与 之 对 应 。 这 就 《点 态 地 ) 在 /上 定义 了 一 个 函数 x 。 下 面 证 明 xECra,p] 且 xX。 一 Xx。 
在 《6) 中 令 n->coo， 便 有 


max| Xn(t)— X(t)| Re (m>N) 
1 


因此 对 每 个 4E7， 有 
Xx»(t) — x(t)| <e (m>N) 


这 证 明了 (Xx。a(t)》 在 /上 一 致 收敛 到 x(t)， 由 于 每 个 Xx。 都 在 7 上 连续 ， 且 收敛 性 是 一 致 的 ， 
作为 微 积分 的 一 个 已 知 结果 (参考 习题 9 )， 其 极限 函数 x 在 /上 是 连续 的 。 因 此 *ECF5ac,D] 
且 也 在 xn 一 x 。 从 而 证 明了 C [Ca，6) 的 完备 性 。 

在 1.1-7 以 及 在 这 里 ， 我 们 都 假定 函数 x 是 实 值 的 ， 这 是 为 了 简单 起 见 。 我 们 把 这 个 空 
名 叫做 实 的 C 5c，20]。 类 似 地 ， 若 我 们 取 定 义 在 区 间 [a，6jCR 上 的 复 值 连续 函数 ， 便 得 
到 复 空间 Cro，p0] 。 这 个 空间 也 是 完备 的 ， 其 证 明 几 乎 与 前 面相 同 。 

此 外 ， 上 述 证 明 也 说 明 如 下 事实 。 

1.5-6 定 理 (一致 疏 敛 性 ) 在 空间 C5a,，62 中 收敛 性 xs。 一 >x 是 一 致 收 化 的 。 也 就 是 
(Yow) 在 [ac，5] 上 一 致 收敛 到 x 。 

因此 ，C [ac，p5] 上 的 度量 描述 了 [5c，0] 上 的 一 致 收敛 性 。 为 此 ， 有 时 把 它 叫 做 一 臻 

为 了 对 完备 性 和 有 关 的 概念 能 达到 更 好 的 理解 ， 让 我 们 最 后 再 研究 一 些 例子 。 

不 完备 的 度量 空间 的 例子 

1.5-7 空 间 @ 如 果 所 有 有 理 数 的 集合 ， 其 上 的 度量 就 是 通常 的 度量 da(x,y) = |x- 串 ， 
于 中 x，yE€Q。 并 且 把 QR 做 有 理 直 线 ，Q 是 不 完备 的 。 《如 何 证 明 ? ) 

1.5-8 多 项 式 ” 令 针 是 所 有 多 项 式 的 集合 ， 而 每 个 多 项 式 看 作 是 定义 在 某 有 限 闭 区 间 
/= [a,6】 上 的 t 的 消 数 。 在 尖 上 定义 度量 d 如 下 


d (x, Yy) = max [X(t)— y(t)| 
这 个 度量 空间 (了 ，od) 不 是 完备 的 。 事 实 上 ， 能 构造 一 个 多 项 式 序 列 ， 它 在 7 上 一 致 收 钱 


天 不 是 多 项 式 的 一 个 连续 函数 。 这 就 给 出 了 在 中 没有 极限 的 森 西 序列 。 
1.5-9 连 续 函 数 令 X 是 / =[0，1] 上 的 所 有 连续 实 值 浮 数 的 集合 ， 且 定义 


.， 
d (x, y) = Ix(t)— yt) dt 


这 一 度 晤 空间 (和 革 ，d》 是 不 完备 的 。 
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证 明 ， 在 图 9 中 的 函数 x。 构 成 一 个 柯 西 序列 ， 这 是 因为 d(x-，x。) 等 于 图 10 中 三 角形 
的 面积 ， 而 对 每 个 给 定 的 e 0 ， 只 要 m，n>>-“ ， 便 有 qd (x-，x.)<e。 下 面 来 证 明 这 个 柯 


西 序列 是 不 收敛 的 。 首 先 有 
|， fECL[0， 去 ] 
X=(1)= 


1 fC[a。，11 


其 中 oo = -+ 一 -， 因 此 。 对 每 个 EX 都 有 
. | 1 
| 一 一 -一 | md 
下 La | 
二 

1 | 1 | 
1/ 
| | } 
| | ! 
I 
; | | 
| /xm |! | 
| i | 
| 

0 1 Gm 1 0 1 1 
2 2 
了 一 ae 一 fr 


图 9 例 1.5-9 图 10 例 1.5-9 


d (xX», X) -| lx 人 tf) 一 Xi at 


1 /2 
=| lIx(t)| di +| Ixa(t)—x(t)| dt 
0 /2 / 


+ (1 — x(t) d+ 
”由 于 被 积 函数 是 非 负 的 ， 所 以 上 式 右 端的 每 个 积分 也 都 是 非 负 的 。 因 此 由 d(x。，*) 一 0 可 
”推出 每 个 积分 都 交 向 于 零 ， 而 又 由 于 x 是 连续 的 ， 便 得 出 

(1) fEK[C0， 去 )》 
x 二 


z 【1 fiCGE( 去 ， 1] 
”但 是 ， 对 于 连续 函数 这 是 不 可 能 的 。 所 以 〈x。) 是 不 收敛 的 。 也 就 是 说 ， 它 在 元 中 没有 极 
” 限 。 这 就 证 明了 对 是 不 完备 。 / 
p> | 题 
1. 令 a，4bER 且 c<% 证 明 开 区 间 (ce，28)》 是 R" 的 不 完备 子 空间 ， 而 闭 区 间 [o，b 是 


完备 的 。 
2. 今 和 是 所 有 +n 元 实 序 组 x = (El， 629 “6,) 的 空间 ， 在 其 上 定义 度量 为 
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d (x, y) = max k&,— 9 


其 中 y= (71)。 证 明 (4，ad) 是 完备 的 。 

3 . 令 MC1”" 是 所 有 有 限 非 零 序列 x = (名 )》 构成 的 子 空 间 。 在 财 当 找 出 一 个 柯 西 序列 它 在 
M 中 是 不 收 化 的 ， 所 以 M 是 不 完备 的 。 

4 .应 用 定理 1.4-7 来 证 明 习 题 3 中 的 MM 是 不 完备 的 。 

5 .仿生 是 所 有 整数 的 集合 ， 用 d (m,n) = jm 一 nl 在 其 上 定义 度量 d。 证 有 明 (XA,，d) 是 
完 省 的 度量 空间 。 

6 . 令 气 是 所 有 实数 的 集合 ， 如 果 我 们 用 


q(Xy)= larc tanx — arc tany| 


在 其 上 定义 度量 4， 则 (于 ，d》 是 不 完备 的 ， 试 证 明之 。 
7. 今 人 是 所 有 正 整 数 的 集合 ， 定 义 度量 为 gd (m,n) lIm-! 一 n~!|。 证 明 ( 反 ，d) 是 不 完 
省 的 。 
8.〈 空 间 Cra， it) 了 CCr5o，65] 是 所 有 满足 x(a) =%(6b) 的 YEC[5ao，p5] 构成 的 
了 于 空间， 说 明 了 是 完备 的 。 
9 .在 1.5-5 中 我 们 引用 了 微 积分 中 的 下 述 定理 : 若 [a，6b】 上 的 连续 水 数 序 列 (x。) 在 
[a，6】 上 收敛 ， 且 在 (co， 的 上 一 致 收敛 ， 则 极限 函数 x 在 [c，0 上 是 连续 的 。 请 证 明 
这 个 定理 。 
10. (离散 度量 ) ”证 明 离散 度量 空间 ( 见 1.1-8) 是 完备 的 。 
11. 《空间 s ) 证明 在 空间 s 中 〈 见 1.2-1》 ，x。 一 X%， 当 且 仅 当 对 所 有 7 = 1，2，…， 
有 Ej -5 其 中 X= (0))》，Y= (5 。 
12 .利用 习题 11， 证 明 1.2-1 中 的 序列 空间 s 是 完备 的 。 
13 .证 明 在 1.5~9 中 还 有 另 一 个 何 西 序列 
nn 0<t<n™” 
wt | -去 _， 
t n :tft 寺 1 
14 .证 明 习 题 13 中 的 柯 西 序列 〈x。》 是 不 收敛 的 。 
15. 令 于 是 只 有 有 限 个 非 零 项 的 实 序 列 x = (61) 的 集合 , 在 其 上 定义 度量 d(x,》)= 
5 |é1—nil, 其 中 y= (11)。 注意 这 是 一 个 有 限 和 陈 ， 其 项 数 与 %， yy 有关。 证 明 序 列 (x,。)， 
其 中 x,= (61° 7 ), 日. 
1 1< jn 
EC = | 
0 7 9 
是 一 个 柯 西 序列 ， 但 不 收敛。 


$1.6 度量 空间 的 完备 化 


我 们 知道 ， 有 理 直 线 Q 是 不 完备 的 〈 见 1.5-77 ， 但 是 能 够 扩充 为 完备 的 实 直线 R， 并 
量 Q 的 这 个 完备 化 R 使 得 Q 在 其 中 是 稠密 的 ( 见 1.3-5) 。 象 我 们 将 要 看 到 的 ， 饪 一 不 完备 的 
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量 空 四， 者 能 以 美 似 的 方式 完备 化 。 这 是 一 个 很 重要 的 结论 。 为 了 便于 精确 地 描述 ， 我们 
区 采用 两 个 相关 的 概念 。 当 然 ， 这 两 个 概念 还 有 其 它 的 各 种 应 用 。 

1.6-1 定 义 〈 等 距 映射 ， 等 距 空 间 ) 令 全 = (X，d) 和 宙 =(X，3) 是 两 个 度量 空 
闻 。 刚 

(a) 如 果 映 射 T”， 针 > 久 能 保持 耻 离 不 变 、 也 就 是 说 对 所 有 的 x*，yEX 都 有 


d(T x 7 y)=d(x, ») 


便 称 了 是 等 中 映射 ， 或 等 忠 ， 其 中 Tx，7T y 分 别 是 x*，y 的 象 。 

(b) 若 存在 一 个 从 到 站 上 的 等 距 对 射 0， 则 称 世 和 Y 是 等 距 的 。 空 间 世 和 六 也 称 为 等 
距 空 间 。 

因此 ， 在 等 距 空 间 之 间 ， 至 多 是 它们 的 元 素 的 特征 有 所 不 同 ， 但 从 度量 的 角度 来 看 ， 是 
没有 什么 区 别 的 。 而 在 抽象 的 研究 中 ， 点 的 特征 不 是 本 质 的 。 所 以 可 把 两 个 等 距 空 间 视 为 同 
一 个 空间 ， 或 同一 个 抽象 空间 的 两 个 拷贝 | 

现在 我 们 可 以 陈述 并 证 明 如 下 定理 ， 每 一 个 度量 空间 都 能 够 被 完备 化 。 在 这 个 定理 中 的 
空间 邓 又 叫做 给 定 空间 了 的 完备 化 。 

1.6-2 定 理 (完备 化 ) “对 度量 空间 X = (X，d) ， 一 定 存 在 一 个 完备 的 度量 空间 锡 = 
(党 ，d ) ,并 且 有 子 空间 CX 与 等 虐 且 在 六 中 称 密 。 如 果 对 等 距 空 间 不 加 区 分 的 话 ， 则 
空间 让 是 唯一 的 ， 也 就 是 说 ， 若 完备 空间 半 也 有 科 密 子 空间 所 入 等 蝶 ， 则 完 与 计 是 等 
的 。 

证 明 ; 这 个 定理 的 证 明明 然 有 点 长， 但 却 简单。 我 们 把 它 分 成 a) 至 (d) 四 个 步 对 

(a) 构造 是 = (不 。 dy 3 

(6) 构造 也 到 矿 上 的 等 距 上 映射 TT"， 其 中 矿 = 议 

(c) 证 明 改 是 完备 的 ; 

(d) 证 明 艺 是 唯一 的 ， 若 对 等 距 不 加 区 别 的 话 。 粗 略 地 讲 ， 我 们 的 任务 是 对 式 中 的 不 收 
敛 的 柯 西 序列 ,给 它 设计 一 个 合适 的 极限 。 然 而 ， 我 们 不 想 引 入 “ 太 多 ”的 极限 ,而 是 考虑 某 
些 《 可 望 收敛 到 同一 极限 ”的 序列 ， 由 于 这 些 序列 的 项 最 终 会 变 得 相互 任意 接近 。 这 一 直观 
的 思想 在 数学 上 能 够 用 适当 的 等 价 关 系 来 表达 。 ( 见 后 面 的 1)》 这 样 做 不 是 主观 腾 想 的 ， 
而 是 受到 本 节 开 头 介 绍 的 有 理 数 集 Q 的 完备 化 过 程 的 启发 才 提 出 的 。 详 细 的 证 明 如 下 : 

(a) 构造 六 = (和 总，2) 。 令 C(x) 和 (x.') 是 万 中 的 柯 西 序列 ， 如 果 满 足 


1imad(xx)= 0 (C1) 


则 称 〈x,) 与 〈(x,/) 是 等 价 的 @， 并 记 为 〈x.) 一 〈x。 ) 。 在 所 中 互相 等 价 的 柯 西 序列 看 
作 一 个 等 价 类 ， 而 所 有 等 价 类 2， gj，… 的 集合 记 作 和 总。 所 谓 (x,) E2 是 指 《x.) 为 2 中 
的 一 员 (或 等 价 类 4 的 一 个 代表 ) 。 我 们 置 


@ 对 射 是 一 对 一 且 到 上 的 。 有 关 映 射 的 基本 概念 的 复习 ， 请 看 附录 1 中 的 Al1.2。 注 意 ， 等 距 上 映射 总 是 一 个 
加 等 价 性 概念 的 复习 ， 多 附录 1 中 Al.4。 


* 26 。 


Gj, 9 )=1limd(xe, ys) (2) 


i 于! 和 《Xr) E28 ， (yw) E89 。 现 证 这 个 极限 是 存在 的 。 首 先 有 

d (Xs Ys) A(X Xm) Ft d(xXns Yn) +d (yn ys) 
刁 此 可 得 到 

d (xs; Yn) — dd (Xn ys)sd (Xa Kn) +d yn: ys) 
所 mm 和 nn 的 位 置 变 换 ， 可 得 到 一 个 类 似 的 不 等 式 ， 合 在 一 起 便 有 

Id (x ya) —d (Xa Va)! Ed (Xs Xm) + dy Yr) (3) 
由 于 〈x,) 和 (ys*) 是 柯 西 序 列 ， 所 以 不 等 式 右 端 可 取 任 意 小 。 因 为 R 是 完备 的 ， 所 以 推 
册 了 (2)》 中 的 极限 存在 。 

我 门 还 必须 证 明 《2 ) ,中 的 极 趴 与 等 价 类 中 的 代表 的 选择 无 关 。 事 实 上 ， 窑 (x%.) 一 

(Xa) (Cy) 一 (ys 》， 则 由 (1)》。 当 n 一 co 时 有 


Id (x,, Yas) — d(x , y»”)| <d (x,, Xn ) +d(y., Ys)-—>0 
这 如 推出 断言 
lim d (x,, ys) = lim d (Xu ys’) 


| 下 避 


“在 证 《2 》 中 的 下 是 售 上 的 一 个 度量 。 显 然 ，d 满足 $1.1 中 (M1) 及 d(x,x)= 0 和 
CM 3) © 此 外 ， 


ls)=0 人 全 (xJ 一 (yo 信和 =y 
出 了 (M2) ， 而 关于 4 的 (CM4) ， 对 下 陈 
d (Xx,, ys) Sd (Xs, Zn) + d (2z,, ys) 


取 n rece 时 的 极限 便 可 推出 。 
(9) 构造 人 天 -> 奈 过 入。 针对 每 一 个 6E 生 ， 我 们 都 有 一 个 等 价 类 bE 万 包 
令 党 数 癌 西 序列 (5，5，…，) 。 这 就 定义 了 一 个 从 直到 矿 上 的 上 映射， 其 中 于 空间 扩 = 


太 () 志 仿 。 瞻 射 卫 是 由 8 rr 6 = T6b 给 出 的 ， 其 中 (6,6 …) € 6 。 由 于 (2 〉 简 化 为 
(b,c)=d(0,c) 


天 以 订 捍 出 二 是 等 距 映 射 。 这 里 “是 《〈y,) 所 在 的 等 价 类 ， 而 对 所 有 的 虽 六 = c。 任 一 等 
中 喘 射 是 一 个 内 射 ， 并 且 全 ， 大 -> 矿 是 一 个 满 射 ， 因 为 了 ( 民 ) = 丈 ， 因 此 矿 和 所 是 等 距 的 ! 
岂 定 义 1.6-1(D)。 

我 们 看 证 明太 在 他 中 稠密 。 考 虑 任 一 2 € 站， 令 〈x。) E2 。 对 每 个 e> 0 都 存在 NN 使 得 


d (Xn, XN) < (n>N) 


他 (CN XN “+ ) C2Ns Wis EW 所 (2) 3 有 
ee 27 。 


( 念 ， tn) 一 lind (x。， XN) < < 


这 就 证 明了 任意 企 G 饼 的 每 个 -名 域 部 含有 太 的 一 个 元 素 。 因此 玉 在 入 中 稠密 。 
(c) 区 的 完备 性 。 令 “〈x,) 是 允 中 的 任 一 柯 西 序列 。 由 于 丈 在 江 中 稠密 ， 故 对 每 个 x。 ， 
神 存 在 一 个 z ,和 太 使 得 
d (2 0) < (C4) 
因此 据 三 角 不 等 式 ， 有 
z(22)<d(2 人 。) +d (人 人。) 十 过 (个 ,名 ,) 
<_i + d (sn) $s) + 
Pe nn 
因为 《2&。) 是 柯 西 序列 ， 所 以 只 要 取 趾 够 大 的 由 和 四 不 等 式 右 端 就 可 小 于 任 意 给 定 的 > 
0 。 因此 (2。) 是 柯 西 序列 。 由于: 《7 : 失 一 矿 是 等 距 的 ， 又 EEC 矿 ， 令 z2。= 7 12。 则 序列 


(zn) 是 了 中 的 祝 西 序列 。 令 2 € 六 是 (zs) 所 属于 的 等 价 类 ， 则 可 证 明 2 是 〈2。) 的 极限 。 据 
《4) 有 


dd (2.2 < d 022。) + (G2) < 二 d (2., $2) (5) 
由 于 (2) E38 ( 见 前 面 所 令 ) 且 2.E1W， 故 有 (2z,，zo，2z，…)E2: 不 等 式 (5) 变 成 为 
d (2 $) <— + limd (2,, 2.) 
只 要 足够 大 ， 上 式 右 端 就 可 小 于 任意 给 定 的 2: 沁 > 0 。 因 此 ， 系 中 的 任 一 柯 西 序 列 (4,) 都 有 
极限 2E 充 ， 从 而 说 明 廊 是 完备 的 。 
(d) 在 等 距 空间 不 加 区 分 的 前 提 下 ， 证 明 鲍 的 唯一 性 。 若 ( 久 ，&) 是 另 一 个 完 备 的 度 


量 空间 是 有 稠密 子 空间 全 与 允 等 距 ， 则 对 任意 #，#E 入 有 〈z.) ，《〈 纪 ) ， 它 们 是 伊 中 的 
序列 是 z,->% 和 了 .一 痕 因 此 有 


a (元 ， y) = limd (到 ) We 
* 这 从 不 澄 式 T 
: az, 9) 一 ds Yo)) CAF, Fe) + Bed 
d (jj, js)—>0 ooo 


可 以 推出 。 《这 个 不 等 式 和 (8) 类似 ) 由 于 证 是 了 

和 了 矿 己 入 等 距 的 ， 且 作 = 名 ， 故 宇和 龟 上 的 距离 必 ~ 
定 是 相同 的 。 因 此 六 和 京 是 等 距 的 。 

在 后 面 两 章 〈 特 别 是 在 2.3-2，3 .1-5 及 3 .2-3) 

中 ， 我 们 将 看 到 这 个 定理 对 个 别 的 以 及 全 部 的 不 完 图 11 定理 1.6-2 证 明 中 的 (0 ) 的 春 示 
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备 空间 ， 峙 有 极为 基本 的 应 用 。 


必 是 

1. 证 有 明 ， 右 了 是 度量 空间 中 有 限 多 个 点 组 成 的 于 空间 ， 则 了 是 完备 的 。 

2 . 度 最 空间 ( 久 ，d) 的 完备 化 是 什么 ? 这 里 的 半 是 所 有 有 理 数 集 ，d(x,y)= jx-Jy。 

3 .离散 度量 空间 么 的 完备 化 是 什么 ? ( 见 1.1-8) 

4. 藻 证 ! 和 ,是 等 距 的 ， 且 革 : 是 完备 的 ， 证 明 具 :也 是 完备 的 。 

5.《 同 胚 》 如 果 上 映射，X> 了 是 连续 对 射 且 其 逆 也 是 连续 的 ， 则 称 了 是 一 个 同 且 。 这 
时 度量 空间 和 和 了 也 叫做 是 同 胚 的 。(c)》 证 明 ， 千 失 和 了 是 等 距 的 ， 则 它们 是 同 胚 的 。 (20) 
举例 说 明 ， 一 个 完备 的 度量 空间 可 以 与 一 个 不 完备 的 度量 空间 同 且 。 

6 .证 明 Cr0，1] 和 C [5c， 的 是 等 距 的 。 

7. 知 《 兴 ，d) 是 完备 的 ， 令 & =d/(L+ad) ， 证 明 (和 ，d) 是 完备 的 。 

8 .正明 ， 在 习题 7 中 ， ( 革 ，2) 的 完备 性 组 含 着 〈《 计 ，d) 的 完备 性 。 

9 .车 《这 ，d》 中 的 《x.) 和 《x%x.') 满足 


limd (x,; Xa) 一 0 


上 且 x,->1， 证 明 x) 收敛， 且 以 为 极限 。 
10 洛 《〈，d) 中 的 (x) 和 《x.’》 都 收敛 ， 且 有 相同 的 极限 !， 证 明 一 定 有 
limd (xy Xs ) = 0 : : 
11. 证 明 ，limd (x.，x。) 在 和 的 元 素 的 所 有 柯 西 序列 的 集合 上 ,定义 了 一 个 等 价 关系 。 
12. 半 (x.》 是 《( 针 ，d) 中 的 一 个 柯 西 序列 ， 而 半 中 的 序列 (Xx 人) 满足 limd (x,， xs) 
- 0， 证 明 〈x.' 》 也 是 天 中 的 柯 西 序列 。 
13_ 〈 伪 度量 ) 所 谓 集合 天 上 的 一 个 有 限 伪 度量 ， 是 指 满足 8$ 1.1 中 的 (M1》，(M3)， 


(AM4) 和 
CM2™) d(x, %*)=0 


的 函数 d，XX XX>R。 试 问 ， 度 时 与 伪 度 量 之 间 的 差别 是 什么 ? 证 明 d(x,y)= 1 一 71 
左 所 有 实数 序 偶 的 集合 上 定义 了 一 个 伪 度 量 ， 其 中 x = (51,s2)， y= (71;72) 。 《了 顺便 指 
避 ， 有 些 作者 用 半 度 量 来 代替 伪 度 量 。/) 
14 浴 卫 是 (i) [a，6】 上 的 所 有 实 值 连续 函数 的 集合 ，(11) Lo， b】 上 的 所 有 实 值 黎 
受 可 积 胃 数 的 集合 ， 问 
dx,y) =). x(t)— y(t) ldt 
在 六 上 定义 了 度量 ， 还 是 伪 度 量 。 
15. 若 〈X，d) 是 一 个 伪 度 量 空间 ， 我 们 把 
B(xosr) = {xEX ld(x,%0) ri (r>0) 
记 做 入 中 的 一 个 以 xX, 为 中 心 ， 7 为 半径 的 开 球 。《 注 意 ， 这 和 1.3-1 类 似 )》 试问 ， 习 题 13 中 
的 半径 为 1 的 开 球 是 什么 ? 
。29 。 


第 二 章 ” 赋 范 空间 ， 巴 拿 赫 空间 


当 我 们 取 矢 量 空间 作 基 集 ， 并 用 范 数 在 其 上 定义 度量 时 ， 便 得 到 最 重要 和 特别 有 用 的 度 
量 空间 。 这 种 空间 叫做 赋 范 空间 。 若 贼 范 空间 是 完备 的 度量 空间 ， 则 又 叫做 巴 拿 赫 空间 。 赋 
范 空 :有 的 理论 ， 特别 是 巴 拿 攻 空间 的 理论 ， 以 及 定义 在 这 些 空 间 上 的 线性 算 子 的 理论 ， 是 泛 
项 分 析 中 研究 的 最 为 完善 的 理论 。 本 章 就 是 专门 研究 这 些 理论 的 基本 思想 。 


本 章 内 容 概要 


斌 范 空 间 (参见 2 .2-1》 是 一 个 在 其 上 用 汽 数 定义 了 度量 的 和 天 量 空间 (参见 2.1-1》。 而 
范 数 推广 了 平面 中 或 三 维 空间 忠 同 量 的 长 度 。 巴 拿 灰 空间 ( 见 2.2-1》 是 一 个 完 备 的 赋 范 空 
闻 。 任 何 一 个 赋 范 空间 都 可 完备 化 而 成 为 一 个 巴 拿 赫 空间 ( 见 2.3-2〉。 在 赋 范 空间 中 ,我 
们 还 能 够 定义 和 使 用 无 穷 级 数 《 见 $2.3) 。 

从 赋 范 空间 XX 到 赋 范 空间 了 的 映射 叫做 算 子 。 从 了 革 到 标量 域 R 或 C 的 映射 叫做 泛 函 。 其 
中 特别 重要 的 是 所 谓 有 界线 性 算 子 〈 见 2.7-1)》 和 有 界线 性 泛 果 〈 克 2.8-2) ， 这 是 因为 它们 
是 连 绥 的 ， 并 且 便 于 采用 矢量 空间 的 结构 。 事 实 上， 定理 2.7-9 表明 ; 线性 算 子 当 且 仅 当 为 
有 界 时 ， 才 是 连续 的 。 这 是 一 个 基本 结果 。 和 矢量 空 间 在 这 里 之 所 以 重要 ， 主 要 是 因为 只 有 在 
它们 上 面 才 能 定义 线性 算 子 和 线性 泛 函 。 

一 个 根本 的 事实 是 ， 从 给 定 的 赋 范 空间 六 到 给 定 的 赋 范 空间 了 的 所 有 有 界线 性 算 子 的 集 
合 ， 可 以 被 造成 为 一 个 赋 范 空间 ( 见 2.10-1) 、 并 用 B( 革 ， 了 了 ) 来 表 记 它 。 类 似 地 ，X 上 
的 所 有 有 界线 性 泛 沪 的 集合 也 能 作成 一 赋 范 空间 ， 则 做 广 的 对 偶 空 | 加， 记 为 六 和 ( 见 2.10- 
3)。 z 

在 分 析 当 中 ， 无 穷 维 赋 范 空间 比 有 限 维 空间 更 重要 。 司 着 要 向 单 些 〈 风 》2.4，2.5) ， 
且 其 上 的 线性 算 子 可 用 矩阵 表示 ( 见 见 §2.9) 。 


记 法 说 明 
我 们 用 和 ， 表 示 空 : 间 ， 用 大 写字 母 《最 好 是 了 》 表 示 算 于 ， 用 了 x 表示 x 在 了 之 下 的 


象 (不 带 括 号 ) 、 用 小 写字 母 (最 好 是 人) 表示 泛 冰 ,而 f 在 x 的 值 用 1 (x) ( 带 有 括号 》 
表示。 这 是 广泛 使 用 的 记 法 。 


§ 2.1 矢量 空间 


”在 数学 的 很 多 分 支 及 其 应 用 中 ， 矢 量 空间 ,都 起 着 重要 的 作用 。 事 实 上 ， 在 各 种 实际 的 
“或 理论 的 问题 中 ， 要 研究 的 集合 蕊 ， 其 元 素 可 以 是 通常 三 维 空间 中 的 矢量 ， 或 者 是 数列 和 函 
” 数 , 并 且 这 些 元 素 能 以 天 然 的 方式 相 加 和 与 数 相 葬 , 运算 结果 仍 是 立 的 元 素 。 这 些 具体 的 情况 
“ 便 促使 我 们 提出 如 下 所 定义 的 矢量 空间 的 概念 。 这 个 定义 要 涉及 到 一 个 一 般 的 域 K 。 但 在 泛 
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一 - 四 
pe 


丽 分 析 中 ，K 应 是 R 或 C。K 的 元 素 叫 做 标量 ， 因 此 ， 在 本 书后 它们 将 是 实数 或 复数 。 

7 1-1 定 义 〈 和 矢量 空间 ) 所 谓 域 KK 上 的 一 个 天 量 空 间 (或 线性 空间 〉》 是 指 一 个 非 空 案 
合 和 ， 目 其 元 素 xY，y，，… ( 称 为 矢量 ) 关于 4 和 定义 了 两 种 代数 运算 。 这 两 碎 运 臣 分 别 
直 做 秋 量 的 加 法 和 矢量 与 标量 《〈 即 中 的 元 素 ) 的 薪 靶 。 

矢量 的 加 法 是 ， 对 于 式 中 的 每 一 对 天 量 (XY，y7y) ， 与 其 相 联 系 的 一 个 夫 量 x 二， 从 
xx 与 y 之 利 。 按 这 种 方式 它 还 具有 下 述 性 质 了 出， 天 量 加 读 是 可 区 换 的 和 可 结合 的 ， 中 对 和 革 有 法 
部 有 : 


X+y= yi+x 
wy 
此 外 ， 存 在 堆 矢 量 0 EX ， 并 对 每 个 矢量 x， 存 在 有 一 xX*， 使 得 对 一 切 天 量 有 
xX+0=% 
xX+(—X)=0 
矢量 与 标量 的 乘法 是 ， 对 于 每 个 天 量 x 和 每 个 标量 w， 与 其 相 获 系 的 一 个 天 量 ax (也 写 
着 xa) ， 胃 做 ac 与 Y 之 积 。 按 这 种 方式 对 一 切 x，y 和 标量 Cc，， 其 有 
a(Bx)= (aB)x 


lxX=%X 

和 有 [ 分 瑟 律 
a(xX+ yy)=ax+ay 
(a + pb)xX=ax+py 


从 这 个 定义 我 们 看 到 ， 矢 量 加 法 是 从 站 x 半 到 站 的 一 个 映射 ， 而 矢量 与 标量 的 业 法 是 从 
K x 针 到 六 的 一 个 有 鼎 射 。 / 

K 吊 做 矢量 空间 XX 的 标量 域 或 系数 域 。 并 且 在 K =R 实数 域 》 时， 把 X 串 做 实 天 量 空 
I， 而 在 KK = C (复数 域 @) 时 ， 把 和 站 叫做 复 天 量 空 间 。 

-一般 情况 下 ， 零 矢量 与 标量 霉 都 使 用 一 个 记号 0 不 致 于 5 起 混乱 。 藻 为 更 清楚 起 见 。， 我 
们 可 用 8 表示 零 天 量 。 

读者 可 以 证 明 ， 对 所 有 的 矢量 和 标量 ， 有 


Ox=0 (lila) 

a0=0 | (16) 
| / 

(—1)X%=—% (2) 


例 子 
2.1-2 空间 R 这 个 空间 为 曾 在 1 .1-5 中 定义 的 欧 几 里 德 空 间 。 它 的 基 案 是 所 有 形 如 
有 热 亚 属 的 概念 的 读者 会 注意 到 ， 我们 可 把 矢量 加 法 的 性 质 总 结 为 ，X 是 一 个 阿 贝 尔 加 法 群 
司 “ 记 住 ，R 和 C 又 分 别 叫做 实 直 线 和 复 平面 ( 见 1.!-2，1.1-5) ， 但 在 这 里 不 会 引起 涡 乱 ， 故 不 再 要 租用 水 
的 衬 生 ， 
as S31 。 


X= (£1, ¢,, ey Sn) 3 Y= (ni1s 1 », ‘07]n) HR 4 元 实 序 组 构成 的 集合 。 我 们 着 到 ， 它 是 
按 通 常 的 方式 定义 了 两 种 代数 运算 : 

xXty= (S11+n1s 5 十 112， "eg és + 716) 

aX= (Qaé1s Ad *"*, Q5。) (Ca€ER) 


它 是 一 个 灾 大 量 空 间 。 下 面 的 例子 与 上 面 在 本 质 上 是 类 似 的 ， 因 为 其 中 每 一 种 做 法 都 和 前 面 
一 样 。 

2.1-3 空间 C” 这 个 空间 曾 在 1.1-5 中 定义 ， 它 是 所 有 形 如 x = (61，Es， 2》， 
Y= (ni1, tj29 "Ss nn) 的 元 复 序 组 入 成 的 集合 ， 代数 运算 的 定 义 与 上 面 一 样 ， 只 是 其 中 
aEC, 它 是 一 个 复 天 量 空 间 。 

2.1-4 空间 Cra，b] 这 个 空间 曾 在 1.1-7 中 定义 。 这 个 空间 的 每 一 个 点 都 是 Cac，0] 
十 的 一 个 注 弱 实 值 次 数 。j 折 以 这 种 孙 数 的 集合 按 通 当 的 方式 定义 代数 运算 

(XxX+y)(t)=x(t)+ y(t) 
(ax)(t)=ax(t) (a€ER) 


后 ， 便 形成 一 个 实 矢量 空间 。 事 实 上 ， 当 x，y 是 [a，6) 上 的 连续 实 值 函 数 且 a 是 实数 时 ， 
x +y 与 qx 也 是 [a，6b】 上 的 连续 实 值 函数 。 z 

男 外 一 些 重要 的 孙 数 型 的 矢量 空间 是 (a》 曾 在 1.2-2 中 定义 的 矢量 空间 B(A4)， (45) 
定义 在 R 上 的 所 有 可 微 函 数 构成 的 矢量 空间 ，(c) 定义 在 〔c，5] 上 是 按照 某 种 意义 是 可 积 
的 所 有 实 值 肖 数 所 构成 的 矢量 空间 。 

2.1-5 空间 l: 这 个 空间 曾 在 1.2-3 中 引入 。 象 通常 对 序列 的 研究 一 样 ， 定义 代数 运算 


(S19 S29 “°°)+ (1s ?729 *") = (51 nis Sz 十 7712 ***) 
Qa (és S29 * "站 ) = (a61s Qs» “e.) 


后 ， 它 便 是 一 个 矢量 空间 。 事 实 上 ， 由 于 x = (4)E1?，y= (m1)E1*， 只 要 用 8 1.2 中 的 阅 可 
失 斯 基 不 等 式 (12) 便 可 推出 zx + y€1?。 同 样 可 证 ax€1l?。 / 
”其它 的 序列 型 的 天 量 空间 有 在 1 1-6 中 定义 的 1* 和 1.2-3 中 的 1 ， 其 中 1<p 过 + oo， 以 
及 1.2-1 中 的 s。 
”多量 空间 下 的 子 空 间 是 指 满 足下 述 条 件 的 一 个 非 空子 集 了 上 了， 对 所 有 的 y:，JyzEY 及 所 
有 的 标量 a， 6b， 部 有 QQy1+ py.€1Y。 因此 了 本身 也 是 一 个 天 量 空间 ， 且 其 上 的 两 种 代数 运 
算是 从 么 诱导 出 来 的 。 
”并 的 一 个 特殊 子 空间 是 非 真子 空间 了 = 头 ， 针 ( 专 {0}) 的 其 余子 空间 都 叫做 真子 空 
间 。 

下 是 空间 的 男 一 个 特 冻 的 子 全 大 = {0}。 : 


XiIX1 QoX,+ see 十 Ona 


其 中 系数 al，cwa，…， an 是 任意 的 标量 。 
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对 于 任 一 非 空子 集 MCX，M 中 的 矢量 的 所 有 线性 组 合 构成 的 梨 合 , 叫 做 扩 的 张 成 
(span》〉， 记 作 


spanM 


二 然 ，spanMM 是 X 的 一 个 子 至 间 了 了 ， 我 们 又 说 了 是 由 M 张 成 或 生 成 的 。 

现在 我 们 引进 两 个 重要 的 相互 关联 的 概念 ， 它 们 在 后 面 要 反复 地 用 到 。 

2.1-6 定义 《线性 无 关 ， 线 性 相关 ) 在 天 量 空间 天 中 给 定 一 组 矢量 M = {1x Ye， 
XxX,} (+r 之 1 ) ， 是 线性 无 关 还 是 线性 相关 由 方程 


QI1X1 + OX, 十 十 QrXr= 0 (8383) 


来 俏 定 的 ， 其 中 41，&;，*…，Qa., 是 标量 。 显 然 ， 方 程 (8 ) 在 a1=a,=…=a,= 0 是 成 立 
的 。 洁 (383) 仪 仪 对 4&1 = Qs:="…=Q.,= 0 成 了 ， 则 便 说 导 是 线性 无 关 的 。 反 之 ， 若 1 不 是 
浅 性 无 天 ， 邮 对 不 全 为 零 的 一 组 标量 41，4，，*…，Q.(8) 也 成 立 ， 即 称 寻 是 线性 相关 的 。 

对 针 的 任 一 子 案 MM 来 说 ， 如 果 M 的 每 一 个 非 室 有 限 子 集 都 是 线性 无 关 的 ， 则 称 训 是 线 社 
无 关 的 。 反 之 ， 著 以 不 是 线性 无 关 的 ， 便 称 为 是 线性 相关 的 。 

这 个 术语 的 产生 是 由 下 述 事实 引起 的 ， 寿 = {x1，x;，*…，%,} 是 线性 相关 的 ， 则 六 
至 少 有 一 个 矢量 能 写成 其 余 矢 量 的 线性 组 合 。 例 如 ， 若 (3) 成立 且 ac; 送 0， 则 M 是 性 线 
相关 的 ， 并 且 可 以 从 《8 ) 大 于 x : 解 出 / 


Xr= Pixi+ +h.-1X,-1s := Qj/a, 


我 们 可 以 用 线性 相关 和 线性 无 关 的 概念 来 定义 矢量 空间 的 维 数 。 

2 1-7 定义 《有限 维和 无 穷 维 的 矢量 空间 ) ”对 矢量 空间 让 来 说 ， 如 果 存 在 一 个 正 整 
数 n， 使 得 关 包 含 4 个 线性 无 关 的 天 量 ， 而 且 革 中 任意 n+ 1 个 或 多 于 n+ 1 个 的 天 量 都 是 线 
性 相关 的 ， 则 称 蕊 是 有 限 维 的 ，” 就 叫做 的 维 数 ， 记 作 n= dimX。 由 定义 知 和 ={t0 上 是 
有 限 维 的 ， 且 dim 和 兴 = 0 。 若 卫 不 是 有 限 维 的 ， 便 叫做 无 穷 维 的 。 i 

在 分 析 中 ， 无 穷 维 的 矢量 空 疗 比 有 限 维 空间 更 有 意义 。 例 如 C [a， b) 和 .!? 都 是 无 穷 维 
的 ， 而 R"，C "都 是 2 维 的 。 

车 dimX =2， 则 和 的 任意 和 个 线性 无 关 的 矢量 都 叫做 二 的 一 个 基 。 生 《elyez，es } 
是 了 的 一 个 基 ， 则 每 一 个 XE 作为 E19 ez2，…， en 的 线性 组 合 ， 其 表达 式 是 唯一 的 ， 如 


. 


X=a1e1t+ Qes tT" TOs 


是 唯一 的 。 


ei = (1i, 0， 0, ***, 0) 


¢, = (0, 1 ， 0, 多 0 ) 


eu=(0，0，0，”……， 1) 


吉 时 又 把 这 组 矢量 叫做 R' 的 标准 基 。 


更 一 般 地 说 ， 任 一 天 量 空间 ， 不 必 是 有 限 维 的 。 若 8 是 闭 的 个 一 线性 无 关子 集 芋 
spanB = 针 ， 则 你 8 是 半 的 一 个 基 [或 哈 梅 尔 (Hamer) 基 2] 。 因 此 ， 若 是 计 的 一 个 基 ， 则 
一 个 自信 的 xEX 作为 8 中 (有限 多 个 ! 〉 元 素 以 非 零 标量 作为 组 合 系 数 的 线性 组 合 ， 有 
唯一 的 起 达 式 。 
得 ~- 个 矢量 空间 X 关 10 } 都 有 一 个 基 。 
在 有 级 维 的 情况 下 ， 这 个 结论 是 显然 的 。 对 任 章 无 穷 维 的 天 量 空间 ， 存 在 性 的 证 明 将 要 
用 到 佐 胃 《2 orz) 引 理 。 这 个 引 理 涉及 到 另外 一 些 概念 ， 而 要 国明 这 些 概念 需 花 费时 间 。 
由 于 用 用 我 们 有 更 重要 的 事情 要 做 ， 所 几 不 打算 在 这 上 面 驳 摘 ， 而 把 存在 狂 的 证 明 放 在 
4.13。 在 那 旺 出 于 另外 的 目的 ， 必 须 引 进 佐 恩 引 理 。 
还 莫 指 出 ， 对 于 苑 定 的 天 量 平 间 和 《有限 维 或 无 穷 维 ) ， 它 的 所 有 基 都 有 相同 的 基数 
《这 个 证 明 要 求 有 一 点 较为 高 深 的 的 集合 论 的 工具 ， 可 参阅 M 。M 。Day(1973)，P .3.)。 
这 个 基数 又 叫做 和 的 维 数 。 注 意 ， 这 一 结果 包含 并 推广 了 定义 2 .1-7。 
语 面 我 们 将 需 安 下 述 人 向 和 捍 定 理 ; 
2.1-8 定理 ( 子 空间 的 维 数 ) ” 设 X 是 一 个 n 维和 拓 量 空间 ， 则 了 的 任 一 真子 空间 了 的 
维 数 都 小 于 nn。 
证 明 ， 宪 n= 0， 则 XX = {0}， 所 以 它 没 有 真子 空间 。 若 dim 了 = 0。 则 XYHY= 
{ 0 }， 这 就 意味 着 dim 久 之 1 ,显然 dim 了 < 之 dim 义 =n。 若是 dimY =n, 则 了 有 一 基 包 念 n 个 
天 量 ， 而 由 于 dimA =n， 故 这 个 基 也 是 诗 的 一 个 基 ， 故 症 = 二。 这 就 证 明了 了 中 的 任 一 线 
性 无 关 组 所 含 元 素 的 个 数 必 少 于 p， 从 而 dim 和 < 。 
习 是 
1. 让 明 ， 所 有 实数 的 集合 ， 按 通常 的 加 靶 和 乘法 ， 构 成 一 个 一 维 的 实 矢 量 空间 。 而 所 有 
复数 的 集合 构成 一 个 一 维 的 复 矢 量 空间 。 
2 .证 朋 式 (1) 和 (2) 。 
3 .描述 出 在 Rs 中 由 1M = {(1，1，1，)，(0，0，2)} 张 成 的 子 空间 。 
4. 判 定 下 述 Rs 的 子 集 中 的 哪些 构成 Rs 中 的 子 空间 (这 里 xX = (上 。，< 上 ss)) 。 
(a) 所 有 具有 # = 654 上 且 £s = 0 的 x; 
(b) 所 有 具有 5 = 5。+1 的 x， 
(c) 所 有 其 有 正 的 51， 52 6s 的 Xs 
(d) 所 有 具有 é&1 ~ 5 + 5&3 = K = constHx, 
5 .证 明 ，{x1，xs，…，Xi， 其 中 xi = ti 是 空间 C Ca，6] 中 的 线性 无 关 组 。 
6 .正明 : 在 维 色 量 空 间 瑟 中 ， 任 一 x 作 为 给 定 基 矢量 el。，ex*，…，e. 的 线性 组 合 、 其 
表达 式 是 唯一 的 。 
7. 今 {el1，es;，*"…，es} 是 复 矢量 空间 XX 的 一 个 基 。 把 久 看 作为 实 矢 量 空间 ， 求 它 的 一 
个 基 。 并 问 对 应 于 这 两 种 情况 ， 它 们 的 维 数 各 是 多 少 ? 
”8, 告 M 是 复 矢 量 空间 了 中 的 一 一 个 线性 相关 集 。 当 把 XX 看 作为 实 矢量 空间 时 ， 以 还 是 线性 


相关 吗 ? 
9 .在 给 定 的 区 闻 5a, 6b) CR 上 ， 闪 虑 所 有 次 数 不 超 过 《给 定 的 ) .的 实 系数 多 项 式 及 
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多 顶 式 x = 0 (在 通常 的 讨论 中 ， 对 它 没有 规定 次 数 ) 的 集合 4 。 证 明 ， 按 照 通 芝 的 多 项 式 
的 加 法 和 多 项 式 与 实数 的 冬 法 ， 它 是 一 个 n+ 工 维 的 实 矢 量 空间 。 求 苞 的 一 个 基 。 证 明 ， 车 
站 可 以 pa ne 室 | 且 证 。|[ 日 六 是 主 的 一 个 子 空间 吗 ? 
行 和 和 2Z 是 天 量 空 间 4 的 子 空 间 。 证 明 ， 了 有 和 寺 是 X 的 子 空 间 ， 而 了 UZ 刚 不 一 定 

下， 给 出 一 个 中 了 

11. 若 内 拓 和 是 矢量 空间 天 的 任 一 子 集 ， 证 明 spazM 是 和 的 一 个 子 空间 。 

12 .证 明 : 所 有 二 阶 实 方 阵 的 集合 构成 一 个 矢量 空间 X 。 问 和 的 零 天 量 为 何 ? 确 定 dimX ， 
求 出 的 一 个 基 。 给 出 义 的 子 空间 的 例子 。 半 中 的 所 有 对 称 阵 构 成 一 个 子 空间 吗 ? 背 异 和 插 阵 
上 时 储 合 呢 ? 

13.( 积 ) 证 明 : 同一 个 域 上 的 两 个 矢量 空间 XX :和 :的 符 卡 尔 积 = 计 ， x 让 ,，， 按 下 述 
方式 定义 代数 运算 : 


(X13K2) + (V1 V2) = (XI1+ Yi1s Xs ys) 


QAO(XIs X= (OX ,AX,) 


几 它 成 为 一 个 和 拓 量 空间 。 
14. 〈 商 空间 ， 余 维 ) 令 了 是 矢量 空间 X 的 一 个 子 空间 。 元 素 xE 关于 了 的 至 集 。 记 
为 YX 十 了， 定义 为 〈 见 图 12) ， 


x+Y={vlv=x+y,yEY} 

开明 :， 不同 的 陪 储 形成 蕊 的 一 个 划分 。 证 明 : 在 定义 代数 运算 〈 见 图 13，14) 
(wi Y)+t(xX+ 了 )=(Ww+X) 二 天 
a(x+Y)=ax+Y 


之 下 ， 这 些 陪 集成 为 一 个 矢量 空间 的 元 素 。 这 个 空间 叫做 蕊 由 工作 成 (或 Modulo 了 7) 的 次 
室 间 《有 时 也 叫 因 子 空间 ) ， 记 作 好 /和 了。 其 维 数 叫 做 了 的 余 维 ， 并 记 作 codim 了 ， 也 就 是 


2(x+Y)=2x+Y 


(w+Y)+(x+Y) = (wrxX)+Y 


X 十 了 


w+yY 


加 12 习题 14 中 记号 x+y 的 说 明 。 图 13 习题 14 中 商 空 间 的 矢量 加 法 说 明 。 图 14 商 空间 中 矢量 与 标量 本 法 的 说 胃 
| : 四 (见习 题 14) 
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codimY = dim(X/Y) 
15. 令 六 =Rs:, V =1{(é1, 0, 0) ES1ER}, 求 和 /了 ， xX/X, XA/{0}。 


$2.2 赋 范 空间 ， 书 拿 替 空 间 


二 节 的 例子 说 明 ， 在 很 多 情况 之 下 因为 矢量 空间 X 上 定义 了 度量 qd， 所 以 也 同时 是 一 
个 度量 空间 。 然 而 ， 如 果 藉 的 代数 结构 与 度量 没有 什么 关系 的 话 ， 则 我 们 就 不 能 指望 把 代数 
的 概念 和 度量 的 概念 结合 在 一 起 ， 而 得 到 有 用 的 适当 理论 。 为 了 保证 和 的 代数 狂 质 与 几何 和 性 
质 能 有 如 北 的 关系 ， 我 们 必须 按 如 下 的 一 种 特殊 方式 ， 在 上 上 定义 度量 qd。 首先 ?1 人 一 个 辅 
助 的 所 谓 “ 藻 数 ” (定义 在 后 面 ) 概念 ， 这 就 要 用 到 矢量 空间 的 代数 运算 。 然 后 再 用 范 数 来 
定义 我 们 所 项 望 的 度量 g。 这 一 想法 就 导出 了 赋 范 空间 的 概念 。 此 后 再 转 人 对 一 些 特殊 的 几 
范 空间 的 研究 .这 类 空间 为 建立 丰富 而 有 意义 的 理论 提供 了 基础 。 但 这 类 至 间 虽 说 特殊 , 却 也 
是 够 一 般 化 的 ， 因 为 它 包括 了 很 多 在 实用 上 很 重要 的 具体 模型 。 事 实 上 ， 分 析 中 所 遇 到 的 大 
量 的 度量 空间 ， 都 能 看 作为 鸯 范 空间 。 所 以 ， 赋 范 空 间 大 概 是 泛 孙 分 析 中 最 重要 的 一 类 至 间 
了 ， 至 少 从 目前 应 用 的 观点 看 是 这 样 的 。 这 里 给 出 其 定义 如 下 : 

2.2-1 定义 ( 赋 范 空间 ， 巴 拿 磷 空间 ) ”所 谓 赋 范 空间 0X， 就 是 指 在 其 上 定义 了 玫 
数 的 矢量 空间 了 。 而 巴 拿 赫 空间 就 是 完备 的 赋 范 空间 (这 里 的 完备 性 是 按 范 数 定义 的 度量 来 
衡量 的 ， 见 下 面 的 (1 )) 。 而 所 谓 《〈 实 或 复 ) 矢量 空间 式 上 的 范 数 ， 就 是 指定 义 在 % 上 的 一 
个 实 值 函 数 ， 它 在 x*€E 广 的 值 记 为 


[x ( 读 为 x 的 范 数 》 

并 且 其 有 如 下 性 质 

(CN1) xj 守 0 

(N2) lx|=0 < x*=0 

(N83) axl = {al jxl 

CN4) 小 x+y1s1ixi+jiyl (三 角 不 等 式 ) 
其 中 x，7y 是 涉 中 的 任意 天 量 ， 2 为 任意 标量 。 

无 上 的 范 数 在 万 上 定义 的 度量 为 

‘d(x, y)="|x-»| (x, yEX) C1) 


并 把 它 岂 做 由 范 数 所 诱导 出 的 度量 。 所 定义 的 赋 范 空间 记 为 区， 上 。1) 或 简 记 为 X。 


对 范 数 所 规定 的 性 质 CN1) 至 〈N4) ， 是 受 初等 矢量 代数 中 矢量 长 度 [x| 的 局 发 而 提 


“出 的 。 所 以 在 矢量 代数 中 ， 也 可 记 1 x ‖ = lx| 。 事 实 上 ， (NI) 和 N2) 是 说 ,所 有 非 
， 零 矢量 都 有 正 的 长 度 ， 而 只 有 零 矢 量 长 度 为 零 。 《NN3) 是 说 ， . 当 矢 量 乘 上 一 个 标量 后 ,其 


”长 度 便 乘 上 标量 的 绝对 值 。《N4) 在 图 15 中 给 出 了 说 明 ， 即 三 角形 的 一 边 的 长 度 不 能 超过 
”其 余 两 边 的 长 度 之 和 。 : 


QD 也 叫做 同 范 矢量 空间 或 赋 范 线性 空间 。 它 是 由 S. 巴 全 赫 ( 1922)， HH. 汉 思 (1922) 和 N. 维 纳 《1922) 分 别 独 
立 给 出 的 。 从 S . 巴 拿 替 ( 1932) 的 论文 可 看 出 ， 这 方面 的 理论 自 提出 后 的 10 年 得 到 迅速 的 发 展 ， 


o 30 。， 


ZY \\% A 


y i y| 
x : I|x|| 


图 15 ”三 角 不 等 式 (N4) 的 说 明 


不 难 从 (Ni1) -~ (CN4) 推 证 出 式 (1 ) 定义 了 一 个 度量 。 因 此 ， 赋 范 空间 和 巴 拿 赫 空 
司 都 是 度量 空间 。 

由 于 刀 拿 赫 空 间 具 有 非 完 备 的 赋 范 空间 所 没有 的 一 些 性 质 〈 第 四 章 中 讨论 ) ， 所 以 它 格 
外 的 重要 。 

为 后 面 的 需要 ， 注 意 可 从 (NN4) 推出 

站 yx 一 (2) 
这 一 点 读者 很 容易 证 明 (见习 3 题 》。 公 式 (2 》 意味 着 范 数 有 如 下 重要 性 质 

范 数 是 连续 的 ， 即 xx 一 x 用 是 一 个 从 (天 。，。 上 上 》 到 RR 的 连续 映射 ( 见 1 .3-3》。 

荆 范 空间 的 典型 例子 是 大 家 熟悉 的 二 维 欧 几 里 德 平 面 和 三 维 欧 几 里 德 空间 。 进 一 步 的 例 
子 可 从 81.1 和 1.2 导 出 ， 由 于 这 两 节 中 的 一 些 度量 空间 能 以 自然 的 方式 造成 为 骨 范 至 间 。 
然而 ， 在 本 节 的 后 面 将 会 看 到 ， 并 不 是 矢量 空间 .上 的 每 一 个 度量 都 能 从 范 数 诱 导出 来 。 

例 于 z 

2.2-2 欧 民 空间 R' 和 西 空间 C” 这 些 空间 曾 在 1.1-5 中 定义 。 在 范 数 取 为 


尖 1 /2 一 
xl= (Sl:) =v TE El +t (8) 


上 时， 它们 都 是 巴 拿 赫 空 间 。 事 实 上 ，R" 和 C "是 完备 的 〈 见 1.5-1》 ， 并 且 (3) 给 出 了 81.1 
中 的 度量 式 《(7): 
d(x, »)= | XY | = Jé1 —71| “十 车 一 人 | 2 十 十 |E。. 一 a 2 
我 们 应 特别 指出 的 是 ， 在 三 维 欧 氏 空间 只 2 中， 有 
ix| = Ix =v £3+681+653 
这 就 使 我 们 确信 范 数 是 初等 的 矢量 长 度 |x| 概念 的 推广 。 
2 2-3 ”空间 1? 这 个 空间 曾 在 1.2-3 中 定义 。 取 范 数 为 
SEE 4 ) 
Exz1 = (王后 7 
时 ， 它 是 一 个 巴 拿 赫 空间 。 事 实 上 ， 这 个 范 数 导出 了 1.2-3 中 的 度量 ; 
“d(x,y)= 1 x 一 ?| =-( 了 3 他 一 9 ) 


其 完备 性 己 在 1 .5-4 中 证 明 。 
* Se”* 


2.2-4 空间 I” 这 个 空间 在 1.1-6 中 定义 过 。 它 的 度量 可 从 范 数 
| x 一 UP En 


导出 ， 上 完备 性 在 1.5-2 中 证 明 。 所 以 它 是 一 个 巴 拿 灰 空间 。 
2.2-5 空间 Cra，b] 这 个 空间 在 1.1-7 中 定义 。 其 范 数 取 为 


| x = max x (t)| (5) 


其 中 J = [a，bj。 它 的 完备 入 已 在 1.8 -5 中 证 明 ， 故 C Co，bj 是 一 个 巴 拿 灰 空 间 。 
/ 2 .2-6 不 完备 的 赋 范 空间 从 1.5-7，1.5-8，1.5-9 中 的 不 完备 的 度量 空间 ， 我 们 可 以 很 
容易 得 到 相应 的 不 完备 的 赋 范 空间 。 例 如 ， 在 1.5-9 中 的 度量 ， 可 用 范 数 
x=) lx 1 di (6) 

诱 守 出 求 。 

如果 灰 问 ， 每 个 不 完备 的 赋 范 空间 ， 也 都 能 象 在 1.6-2 中 对 度量 空间 所 做 的 那样 被 完备 
化 吗 ” | 休 矢 量 空间 中 的 运算 和 范 数 经 完备 化 又 被 扩展 成 什么 ? 在 下 一 节 将 会 看 到 ， 这 样 做 确 
实 是 可 以 的 。 

2.2-7 一 个 不 完备 的 峰 范 空间 及 其 完备 化 Lca,b 定义 在 Co，b] 上 的 所 有 实 值 连续 消 
数 构成 的 实 人 矢量 空 同 久 ， 如 果 取 范 数 为 


lx =(| :Wat) (C7) 


则 (XX ,1.1 人) 是 不 完备 的 。 例 如 ， 在 Cac，b] = [0，1) 有 时 ，1.5-9 中 的 函数 列 在 (X，|1 ，||) 
中 也 是 一 个 柯 西 序列 ， 从 $1.5 中 的 图 10 几乎 可 以 看 出 。 事 实 上 ， 当 ”>> 和 时， 通过 祝 分 全 
得 到 | 

上 | xx. 一 X。 | := 人 | xD -xb | dt= 7m) ol 


dn 3m? 3 


但 这 个 司 西 序列 是 不 收 剑 的， 其 证 明 过 程 和 1.5-9 一 样 ， 只 要 用 上 面 的 度量 来 代替 1.5-9 中 的 

度量 由 行 了 。 对 于 一 般 的 区 间 Ce，b]， 我 们 同样 可 以 构造 一 个 在 下 中 不 收 和 敛 的 柯 西 序 列 。 
坦 定 理 1.6-2, 空 间 X 可 被 完备 化 。 把 它 记 为 工 :[a。，b]。 这 是 一 个 拿 巴 赫 空 间 。 事 实 上 ， 

对 上 的 范 数 和 人 矢量 空间 的 运算 都 被 扩展 到 上 :Ce,6] 上 去 了 。 这 从 下 市 定理 2.3-2 可 以 看 出 。 
惕 为 一 般 地 说 ， 对 任 一 固定 的 实数 p 之 1]，，、， 巴 拿 赤 空间 


二 [cy b) 
都 是 武 范 空间 (和 ， | 。|) 的 完备 化 ， 其 中 丈 象 前 而 那样 ， 由 定义 在 Co，b 上 的 一 切实 值 连 
续 郧 数 构成 的 矢量 空间 ， 并 取 范 数 为 

lx (lcat) (8) 


月 闪 : 六 是 要 我 们 记 住 。 这 个 范 数 与 所 选 定 的 力 有 关 。 注意 ， 取 p=2， 《8 ) 便 成 为 《人 7) 。 
对 于 部 悉 勘 贝 格 〈 工 ebes9gue) 积分 的 读者 ， 我 们 顺便 指出 ， 空间 上 ?ta。b} 也 能 直接 用 


” 勤 员 格 积 分 和 定义 在 Ka， by 上 的 勒 由 格 可 测 函 数 x 得 到 。 所 谓 Co，b] 上 的 勒 贝 格 可 疯 图 数 
x(1)， 是 使 jx (1)1 ?在 Ca，bJ 上 的 勒 风格 积分 存在 且 有 限 的 函数 。 而 空间 上 ?Co， bi 中 的 元 素 


4 DR 。 


是 这 种 函数 的 等 价 类 。 所 谓 x 与 y 等 价 ， 是 指 jx 一 yl1? 在 Caq。，bj 上 的 勒 风格 积分 等 于 零 《要 注 
普 ， 这 一 定义 保证 了 公理 (N2) 的 有 效 性 ) 。 

没有 勒 贝 格 积 分 和 勒 贝 格 测度 方面 知识 的 读者 ， 也 不 必 为 此 烦恼 。 实 际 上 ， 这 个 例子 在 
以 后 的 讨论 由 不 是 很 重要 的 。 总 而 言 之 ， 用 这 个 例子 说 明 ， 完 备 化 的 过 程 可 能 导出 一 类 新 的 
元 素 。 不 过 我 们 还 须 找 出 这 类 新 元 素 有 什么 特征 。 

2.2-8 空 间 s 矢量 空间 上 的 每 一 个 度量 都 能 从 范 数 导出 吗 ? 回答 是 否定 的 。 作 为 一 个 反 
例 是 1.2-1 中 的 空间 s。 事 实 上 ，s 是 一 个 矢量 空间 ， 其 上 的 度量 为 


一 < 1 |é; — ?4| 
d (x, ») 91i 1+ 全 一作 || 


它 是 不 能 从 某 一 范 数 得 到 的 。 这 个 结果 从 下 面 引 理 立即 可 以 得 到 。 这 个 引 理 是 说 ， 由 范 数 寻 
出 的 度量 d 具备 两 个 基本 的 性 质 ， 其 一 是 (9a 所 表示 的 ， 叫 做 wd 的 平移 不 变性 。 

2.2-9 引 理 〈 平 移 不 变性 ) ”在 赋 范 空间 X 上 ， 由 范 数 诱导 的 度量 d ， 对 所 有 的 x，y， 
acX 及 每 一 个 标量 xg， 都 满足 


xxX+a yt+a)=d(x, ») (9a) 
d(ax» ay)= |la|ld(x, ») 加 (9b) 
下 有 明 ; 显然 有 
d(x+as y+a)= x+ta- (y+ = Ix-yl=d(x, ») 
dlaxs ay)= ax-ayll= lel x2 yl = lald(x, ») 
加 2 | : 题 - 


1 .证 明 x 的 范 数 || x 上 是 从 x 到 零 的 距离。 
2 . 验证， 平面 或 三 纵 空 间 中 通常 的 矢量 长 度 具 有 并 数 的 性 质 CN1) 至 CN4 。 


3 .证 明 式 (2)。 
4 .证 明 。 可 以 用 


1Ixil=0 字 yx=10 
来 代 炎 CN2)〉 并 没有 改变 范 数 的 概 众 。 ,明光 孝 的 非 负 任 也 可 从 CN3) 和 (NN 4) 推出 。 


5 .证 明 式 〈 8 ) 定义 了 一 个 范 数 。 
6 . 今 卫 是 所 有 形 如 x = (561， £2)s y= (71s 12)s .的 实数 序 偶 构 成 的 矢量 空间 。 证 明 


[x 1= él + |§, 
x | ,= (和 十 到 3) 1 
lx =max{|él, |} 
都 是 三 上 的 范 数 。 
7 .验证 式 (4) 满足 C(N1) 至 (N4) 


8 .在 由 数 的 "元 序 组 所 构成 的 矢量 空间 上 ( 见 2.2-3》， 有 一 些 在 实用 上 很 重要 的 范 数 ， 
S 39 ud 


特别 是 如 下 定义 的 
x= SE 


n 1 /p 
Lx,=(Z E11) CGI<p<c+ee) 
上 x = maxi [站 

lj 了 所 


只 I 上面 所 定义 的 范 数 都 满足 (N1) 至 (N44) 。 
9 .验证 式 (5 ) 定义 了 一 个 范 数 。 
10 .〈 单 位 球面 ) 球面 
S (0; 1)= {xEX| | x|| =1} 
在 研 范 衬 间 X 中 霹 做 单位 球面 。 证 明 ， 对 于 习题 6 中 定义 的 范 数 及 
上 EX 下 = (E+)1/4 
来 说 ， 早 位 球 画 如 图 16 所 不 。 
11.( 凸 集 ， 线 段 〉 对 于 矢量 空间 六 的 子 集 4， 若 x，yE€ 4 北 含 著 


M= {zEX|z=ax+(l-a)y, 0<a<l}c4 


图 16 习题 10 中 的 单位 球面 图 17 吓 集 和 非 凸 集 的 例子 (习题 11) 
则 称 4 为止 的， 而 内 昌 做 以 x， 7 为 端点 的 财 线 段 ， 任 -另外 的 zEM， 都 叫做 好 的 内 点 。 证 
明 :; 闭 单 位 球 
B (0, 1)= {xEXI | x | <1} 


在 赋 范 空间 X 中 是 凸 的 。 
12 .利用 习题 11， 正 有 明 


p= El tv Ral) 
在 所 有 形 如 x = (é;，5:) ，… 的 实数 序 偶 构 成 的 矢量 空间 上 不 能 定义 一 个 范 数 。 相 隐 地 
。 40 。 


半 出 曲线 2(x) = 1， 并 把 它 和 图 18 加 以 比较 。 
13 .证 明 ; 矢量 空间 关 夺 {0} 上 的 离散 度 
ee ( 册 1.1-8》。 
设 q 是 矢量 空间 开关 10} 上 由 范 数 导 
的 讼 民 。 并 定义 
4 (x, xX)=0, 


dx, y)=d(x, y)+1, (x 三 y) 


正明 4 不 能 从 汇 数 导出 。 

15. 《有 界 集 〉 证 明 :， 赋 范 空间 X 中 的 子 
寺 吸 是 有 界 的 ， 当 且 仅 当 有 正 数 c 存在 ， 使 得 
对 每 个 xEM， 都 有 中 x 有 儿科 c (关于 定义 ， 见 
Y 工 .2 中 的 习题 6 ) 。 


2.3 赋 学 空间 的 其 他 性 质 图 18 ”习题 12 中 的 曲线 p(x)= 1 


赋 范 空间 愉 的 子 集 了 ， 如 果 是 式 的 线性 子 

守则 ， 取 天 上 的 范 数 限制 在 入 上 《叫做 由 天 的 范 数 在 了 上 诱导 的 范 数 ) ， 则 了 也 是 一 个 峰 汇 
至 间 ， 称 之 为 三 的 赋 范 子 空 间 。 如 果 节 在 藉 中 是 闭 的 ， 又 称 为 上 的 闭 子 空间 。 

已 拿 赫 空 间 瑟 中 的 赋 范 子 空间 了 7 ， 仅 要 求 它 是 一 个 赋 范 子 空间 ， 不 要 求 它 一 定 是 完备 的 
(注意 有 的 作者 不 是 这 样 定 义 的 ， 所 以 当心 所 推出 的 结 采 〉。 

在 研究 这 些 概 念 之 闻 的 联系 时 ， 定 理 1.4-7 是 极为 有 用 的 ， 由 它 立 即 可 推出 : 

2.3-1 定 理 ( 巴 拿 赫 空间 的 子 空间 ) ” 巴 拿 赫 空间 半 的 赋 范 子 空间 是 完备 的 ， 当 且 仪 
当 了 在 处 中 是 闭 的 。 

关于 赋 范 空间 中 序列 的 收 但 性 及 有 关 概 念 ， 只 要 在 1.4-1，1.4-3 相 应 的 定义 中 ， 把 度量 
换 成 w(x，y) = x 一 yy 上， 便 可 得 到 : 

(1) 赋 范 空间 基 中 的 序列 (x,) 是 收敛 的 ， 是 指 存在 一 个 XE 六 ， 使 得 


lim ll x.—xX||=0 
则 写 为 x 一 x， 把 x 叫做 《x,) 的 极限 。 
(ii) 赋 范 空间 节 中 的 序列 (x,〉 蚌 一 个 柯 西 序列 ， 是 指 对 每 个 二 0， 都 存在 人 ， 使 得 
对 所 有 的 mw，2x>> 六 都 有 
| xs 一 xs <e C1) 
此 至 在 一 般 的 度量 空间 ， 也 可 以 用 序列 来 研究 问题 。 而 在 醋 范 空间 中 ， 还 可 路 出 更 重 皮 


的 一 步 ， 利 用 级 数 作为 研究 工具 。 
无 穷 级 数 能 够 用 类 似 于 微 积 分 中 的 方式 来 定义 。 事 实 上 ， 若 〈x,) 是 赋 范 空间 X 中 的 一 


个 序列 ， 我 们 针对 它 能 够 作 一 个 部 分 和 序列 (s,) 


S 一 Xi 十 My 十。 十 Xas 


= 1 。 


其 中 n= 1， 29 。。o 右 (Se) 是 收敛 的 ， 不 妨 设 
SS 即 || s.—-s|| ->0 


刚 无 分 级 数 或 简称 级 数 

Est + (2) 
是 收 和 化 的 ，shd 做 这 个 级 数 的 和 ， 并 记 为 

s= ZX + XxX, + 


行 级 数 儿 xi 下 二 下 x+ 收敛 。 则 称 级 数 (2) 绝对 收 钱 。 然而 , 要 提醒 读者 注意 ， 
当 且 仅 当天 是 完备 的 赋 范 空间 时 〈 见 习题 7 至 9 ) ， 绝 对 收敛 才 蕴 含 着 收敛 。 

级 数 收敛 的 概念 可 用 来 定义 空间 的 基 ， 若 赋 范 空间 邢 包 含 一 个 序列 〈e.) ， 对 每 个 xEX 
都 存在 唯一 的 标量 序列 (a,》， 使 得 当 n 一 < 时 有 


x (aiei +a,e,; + 。。 Ose,) | —>0 加 | : C3) 
则 称 (e,) 为 区 的 一 个 邵 德 尔 (S chauder) 基 (或 基 ) 。 而 和 为 x 的 级 数 了 qses 则 叫做 x 关于 
基 (e.》 的 表达 式 (或 展 式 ) ，。 并 记 为 加 : 


od 


X= So Qnes, 
Rel] 


例如 ， 在 2.2-3 中 的 了/?， 它 的 一 个 邵 德 尔 基 为 (es) ， 其 中 e.= (6.))， 也 就 是 序列 e。 的 
第 n 项 等 于 1， 其 余 项 为 零 。 因而 四 


| 了 | ' 和 i 
\ 1 让 * in te 


e!= (ls 0» 0， 。…。) 
es = (0，1。，0。，。。) 和 4) 
es 一 (0 ， 0 : 1， 0， sses ) 本 


巷 赋 范 空 间 世 有 一 个 邵 德 尔 基 ， 则 奈 是 可 分 的 〈 见 定义 1.3-5)。 证 明 是 很 简单 的 ， 留 给 
读 考 去 完成 〈 习 题 10) 。 反 过 来 ， 如 果 要 问 ， 每 个 可 分 的 巴 拿 红 空间 都 有 一 个 名 德尔 革 [YY? 
这 是 巴 合 灰 本 人 在 大 约 四 十 年 前 提出 的 一 个 有 各 的 间 题 。 风 平 所 有 已 知 的 巴 售 赫 空 但。 都 证 
明了 它 看 邵 德尔 基 。 然 而 ， 这 个 问题 的 回答 却 令 人 惊异 ， 是 否定 的 。 这 是 最 近 才 由 恩 弗 多 
“(CP.Enf 1o，1973》 给 出 的 ， 他 构造 了 一 个 没有 邵 德尔 基 的 可 分 的 巴 拿 赫 空间 。 
”最 后 我 们 再 回 到 赋 范 空间 的 完备 化 问题 ， 曾 在 上 节 中 简单 的 提 到 过 这 个 同 题 。 
2 .3-2 定理 (完备 化 》 ” 设 X= ( 蕊 ，| 。|) 是 一 个 赋 范 空间 。 则 存在 一 个 巴 拿 赫 到 则 
这 和 个 从 X 到 对 的 稠密 于 空间 矿 上 的 等 蝶 映 射 。 如 果 把 所 有 等 距 的 空间 不 加 区 分 的 语 ， 刚 
这 个 驶 是 唯一 的 。 

征明 ， 从 定理 1.6-2 可 推出 有 完备 度量 空间 多 = (有 > @) 及 等 距 映 射 4; YY-_W= A(X) 
左 看 ， 其 中 确 是 在 况 中 稠密 的 。 且 在 等 蝶 空 间 不 加 区 分 的 意义 下 ， 骤 是 唯一 的 。〔 在 这 蛙 用 


° 42。 


4， 而 不 象 1.6-2 中 用 厂 ， 为 的 是 留 着 人 给 8$8.2 中 的 定理 用 ) 。 因 此 ， 要 证 明 上 有 目前 的 定理 ， 
必须 把 紊 作成 一 个 矢量 空间 ， 然 后 再 在 入 上 引进 适当 的 范 数 。 

为 了 在 人 上 定义 矢量 空间 的 两 个 代数 运算 ， 我 们 来 考虑 任意 的 2，9E 矣 及 它们 的 代表 ， 
CX) E22， (yy) E99。 机 记 住 4，9 是 中 的 柯 西 序列 的 等 价 类 。 令 z:=%, + ys 则 由 于 


zm— 2 = | Xt Ya Xa ya x + yy 


所 以 (z,》 也 是 XX 中 的 一 个 柯 西 序列 。 我 们 定义 〈(z,》 所属 的 等 价 类 为 ?与 9 之 和 2 = 2 + 旬 。 
的 定 义 与 在 2，9 中 所 具体 选取 的 代表 (xx,)。， (yy ) 是 无 关 的 。 事 实 上 ，》I1.6 中 的 式 (1) 
表明 ， 老 XK 0)， 则 (x+y) 一 (Xu+y 9 这 是 因为 


[x+ 一 Xe 一 yo x + yy 一 yo | 


以 类 似 的 方式 定义 (cx。) 所 属 的 等 价 类 c2E 六 为 2 与 & 的 乘积 ， 同 样 可 证 明 az 不 依赖 于 人 中 
的 代表 (x,) 的 选取 。 太 中 的 零 元 是 以 零 为 极限 的 所 有 柯 西 序列 组 成 的 等 价 类 。 要 证 明和 故 中 
的 这 两 个 代数 运算 具有 定义 中 所 要 求 的 性 质 是 很 容易 的 。 所 以 发 是 一 个 矢量 空间 。 从 定义 可 
以 推出 ， 由 竟 在 矿 上 诱导 的 矢量 空间 的 运算 、 以 及 用 4 从 疾 诱 导 的 运算 是 相同 的 。 

此 外 ，44 在 矿 上 诱导 的 范 数 上 外. |;， 它 在 每 一 点 9 = 4xE 人 WV 的 值 就 是 中 9 站 1 = 上 x。 
在 WV 上 相应 的 度量 为 4 限制 在 懂 上 ， 因 为 4 是 等 距 映 射 。 如果 对 每 个 2E 疙 , 令 丰 21 上.=d 
(0，2)， 则 可 将 范 数 | 。|1| ;扩展 到 廊 。 事 实 上 ，| 。 1 :满足 8$2.2 中 的 (NI) (CN2)， 
而 通过 对 | 。|| ; 求 极 限 可 证 明 满足 另外 两 条 公理 〈V3) 和 (N4) 。 


习 . 是 
1 .证 明 ，cC 1 是 1 的 线性 子 空间 〈 见 1.5-3) ) 并 且 c, 也 是 个 的 线性 子 空间 。 其 中 co 是 
所 有 收敛 到 零 的 标量 序列 构成 的 至 闻 。 
2 .证 明 ， 习 题 1 中 的 co 是 让 的 一 个 闵 子 空间 ， 所 以 据 1,5-2 和 和 1.4-7 知 它 是 完备 的 。 
3 . 在 1= 中 令 了 是- 一切 有 限 非 堆 序 列 构成 的 子 集 ， 证 明 世 是 1 的 一 个 子 空间 ， 但 不 是 闭 子 


4 . (矢量 空间 的 运算 的 连续 性 )。 在 赋 范 空间 也 中 的 矢量 加 法 和 矢量 与 标量 的 来 法 ， 相 
对 于 范 数 是 连续 的 运算 。 也 就 是 说 ， 虫 (xzx，y) Ix+y》 和 (a，%) rm~>~ ax 所 定义 的 有 映射 是 
连续 的 。 

5 .证 明 ，x,>x 和 》:>》 强 含 着 X. + YX+ yy。 证 明 Qa.>Qa 和 xXx, 一 X 缠 含 看 a .XQ%。 

6 .证 明 ， 赋 范 空间 天 的 子 空 间 的 闭 包 了 也 是 一 个 线性 子 空间 。 

《 (绝对 收 钱 性 ， 。 证 明 | yi | + | 十 ， "的 收 伍 并 不 意味 着 ya + yz+o 间 也 收 放 。 
提示 ， 禾 虑 习题 3 中 的 了 Y 和 (y.)， 其 中 y,= (人 )， 并 用 


n) 
和 0 7] = 

8 .在 赋 范 空间 A 中 ， 若 任 意 级 数 的 绝对 收敛 总 能 推出 该 级 数 收 敛 ， 证 明基 是 完备 的 。 
9 .证 明 ， 在 巴 拿 赫 罕 间 中 ， 绝对 收敛 的 级 数 也 是 收敛 的 。 

10 邵 德 尔 基 。 证 明 :， 车 赋 范 空间 有 邵 德尔 基 ， 则 它 是 所 分 至 出 。 


se 二。 


11. 证明;，(e,)， 其 中 e,= (0)， 是 闫 的 一 个 部 德尔 基 ， 其 中 1 志 p 二 + cc。 
12. 〈 尘 范 数 Seminorm)。 矢 量 空 间 半 上 的 一 个 半 范 数 是 满足 $2.2 中 CN1)、(WN3)、 
(N44)》 的 一 个 映射 p:; 着 一 R (有些 作者 又 叫 伪 范 数 ) 。 证 明 
p(0) =0 
[p(y) -p(x)| p(y— x) 


《因此 ， 右 p(x) = 0 意味 着 x =0， 则 p 便 是 一 个 范 数 。) 
13.1 上 EF 明 : 在 习题 12 中 ， 使 得 p (x) =0 的 x 能 构成 六 的 一 个 子 空间 和 NN， 并 且 针 /六 上 的 范 
数 〈 几 2.1 中 习题 14) 可 定义 为 
| 多 | o= p(X) 
14.( 商 空间 〉。 令 了 是 赋 范 空间 (X，j， 1|) 的 闭 子 空 间 。 证 明和 /7 上 的 范 数 
1 站。 站。 ( 见 》$2.1 中 习题 14》 可 定义 为 
allo=inf lx|l 
人 


xEx 


其 中 2E€AXA/Y ， 凤 2 是 了 的 任 一 隧 集 。 


15.〈 赋 范 空间 的 积 ) 。 若 (1, 上， | 和 (和 ，|。|,) 是 两 个 赋 范 空间 ， 证 
明 积 空间 X = 证 1 x 上 党 ( 见 3$2.1 习 题 13) ) 在 定义 了 范 数 
xi=max( xi xy。 站) 


之 后 ， 也 成 为 一 个 赋 范 空 s 闻 。 其 中 x = (XxX!1。X,)。 


§ 2.4 有 限 维 的 赋 范 空间 和 子 空间 


”有 有 有限 维 的 赋 范 空间 比 无 穷 维 的 简单 吗 ? 在 哪些 方面 ? 提出 这 样 的 问题 是 很 自然 的 。 由 于 
有 限 维 的 空间 和 子 空间 在 各 种 研究 中 《如 在 还 近 论 和 谱 论 中 》 都 起 着 作用 ， 所 以 它们 是 很 重 
要 的 。 很 多 有 意义 的 专题 就 是 关于 它们 来 研究 的 。 不 管 就 这 部 分 内 容 本 身 ， 还 是 为 以 后 的 研 
究 提供 的 工具 ， 选择 某 些 适当 的 内 容 加 以 讨论 都 是 值得 的 。 这 就 二 安排 本 节 和 下 节 和 和 站 
目的 。 

我 们 期 望 得 到 的 结果 在 很 大 程度 上 都 是 基于 下 述 引 理 。 粗 略 地 讲 ， 这 个 引 理 是 说 ， 对 于 
-一 组 线性 无 关 的 天 量 组 ， 个 能 指望 用 绝对 值 较 大 的 标量 作 线性 组 合 ， 以 得 到 范 数 很 小 的 天 
2.4-1 引 理 〈 线 性 组 合 ) ” 设 {x1，x,，…，x，,} 是 赋 范 空间 和 《〈 维 数 任意 ) 中 的 一 个 
线性 无 关 组 。 则 对 选 定 的 任意 一 组 标量 ac ，az，…a， 必 存 在 一 个 常数 c 之 0， 使 得 


上 aixi+ax te + QaXe |ec( Nal + ic + et adjd)，，c>>0 (C1) 


正明，ius= la + la:| 二 …+ |as|。 若 s=0， 显 然 每 个 4;=0， 所 以 式 《1》 对 任 
意 的 c 0 都 成 立 。 令 5s 盖 0， 用 s 除 (1 ) 式 两 端 ， 并 记 有 = as/s， 这 时 式 〈1 ) 等 价 于 


量 。 


。 44。 


ft 
AS 


Bix tBixstem thre >e (5 IB =1 Cf: 


因此 ， 只 此 能 证 明 ， 对 于 满足 翌 1p,| =1 的 任意 个 标量 B81，B，，*…，p.,， 都 存在 c>>0， 
使 式 《2 ) 成 立 就 够 了 。 
采取 反 证 。 若 命题 不 真 ， 则 存在 着 矢量 序列 
=Biv x tp rt th Vx (E18m|=1) 
使 仔 当 m 一 > 了 时， 有 
上 yw。 | 一 0 
而 由 于 卫 1B, "| = 1， 故 有 1B, "| 1。 因 此 ， 对 固定 的 j， 序 列 


(Bi'™ )= (pi, bi'®, ») 


是 “个 有 界 标量 序列 。 根 据 波 尔 察 庶 -维尔 斯 特 拉 斯 (如 olzano- 太 erierstrass) 定 理 ， (0 ) 
和 收敛 的 子 序列 ， 令 8 是 这 个 子 序 列 的 极限 。 让 (yi 表示 〈yn。) 的 相应 于 上 述 子 序列 
的 子 序列 。 显 然 ， 当 mm-> 时 有 上 yy 1,» 上 一 0。 以 同样 的 推理 过 程 可 证 明 ，、 标 量 (pp,'"’) 有 
改 伍 的 子 序列 ， 令 ;为 其 极限 ，《(y,,») 表示 (yi1,，) 的 相应 于 上 述 子 序 列 的 子 序列 。 这 样 
连 绕 做 2 次 之 后 ， 便 得 (yw) 的 子 序 列 (ywm)= (yi yw 9) ， 瑟 的 一 般 项 取 如 下 形式 


一 S mY Cm)| 一 
之 y} Xjs 的 | ?7 =1) 
并 开标 量 ) 人) 一 Di 一 co)。 因 此 ， 当 mm 一 ce 时 有 


Yrngm Y= 之 bix; 
ij= 1 


革 h 全 Bj =1。 所 以 bi， pb2s “9 PB' 不 全 为 专 。 由 于 1{ xi， X29 "9 x.} 是 线性 无 关 


组 ， 故 y 六 0。 但 另 一 方面 ，Jy， ，w-> 意味 着 上 yw am [| y| (根据 范 数 的 连续 性 》。 但 根据 
设 设 >. | 一 0， 曾 又 (Yrs mn) 是 《ys。)》 的 子 序 列 ， 所 以 从 有 Ey, 上 一 0。， 这 就 推出 yi 
- lim ll yue =0， 根据 $2.2 中 的 《N2)》 知 >=0。 从 而 与 y 所 0 矛盾 。 引 理 得 证 


作为 这 个 引 理 的 第 一 个 上 应用， 我 们 来 证 一 个 基本 的 定理 。 

2.4-2 定 理 〈 完 备 性 ) ” 赋 范 空间 XX 的 每 一 个 有 限 维 的 子 空 xz 间 了 都 是 完备 的 。 符 别 征 ， 
等 个 有 限 维 的 赋 范 空间 都 是 完备 的 。 | 

证 明 ， 我 们 证 明 站 中 的 任 一 柯 西 序列 〈y。)》 都 在 了 中 收敛 ， 这 时 〈y。) 的 极限 记 为 >y。 
不 炉 令 dimY =ns {el» €2» ***， e，} 是 了 的 任 一 基 。 则 每 个 y。 都 有 如 下 的 唯一 表示 


He 


Vn 二 1 (Welt+tQas "et*tar. en 


丘 于 (yw) 是 柯 西 序列 ， 故 对 每 个 :>0， 都 存在 和 六， 使 得 当 w，。r 之 入 时 恒 有 由 一 站 去 


。 由 此 及 引 理 2.4-1， 我 们 有 某 一 c 之 0 使 得 
痢 AD s 


上 , nm | 
e>|ys-yv 人 = 之 (ai 一 oa)e 之 cc 了 cy 一 ai 
= 1 j= 1 
用 c 关 0 除 不 等 式 两 端 得 到 
[ay 一 Qi "I<2 [ar ~ a <es/c (ms r>>N) 
-= 


(aQ,; (WY) = (a 9 Ci 02 9 ees 9 ) 7=1, 2 se 拓 


和 为 民 或 C 中 的 柯 西 序列 。 因 此 ， 它 们 都 是 收敛 的 ， 记 aj 为 (a;“") ) 的 极限 。 用 这 个 序列 
的 极限 &1， QC 9 9 wa 定义 一 个 矢量 


yy=CIEI 十 Caoe 十 "十 CaEn 


显然 vYEY 。 此 外 ， 还 有 
[yy = 3 ("ane Ii<s le 一 ae 
j= = 


在 右 湛 由 于 ai (一 cj， 故 有 jy。-y1 一 0， 即 yy。 这 就 证 明了 〈y。)》 在 了 中 收敛 。 由 
于 〈ys。) 是 了 中 任 取 的 柯 西 序列 ， 故 了 是 完备 的 。 

由 这 个 定理 和 定理 1.4-7， 可 以 推出 

2.4-3 定 理 (封闭 性 ) 赋 范 空间 XY 中 的 每 一 个 有 限 维 子 空间 了 在 XX 中 都 是 闭 的 。 

在 我 们 以 后 的 研究 中 ， 有 时 要 用 到 这 个 定理 。 | 

点 注意 的 是 ， 无 穷 维 的 子 空 间 不 一 定 是 闭 的 。 例 如 ， 令 站 = CI0，1]， 取 了 = span (x。 
Xi1s 9 其 中 xj(t) =t+i， 所 以 了 是 所 有 多 项 式 的 集 侣 。 yY 在 文中 不 是 闭 的 (为 什么 ? ) o 

有 限 维 矢量 空间 成 的 另 一 个 有 趣 的 性 质 是 ， 瑟 上 的 所 有 范 数 导出 的 拓扑 是 相同 的 ( 见 
$ 1.5) ， 也 就 是 说 ， 不 管 在 人 上 选取 怎样 的 范 数 ， 六 的 开 子 集 是 相同 的 。 详 细 说 明 如 下 。 

2.4-4 定 义 (等 价 范 数 ) ”对 于 矢量 空间 天 上 的 范 数 儿 。 1 和 站。 站。， 若 存在 正 数 6， 
65， 使 得 对 所 有 的 YE 和民 都 有 
callxjlos<jxlils<elxl， (8) 


则 称 目 。 外 与 站。 直 等 价 。 
这 个 概念 是 受到 下 述 事 实 的 局 发 。 
广 上 的 半价 范 数 在 XX 上 定义 了 相同 的 拓扑 。 z 
事实 上 ， 从 式 《 3 〉》 及 这 样 一 个 事实 ， 每 个 非 空 开 集 都 是 一 些 开 球 的 并 集 飞 了 XW § 1.3 习 


题 4)， 就 可 淮 出 上 述 结论 。 详 细 的 证 明 留 给 读者 (习题 4 )。 同时 还 能 证 明 , (X，1。| > 
和 《〈X，| 。| ,中 的 柯 西 序列 是 相同 的 (习题 5 ) o 

利用 引 理 2.4-1 还 能 证 明 下 述 定理 (注意 ;对 无 穷 维 的 空间 这 个 定理 不 再 成 立 )》。 

2 .4-5 定 理 (等 价 范 数 ) ”在 有 限 维 矢量 空间 和 上 ， 任意 两 种 范 数 上 。| 上 和 。 上 ,十 等 
介 的 。 


下 明 ， 设 dima 基 = 由 te es， .eu } 为 天 的 任意 一 个 基 ， 而 外 。 | 与 卜 ， 站 为 天 


e /AO * 


上 上 的 任意 两 种 范 数 。 任 取 xE 失 ， 它 有 唯一 的 表示 

X 一 CIEI 二 Ce 十 站 十 CQaens 
根据 引 埋 2.4-1， 存 在 正常 数 c 六 0， 使 得 

上 Ex 站 送 c(Cjci + icsl + e+ Jo) 


另 一 方面 ， 三 角 不 等 式 又 给 

xs 5S lol llellos<A led, h=maxl el 
从 而 推出 

1x1>e 3 lcl>>- 人 xi 


由 a= cV/R>>0， 便 得 到 式 〈《38 〉 中 的 左 半 个 不 等 式 : 
allxji ox 


在 上 述 的 推导 过 程 中 ， 交 换 外 。 站 与 上 外。 站" 的 位 置 ， 便 得 到 式 〈3 ) 中 的 右 半 个 不 等 式 。 
合 在 一 起 便 证 明了 范 数 的 等 价 性 。 

这 个 定理 在 实用 上 有 不 可 忽视 的 重要 性 。 例 如 ， 在 有 限 维 的 矢量 空间 中 ， 序 列 的 收 全 与 
发 散 ， 是 与 具体 选用 的 范 数 无 天 。 


习 题 

1. 给 出 六 和 的 非 闭 子 空 闻 的 例子 。 

2. 若 对 =R2，x, = (0，。1)，x, = (0，1)， 问 式 《 1) 中 的 最 大 可 能 的 c 是 什 么 ? 若 六 
=R3, xi=(ls 0, 0) ， Xx, = (0，jiy，0)，xs =(0，0。，1) 又 瓜 样 ? 

3, 证 明 : 定义 2.4-4 中 的 关系 是 满足 等 价 关 系 公 理 的 〈 见 附录 1 中 的 A1.4》。 

4. 证明， 矢量 空间 和 上 的 等 价 范 数 导 出 相同 的 拓扑 。 

5. 若 | 外。j 和 站 。 上 ,是 上 的 等 价 范 数 ， 证 明 (和 ， 外 。 儿 和 ( 兴 ， 站 下。》 中 的 
向 西 序列 是 相同 的 。 

6. 定理 2.4-5 意 昧 着 ，§$2.2 习 题 8 中 的 上 外。| :和 站， 站- 是 等 价 的 。 给 出 一 个 直接 的 证 
明 。 
7. 令 上 。 ,是 $2.2 习 题 8 中 所 定义 的 范 数 ， 而 令 外 。 外 是 那个 至 闻 导 上 的 任 一 范 数 。 
雪 接 证 明 (不 用 2.4-5)， 存 在 a，6 之 0，。 使 得 对 一 切 xE 关 有 x 站 入 2 让 xi >。 

8 .证 上 明 ，$2.2 习 题 8 中 的 范 数 上 。 和 目 。 | ;满足 


Fxli<lxls<lsl 


9 . 车 矢量 空间 筷 上 的 范 数 站。 和 站 ，|* 等 价 ， 证 明 (i》 x. 一 x 一 0 纺 含 着 (11) 
| x 一 x oo 一 0《〈 当 然 。 芭 之 亦 然 。)》 。 
10 ,证明 : 对 国定 的 ms ni9 所 有 的 m x n 阶 复 矩 阵 4 = (Qjs) 构成 一 个 mn 维和 天 量 空间 2 。 


。47 。 


王 明 2 上 的 所 有 范 数 都 定 等 价 的。 相对 空间 2 来 说 ,和 2.2 习 题 8 中 范 数 和 外 站。 下， 


S 2.5 双 性 和 有 限 维 


有 i 慨 维 嫩江 空间 和 子 空间 的 男 外 几 个 基本 性 质 是 和 紧 性 概念 关联 的 。 现 定义 如 下 : 

2.5-1 定 义 〈 紧 性 ) 如 果 度 量 空间 读 的 每 一 个 序列 都 有 一 个 收敛 的 子 序列 ， 则 称 民 是 
状 的 出 。 计 的 子 集 胡 作为 六 的 子 空 间 若 是 紧 的 ， 也 就 是 说 ，M 的 每 一 个 序列 都 有 一 个 在 针 
中 收 绕 的 子 序列 ， 称 凡是 索 集 。 

兴 代 的 一 般 性 质 用 下 述 引 理 表 述 。 

2.5-2 引 理 〈 紧 性 ) ”度量 空间 和 的 紧 子 集 M 是 有 界 旦 闭 的 。 

让 | 明 ， 对 每 个 x€ 有 于， 在 必 中 有 序列 (x,)〉 ， 使 得 x%.->x， 志 1.4-6(a)。 由 于 以 是 紧 的 ， 
故 xEM 。 由 于 xE 开 是 任意 的 ， 因 此 愉 是 闭 的 。 下 面 证 朵 是 有 界 的 。 若 M 无 界 ， 则 M 必 包含 
一 小 无 办 序列 〈(y。) ， 使 得 dy。 b)>>m 其 中 昌 是 汉中 的 任 一 固定 点 。 根 据 引 理 1.4-2， 
收 伍 序列 必 有 界 ， 所 以 《ys)〉 不 能 含 收 钙 的 子 序列 。 这 便 与 训 的 肥 性 矛盾 。 从 而 证 有 表 放 是 有 
界 的 。 

这 个 引 理 的 逆 ， 一 般 是 不 成 立 的 。 

汪 明 ， 为 了 证 明 这 个 重要 的 事实 ， 只 要 举 出 反例 就 够 了 。 芳 碟 居中 的 序列 《〈e) ， 其 中 
的 e, = (6)， 即 e, 的 第 ”项 等 于 1 ， 其 余 项 都 等 于 零 ， 见 》2.3 式 (4) 。 由 于 站 e. 外 =1l， 
所 以 这 个 序列 是 有 界 的 。 拒 这 个 序列 作为 关中 的 一 个 点 集 来 看 ， 由 于 它 没 有 聚 点 ， 所 以 它 是 
一 个 闭 傈 。 因 此 (es,》 是 一 个 有 界 闭 集 。 出 于 同样 的 理由 ， 它 也 不 含有 收敛 的 子 序列 ， 所 以 
它 不 是 紧 集 。 

然而 ， 对 于 有 限 维 的 赋 范 空间 ， 我 们 却 有 

2.5-3 定 理 〈 紧 性 》 在 有 限 维 赋 范 空间 X 中 ， 任 一 子 集 几 CX 当 且 仪 当 为 有 寞 团 集 时 ， 
才 是 紧 华 。 

证 明 ， 根 据 引 理 2.5-2， 紧 性 列 含 着 闭 性 和 有 界 性 。 现 证 其 逆 。 令 M 是 有 界 闭 集 ， 且 令 
dimX =m tei，e:，…，e 直 是 蕊 的 一 个 基 。 芳 虑 邮 中 的 序列 (x。) ,每 个 x。 都 有 唯一 的 表示 


Xs=E1 ("ert+és "ert tél Cs: 


年 干 杂志 三 看 的 ， 所 以 〈xs》 也 是 有 界 的 。 不 妨 设 对 所 有 的 m， 都 有 上 x- 中 达 h。 根 据 引 
理 2.4-1， 有 : 


k>|xall=| Ss ei | zc 之 [81 "| 
j™1 j= 


其 由 ec2 .0 。 因 此 ， 对 每 个 固定 的 /， 数 列 (6;'") 是 有 界 的 。 再 据 波 尔 察 诺 -维尔 斯 特 拉 斯 定 
理 ， 它 有 -个 聚 点 6)， 这 里 1j<n。 象 引 理 2.4-1 中 的 证 明 那 样 ，(x。) 有 一 个 子 序列 (z。) 


a ee 


6 . 空间 来 
QD 精 兢 些 说 ， 是 列 紧 的 。 这 是 分 析 中 最 重要 的 一 类 紧 性 。 顺 便 指 出 ， 还 有 另外 两 种 紧 性 ， 但 对 度量 
讲 ， 三 个 概念 是 等 同 的 。 所 以 在 我 们 的 研究 中 没有 什么 区 别 ， (有 兴趣 的 读者 在 附录 1 的 AL.5 中 能 找到 
进一步 的 解 译 。 ) 击 


。 AG »* 


已 收 伍 到 z= 56eje。 由 于 昼 十 财 的 ， 故 zEMH 。 这 就 证 明了 对 中 的 任 一 序列 (x。)》 都 有 一 个 


?二 1 


加 中 收 放 的 子 序列 《zn。》〉， 故 及 是 寄 的 。 z 
我 们 的 讨论 证 明 ， 在 R (或 其 它 任 -- 有 限 维 峰 范 空间 ) 中 ， 紧 集 正 好 是 有 界 闭 集 ， 所 
以 这 个 性 质 “《〈 邱 性 和 有 界 性 ) 能 够 时 来 定义 去 性 。 然 而 ， 在 无 耻 维 的 赋 范 空间 中 ， 不 再 总 是 
如 此 。 
其 它 一 些 有 趣 的 结果 出自 于 下 述 六 .各 斯 (Ries2) (1918 pp 75-76) 给 出 的 引 理 。 
2.5-4 黎 斯 引 理 令 了 和 2 十 赋 范 至 | 同和 〈( 维 数 任 
去 )》 的 两 个 子 空 间 ， 并 假定 了 有 古 辣 的 且 为 和 的 真子 集 。 
下 对 区 [ 间 (0，1) 中 的 每 一 个 实数 9， 部 存在 一 个 z2€ ZZ， 
使 得 对 所 有 的 yE€Y 有 : 
中 = =1 及 站 zz 一 了 | 之 
证 明 ， 芳 虑 任 ~vEZ 了， 并 用 a 表示 vv 人 到了 的 
Bi 洱 ，BH 《图 19) 
a=inf vy 
yeEY 
下 然 ， 由 于 了 是 闭 的 ， 所 以 a 之 0 。 我 们 到 任 一 J€ 40， 
1) ， 根 据 下 确 界 的 定义 ， 存 在 yok 上 使 得 图 19 区 斯 引 理 证 明 的 图 示 
ao 委 zz- 站 委 c/ (1) 


2Z=c(v— Yo) 其 中 c=I/ 2 一 yn | 
划 必 z= 1， 并 能 证 明 ， 对 每 个 yEY 用 z 一 >》 之 0。 首先 有 
tz—- yl = ew-y) -yl =eclv-y -cliy| =clv-y 1 
其 中 z z 

yY1=yo+c  y 
再 于 ye。，yYEG 了 ， 而 了 是 子 空间 ， 故 yiEL 。 从 而 根据 a 的 定义 可 知 上 vyi | 之 a。 写 出 c 并 
刊 用 式 〈1 ) ， 便 得 到 

— a > 4 = 
lz—-yl =clv- yi 上 之 ca = vy | 之 a/0 


折 于 vy€ 了 是 任 取 的 ， 这 就 完成 了 证 明 。 

根据 定 理 2.5-3， 在 有 限 维 赋 范 空间 中 ， 闭 单 位 球 是 紧 的 。 反 过 来 ， 黎 斯 引 理 给 出 了 下 
太 有 用 而 值得 强调 的 结论 。 

2 5-5 定 理 〈《 有 限 维 ) ” 若 赋 范 空间 XX 中 的 闭 单位 球 仙 = {x| 上 x 站 和 有 委 二 是 紧 的 ， 则 入 定 
有 限 维 的 。 

证 明 : 假定 闭 单 位 球 是 系 的 ， 而 dimA = co， 则 可 导出 谓 惧 。 任 取 x1 且 x， | =1。 倒 
X,= span(x1), 大 ,是 天 的 一 维 闭 子 空间 ( 见 2.4-3) 。 又 由 于 dimX = co， 故 天 1: 为 入 的 
授 子 空间 。 根 据 黎 斯 引 四 ， 存在 xx EX 日 | xs i =1， 使 得 

和 A9 Ss 


pp 


| 尺 。 一 交 1 | >>0= 


从 而 羡 ,=span (x1，Xx,) 是 所 的 二 维 闭 的 真子 空间 。 再 根据 黎 斯 引 理 ， 存 在 xsEA4 旧 
xs 1 =1， 使 得 对 每 个 YEA ,都 有 


1xs -x 之 一 - 


特别 有 有 


外 xs 一 Xi | 之 


外 xs 一 %s | 之 -i 


通过 归纳 过 程 ， 可 得 一 个 序列 《%,) 忆 让， 它 满 足 
EE 


显然 ， (〈x") 没有 收敛 的 子 序列 。 这 与 M 的 紧 性 矛盾 。 因 此 ， 假 设 dimX = co 不 真 。 故 有 
“dimX < 过 co。 

这 个 定理 有 各 种 应 用 。 在 第 八 章 研究 所 谓 紧 算 子 时 ,我 们 要 把 它 作 为 一 个 基本 工具 来 用 。 

由 于 紧 集 有 类 似 于 有 限 集 的 一 些 良 好 性 态 ， 这 是 非 紧 集 所 不 能 享有 的 。 所 以 条 集 是 一 类 
很 重 下 的 集合。 在 研究 连续 映射 时 ， 有 一 个 很 基本 的 性 质 是 ， 茶 集 有 共 象 。 

2.5-6 定 理 〈 连 续 映 射 ) ” 令 式 和 了 是 两 个 度量 空间 ， 了 人: XY 是 一 个 连续 鼎 射 《 见 
1.3-3) 。 则 二 的 紧 子 集 M 在 了 之 下 的 象 是 闲 的 。 

证 明 ， 根 据 紧 性 的 定义 ， 我 们 只 要 证 明 对 于 象 T(M)CY 中 的 每 一 个 序列 〈y.) ， 都 有 
一 个 在 TCM) 中 收敛 的 子 序列 就 够 了 。 由 于 y.ET (M)， 所 以 存在 某 一 x*.EM， 使 得 了 x。= 
ys,。 又 由 于 MM 是 紧 的 ， 所 以 (x,) 含有 一 个 在 内 中 收敛 的 子 序列 〈x )。 因 为 大 是 连续 的 ， 
则 据 1.4-8 知 (x。) 的 象 是 〈y。) 的 在 7 (MM) 中 收敛 的 子 序 列 。 因 此 T(M) 是 峻 的 。 

从 这 个 定理 ， 我 们 可 以 断言 微 积分 中 关于 连续 函数 的 熟知 性 大 ， 能 搬 到 一 般 的 度量 空间 
中 去 。 / 

2 .5-7 推论 (最 大 与 最 小 值 ; ”知人 是 度量 空间 天 的 紧 子 集 册 到 〖 站 的 连续 歇 射 ， 则 也 
在 朵 的 某 些 点 可 达到 其 最 大 与 最 小 值 。 
: 证 明 ， 根 据 定理 2.5-6 和 引 理 2.5-2， 了 (M) 是 民 中 的 有 画 财 集 。 再 手数 学 分 析 可 知 ， 有 
一 界 阅 集合 (WM) 的 上 下 确 界 supT (MD)，infT (M)E7 (MD)。 这 些 上 下 了 确 界 的 逆 象 属于 入 ， 且 7 


在 其 上 分 别 达 到 最 大 与 最 小 值 。 
习题 


1 .证 明 R" 和 《C "不 是 紧 的 。 

2 证 明 无 限 多 个 点 构成 的 离散 度量 空间 入 《 见 1.1- 8) 不 是 紧 的。 ， 

5 .在 平面 R: 中 给 出 紧 的 和 不 紧 的 曲线 例 于 。 

4 .让 有 明 : 空间 s 〈 见 2.2-8) 中 的 一 个 无 穷 子 集 M 是 紧 的 ， 其 必要 条 件 是 : 存在 数 7i， 


)，，…， 使 得 对 -- 切 x = (&,(%) )EM 都 有 Ex)| 志 ys( 也 可 证 明 它 是 银 紧 性 的 充分 条 件 ) 。 


。 50 。 


5. 〈 局 部 紧 性 ) 度量 空间 忒 的 每 一 点 如 果 都 有 一 个 紧邻 域 ， 则 称 和 是 局 部 紧 的 。 证 明 RR 
和 C 及 更 -- 般 的 R ，《 都 是 局 部 紧 的 。 

6. 证 明 ， 葵 度量 至 间 拓 是 局 部 紧 的 。 

7. 各 黎 斯 引 理 2.5-4 中 的 dimy <ce， 证明 ， 我 们 其 至 可 以 选 9 = 1。 

8. 在 $2.4 习 题 7 中 ， 直 接 证 明 (不 用 2.4-5) 存在 co>0， 使 得 allxll: 科 ixi《〈 利 
用 2.5-7) 。 

9. 若 卫 是 一 个 紧 度 景 空间 且 人 HC 是 闭 的 ， 证 明 放 也 是 紧 的 。 

10. 令 所 和 了 是 两 个 度量 空间 ， 且 反 是 紧 的 ， 了 了:， 所 一 了 是 一 个 连续 对 射 。 证 明 二 是 一 
个 同 胚 ( 见 $1.6 习 题 5) 。 


82.6 线性 算 子 


在 微 积 分 中 ， 我 们 研究 的 是 实 直 线 R 及 R〈 或 其 子 集 》 上 的 实 值 通 数 。 显 然 ， 任 意 这 样 
的 函数 都 是 一 个 从 其 定义 域 到 只 的 映射 DO。 在 泛 顶 分 析 中 ， 我 们 研究 的 是 诸如 度量 空间 和 赋 
范 空 间 这 样 的 更 为 一 般 的 空间 ， 以 及 这 些 空 间 之 则 的 映射 。 

在 矢量 空间 的 情况 下 ， 特 别 是 在 赋 范 空间 的 情况 ， 映 射 被 称 为 算 子 。 

其 中 特别 有 意义 的 算 子 ， 是 能 保持 矢量 空间 的 两 个 代数 运算 的 那些 算 子 ， 即 所 请 线性 算 
子 ， 其 定义 如 下 : 

2.6-1 (线性 算 子 ) 所 谓 线性 算 子 ， 是 指 满足 下 述 性 质 的 算 寺 : 

(i) 工 的 定义 域 多 (T) 是 一 个 矢量 空间 ，7 的 值 域 多 (TT)〉 蓝 在 同一 个 域 上 的 矢量 衬 疗 
Ho 

(1?) 对 所 有 的 x，yE€ 儿 (了 了 〉 和 标量 a。 有 

T(x+y)=Tx+1 ys T(ax)=alTx Ci) 


要 注意 ， 在 这 里 我 们 用 7 x 代替 了 了 (x)， 这 是 泛 函 分 析 的 一 个 标准 的 简化 记 鞭 ,此 外 ， 
本 书 其 余部 分 将 采用 如 下 的 记 法 : 
(TT ) 表示 T 的 定义 域 ， 
多 (TT ) 表示 的 值 域 ， 
A(T) 表示 了 的 零 空间 。 
7 的 堆 空 间 定 义 为 如 下 集合 
VT)={xED(T) | x=0} 
(下 空间 的 另 一 个 名 字 是 核 。 本 书 不 采用 这 个 术语 ， 因 为 要 把 它 留 给 积分 方程 理论 使 用 。) 
在 研究 算 子 时 ， 还 得 谈 谈 箭 头 的 使 用 问题 。 设 信人 7 )CCA， .多 (T)C， 其 中 帮 ， 了 了 定 
两 个 实 矢 量 空 间 ， 或 两 个 复 矢 量 衬 间 。 刚 人 到 是 一 个 从 《或 映 )》 钨 (了 ) 到 .多 ( 了 ) 上 的 算 子 。 与 
成 : | 
7 : DT R(T )。 


ee 


@) 假定 大 家 已 热 悉 映射 及 有 关 的 一 些 简单 概念， 在 Al1.2 给 出 一 个 复习 材料 ， 见 出 录 工 
* bl + 


或 了 十 一 个 从 有 (7 ) 到 站 内 的 算 子 ， 写 成 : 
千 多 (7 了 ) 是 整个 空间 和 4 ， 则 这 时 ， 且 仅 当 这 时 写成 : 
7 A-—-Y 


县 然 ， 式 〈1 ) 等 价 于 
7 (ax+pby)=aT x+phily (2) 


在 式 〈《1 ) 中 取 a =0， 便 得 到 以 后 常用 的 公式 
TO=0 (8) 


公式 (1 》 表 明 、 线 性 算 子 了 是 一 个 矢量 空间 《 它 的 定义 域 》 到 另 一 个 矢量 空间 的 同 
态 。 也 就 是 说 ，7 在 下 述 意 义 下 保持 矢量 空间 的 两 个 运算 在 2(7 了 ) 中 任意 两 个 天 量 的 线 
性 组 合 ax + By， 其 在 TT 之 下 的 象 7 (ax + By》， 等 于 它们 分 别 的 象 了 了 x， 了 yy， 在 多 (7 ) 
中 以 同样 的 方式 所 作 的 线性 组 合 aT x + BT y。 当 然 ， 在 .多 (TT) 中 是 按 了 中 的 代数 运算 进行 
的 。 正 因为 这 个 特性 ， 才 使 得 线性 算 子 格外 重要 。 反 过 来 ， 因 为 只 有 在 矢量 空间 上 才能 够 定 
义 线 性 算 子 ， 所 以 使 得 矢量 空间 在 泛 防 分 析 中 也 古 最 重要 的 空间 。 

面 研究 一 些 线性 算 子 的 基本 例子 ， 要 求 读 者 自行 验证 它们 的 线性 性 。 

例 和 于 

2.6-2 恒 等 算 子 ”人 恒 等 算 子 fx， 扎 一 下 是 这 样 定义 的 : 对 每 小 xE 兴 ， 都 有 /xx= x。 有 
时 将 7x 人 简单 地 写 为 了 ， 因 此 /x =x。 : 

2.6-3 零 算 子 震 算 子 0:， X 一 下 是 这 样 定义 的 :对 每 个 xEX ， 祁 有 0X =0GE 了 了 。 

2 .6-4 微 分 “ 设 碟 是 由 定义 在 [ac，b] 上 的 所 有 多 项 式 构成 的 矢量 空间 ， 在 准 上 定 义 线性 
算 子 如 下 : 对 每 个 xEX， 
Tx(t)=x’/(t) 


其 中 “72 表示 关于 上 求 导 。 这 个 算 子 了 是 映 下 到 不 上 的 。 四 
2.6-5 积 分 ， 按 下 式 定义 映 C Co，b] 到 C Ca，b) 的 线性 算 子 了 
T x 人 = x (tT)drt t€E[La, b) 
2.6_6 用 t 张 用 下 式 定义 了 另 一 个 从 CCa，bJ 到 C co，b 的 线性 算 子 了 
T x(t)= tx(t) 


象 我 们 将 要 在 十 一 章 看 到 的 那样 ， 这 个 算 子 ! 在 物理 (量子 理论 ) 中 起 着 重要 的 作用 。 
2.6-7 初 等 笑 量 代数 ”在 矢量 的 又 积 中 ， 取 一 个 矢量 固定 不 变 ， 便 定 义 了 一 个 线性 算 子 
了 了 R?->R 。 关 似 地 ， 在 矢量 的 点 积 中 ， 取 一 个 矢量 固定 不 变 ， 便 又 定 > 了 线性 算 了 于 
T,: R:—R, 例如 ， 
TT ,x=Xx oa=E1Q1+ E02 +6s0s 


其 中 a 二 (a;) ER 是 固定 的 。 z 
2 6-8 和 矩阵 “对 于 > 行 2 列 的 实 和 矩阵 4 = (Q3,)， 用 


。52 。 


y= Ax 


使 可 定义 一 个 算 子 TTI， RR 一 R*， 其 中 x = (6j) 有 nn 个 分 量 ，y = (w;) 有 > 个 分 最 。 因 为 要 满 
二 通常 的 矩阵 乘法 ， 所 以 YX，y 和 都 写成 列 和 天 量 。 把 y= A4x 写 出 的 话 ， 便 是 


A A ， 
| 71 Ql CI * Qin fe 


: Qo Co ”Cn -pe 


7 (a, Qs 。 CT， Es 
由 于 矩阵 乘法 是 线性 运算 ， 所 以 了 是 线性 的 。 若 4 是 复 矩 阵 ， 则 它 定 义 了 从 C "到 C" 的 一 
伏 性 媒 子 。 在 研究 线性 算 子 中 和 矩阵 所 起 的 作用 ， 在 $ 2.9 中 要 详细 地 讨论 。 

在 以 上 这 些 例子 中 ， 很 容易 验证 线性 算 子 的 值 域 和 零 空间 都 是 矢量 空间 。 这 一 事实 是 有 
代表 性 的 ， 让 我 们 来 证 明 它 。 从 而 也 可 看 到 线性 性 是 如 何 被 用 到 简单 的 证 明 中 去 的 。 这 个 定 
理 本 号 在 以 后 的 研究 中 也 有 各 种 应 用 。 

2.6-9 定 理 (全 各 和 生 宇 癌 ， 设 了 是 一 个 线性 算 子 ， 则 

(a) 值 域 多 (了 是 一 个 矢量 空间 。 

(b) 若 dim 儿 (TT)=n< 达 co，。 则 dim%(T) 寺 nn 

(c〉 壳 空间 AY (T ) 是 -一 个 矢量 空间 。 

证 明 ; (@) 任 取 y1，y;€. 多 ( 工 ), 对 任意 的 标量 a 和 BB, 我 们 来 证 明 ay; + By: EB(1 )。 
由 于 yi，yE. 有 (7 )， 所 忆 存 在 Xx1， XX ,AE€ 多 (T)， 使 得 y1= [Xi1， y;,=T 了 Tx，。 而 由 于 
儿 (T) 是 欠 量 空间 ， 故 ax1 + Bx:€9(T )。 有 再 所 的 线性 性 可 得 


T(laxi+Px:)=aTxi+pPTX,=ay:+pby: 
因此 ayi + By:E 多 (T)。 由 于 y 1，》2€ 多 (了 ) 及 标量 都 是 任 到 的 ， 这 便 证 明了 及 (7 ) 是 一 


个 估量 空间 。 
(b) 任 选 .多 (了 ) 中 的 n+1 个 欠 量 yi1， Vsee Vnt1s 则 存在 xX1,X2o3**…* ,Xn11 EB(T) 多 
使 得 yi = 了 xi， y= Xs , Yr+ri= {Xtio 由 于 dimGg(7 )=n, 所 以 矢量 组 1xi， 


Xs "9 Xntl } 是 线性 相关 的 。 如 有 一 组 不 全 为 零 的 标量 { a1， CQ29 9 Qn+t! } ， 使 得 


QIX1I 二 CQoX 二 十 Ce+l 久 n+l 一 0 


由 于 人 是 线性 的 ， 且 了 0 = 0， 故 用 了 作用 在 上 式 两 奖 便 得 
TT (axit+aX, + et QnrtiXr+t1) 二 0Q1y1 十 Q2.Y2 + 十 Qnrly+li= 0 


从 而 证 明了 fy; ，y，…，y+l } 是 线性 相关 的 。 又 由 于 {yi， ya，…，yr 坟 是 在 罗 (7 ) 
赴任 取 的 ， 说 明 . 多 (了 ) 中 的 任 一 线性 无 关 组 所 包含 的 矢量 个 数 ， 都 不 会 等 于 或 大 于 n+ i。 根 
据 维 数 的 定义 ， 便 得 dim% (1 ) 所 n。 
(c) 任 取 x,，x,EN8(T)， 有 Tx1= 了 x, = 0。 由 于 了 是 线性 的 ， 故 对 任意 的 标量 
a， 有 都 有 
7 (cxi+px)=a7xi+p7x=0 


这 说 明 cxi+ pxsE.(7 )， 故 .fj(7 ) 是 一 个 矢量 空间 。 
证 明 中 的 (b) 有 一 个 值得 注意 的 直接 推论 ， 
线性 算 子 保持 线性 相关 性 。 
下 面 我 们 转 到 线性 算 子 的 六 这 个 问题 上 来 。 首 先 亚 记 住 ， 觅 射 了 若 对 定义 晓 中 的 两 个 不 
间 的 点 有 不 同 的 绷 ， 部 对 任意 的 Xi，xXyEG 念 (7 )， 
XXX 一 7 Yi MX， (4) 
或 等 价 地 
Tx,=Tx, xX),= xX, (4 ) 
则 荆 被 叫做 内 射 (injective》 或 一 对 一 的 (one-to-one)〉 。 在 这 种 情况 下 。， 存 在 上 映射 
T-1. BT )—2(T) : 
yo I™YX0 (yo= 1 x0) (5) 
它 映 每 个 y,€.% (7T ) 到 满足 Txo = yo 的 点 Xxo€ 多 (TT) 上 。 见 图 20。 映射 ~! 叫做 了 的 递 @。 


图 20 关于 映射 的 逆 的 示意 图 


显然 ， 从 式 (5) 可 得 
T-iTx=x + VYxEDIT) 
TT-iy=y Y yC. 轴 (7 ) 
在 研究 和 失 量 空间 上 的 线性 算 子 时 ， 情 况 是 这 样 的 ， 线 性 算 子 的 逆 当 且 仅 当 该 算 子 的 零 空 
闻 只 含有 零 矢 量 时 才 存 在 。 更 确切 地 说 ， 我 们 有 下 述 常用 的 判别 准则 。 
2 6-10 定 理 《〈 道 算 子 ) 设 无 和 了 是 两 个 实 的 〈 或 复 的 ) 矢量 空间 ，T: 多 (了 了 ) 一 了 是 一 


个 线性 算 子 ， 且 其 定义 域 允 (了 )CX， 值 域 多 (了 )GY。 则 
(oa) 道人 -1，. 多 (了 ) 一 入 (7 ) 当 且 仅 当 


Tx=0x=0 


时 才 和 存在 。 


eC 一 一 一 


@) 谈 者 要 想 复习 满 射 和 对 射 的 概念 ， 可 看 附录 1 中 的 A1.2， 其 中 也 包含 了 使 用 术语 * 乾 " 的 说 明 、 


ee D4. 


(b) 苔 了 1 存在， 则 了 -1 是 线性 算 子 。 
(Cc) 右 dim 多 (了 )=n<o 且 T 了 -1 存在，。 则 dim%(T)=dim(T )， 
IF 明 : (a) 假定 了 了 x =0 列 含 着 yx = 10。 仿 Tx1=7T Xx,, 因为 了 是 线性 的 ， 故 有 有 
7 (x1—x,)= Tx,-Tx,=0 
万 以 据 假 设 有 xi; 一 x，=0。 这 说 明了 x = x, 北 含 着 Xx | = XX,。 骨气 式 《4”) 知 ，/ -! 存 在 。 
及 之 ， 丰 了 “! 存 在 ， 则 式 (4*) 成 立 。 而 在 式 (4*) 中 置 x,=0， 从 式 (8 ) 便 得 到 
7 x1=70=0x,=0 
这 束 证 明了 (a) 。 
(pb) 假设 /2 存在， 我 们 来 证 明 它 是 线性 的 。 了 -的 定义 域 是 .有 (人 )， 而 据 定 理 2.6-9 
《9) 州 它 是 一 个 矢量 空间 。 我 们 考察 任意 的 x:，x:E 允 (T) 和 它们 的 象 


yi=7 xX) y= x 
WM ? 


= 了 -1y1 Xa = 13， 
丸 为 ! 是 线性 的 ， 所 以 对 任意 的 标量 w， 有 
ay1:+pPy,=aT xi+p7 YX，= 7 (ax + Bx,) 
又 因 x,;= 了 了 ~!y;，。 便 可 推出 
T-i(ay1 +hy:) =ax1+Px,=aT -1y, +PT-!y, 
从 而 正明 了 :是 线性 算 子 。 


(c) 据 定 理 2.6-9(b) 有 有 dim 多 (了 ) 委 dimS(7 ) 及 dim. 克 (7 - DSSdim2( 1)， 向 第 
二 个 不 等 式 即 dim 儿 (TT) 声 dim. 多 (了 7 了 )。 所 以 证 了 明 


TdimZ(T)= dim%(7 ), ~ 


最 后 我 们 给 出 一 个 算 子 乘积 求 逆 公 式 ， 它 是 很 
有 用 的 《读者 或 许 已 经 知道 算 子 为 方 阵 时 的 这 一 公 一 一 一 一 


i\) e 
2.6-11 引 理 〈( 羔 积 的 逆 ) 设 了 和 一 了 上 及 


(3S7) 
S: 了 六 Z 是 两 个 对 射 的 线性 算 子 ， 其 中 儿 ， 了 ， 
Z 是 三 个 矢量 空间 ( 见 图 21) 。 则 积 ST 的 逆 nl 
《>7)-1 站 存 在， 有 有 


(ST)-1=T-1S- C6) 
证 明 ， 算 子 S 人 ， >Z 是 一 个 对 射 ， 所 以 (ST)-! 存 在 ,因而 有 
ST (ST)-!=1, 
其 中 1; 是 Z 上 的 恒 等 第 子 。 上 式 两 端 左 乘 S$~! 并 利用 S-1S = Jr* (了 上 的 恒 等 算 子 ) ， 便 得 
S-1ST(ST)-1:=T(ST)-!= 9 1Tz= S7! 
. 55 。 


再 用 /一 : 左 乘 上 式 两 端 并 利用 二 -7 = 1x， 便 得 


T-1iT(ST)-i1= (ST)-!=T-!1S-! 
这 就 完成 了 证 明 。 
刁 题 
1. 证 明 ，2.6-2，2.6-3 和 2.6-4 中 的 算 子 是 线性 的 。 
2 证明， 分 别 由 
(S19 Se) |~> (£1, 0) 


(S19 $2) I> (0, 6,) 
(&1» 62) I> (£6,, $1) 
(S19 62) | 人 (751 62) 
所 定义 的 从 R? 到 R? 的 算 子 1,。 卫 ,， 了 Ts， 了 4 都 是 线性 的 ， 并 对 这 些 算 子 给 出 几何 解释 。 

3. 习题 2 中 各 个 算 子 的 定义 域 、 值 域 及 和 零 空 间 为 何 ? 

4. 在 习题 2 中 的 TT,。2.6-7 中 的 TT 和 了 ，，2.6-4 中 的 TT， 它们 的 零 空 间 是 什么 ? 

5. 令 了 :和 一 了 是 一 个 线 人 性 算 子 ， 证 明 过 的 子 空间 “在 《 之 下 的 得 是 一 个 矢量 空间 。 并 
和 zs 间 。 
藻 两 个 线性 算 子 的 积 (合成 ) 存在， 证 有 明 它 是 线性 的 。 

7. (交换 性 ) 。 设 是 任 一 矢量 空间 且 S$ 针 一 半 和 和 TX-> 外 是 任意 两 个 算 子 ， 荐 
ST = TS， 则 称 S 和 了 是 可 交换 的 。 也 就 是 说 ，3S 与 了 可 交换 意味 着 ， 对 一 切 xE 妹 ， 有 
(ST)x=(TS)x。 习 题 2 中 的 了 ,和 了 可 交换 吗 ? 

8. 用 2 x 2 的 矩阵 表 出 习题 2 中 的 算 子 。 

9 .在 2.6-8 中 的 y= 4x 用 分 量 写 出 ， 证 明了 是 线性 的 ， 并 给 出 例子 。 

10. 用 了 的 零 空 间 来 描述 2.6-10(c) 中 的 条 件 。 

11. 令 天 是 所 有 2 x 2 的 复 和 矩阵 构成 的 矢量 空间 ， 用 1 x= bx 来 定义 T， 姜 一 尖 ， 其 中 bE€ 
六 是 团 定 的 ，bx 表 示 通 常 的 矩阵 著 积 。 证 明了 是 线性 的 。 在 什么 条 件 下 了 :存在 。 

12.2.6-4 中 的 了， 其 逆 是 否 存 在 ? 

13. 令 T， 儿 (T)-> 了 是 一 个 可 逆 的 线性 算 子 。 着 {xi xz， 是 3 (1 中 的 一 
线性 无 关 组 ， 证 朋 { 7 xi， 7 了 Xiay eg Tx. } 也 是 线性 无 关 的 。 四 

14. 令 工 ， XX 一 了 是 一 个 线性 算 子 ， dimX= dimY = ne, 证 明 当 且 仅 当 了 - ! 存 在 
才 有 多 (T)= 了 。 

15. 海 虑 所 有 定义 在 RR 上 和 且 在 RR 上 处 处 在 各 阶 导 数 的 实 值 函数 构成 矢量 空间 水 。 用 
y(t) = Tx(1) =x/ (+) 来 定义 T， 久 一 六。 证 明 多 (T) 是 整个 和 ,但 了 ~! 不 存在 。 和 习题 14 
作 一 比较 并 加 以 评论 。 


§2.7 有 界 和 连续 线性 算 子 
| 读者 可 能 注意 到 ， 整 个 上 一 节 我 们 者 没有 用 到 范 数 概 念 。 而 这 一 节 结 出 的 基本 定义 ， 把 
” 范 数 也 考虑 了 进去 。 


* 56 。 


2.7-1 定 义 〈 有 界线 性 算 子 ) 设 兴 和 了 是 两 个 赋 范 空间 ， 而 了 :，22 (了 ) 一 了 是 一 个 线性 
算 . 子 ， 其 中 2(7)CX。 若 存在 一 个 实数 c ， 使 得 对 一 切 x€ 儿 (了 7 了) 都 有 


I Txl<elzl (1) 


成 立 ， 则 称 了 是 有 界 的 。 

在 式 (1 ) 中 ， 左 端 是 取 卫 上 的 范 数 ， 而 右 端 是 取 上 4 上 的 范 数 。 为 简单 起 见 ， 在 不 致 产 
生 混 乱 的 情况 下 ， 把 两 种 范 数 都 用 同一 符号 儿 。|| 表示 ， 在 这 里 用 脚注 (| xj。，j 7Tx||， 
等 ) 加 以 区 分 似乎 没有 必要 。 公 式 (1 ) 表明 ， 有 界线 性 算 子 把 多 (了 ) 中 的 有 界 集 合 鼎 到 了 
中 前 有 赛 集 合 上 。 这 正 是 “有 和 者 算 子 “这 一 名 字 的 来 源 。 

告 谨 ， 要 注意 ， 我 们 现在 所 用 的 “有 弄 “ 一 词 ， 征 和 微 积 分 中 不 同 的 。 在 那里 有 界 冰 数 
间 的 是 其 值 域 为 有 界 集 。 遗 憾 的 是 ， 这 两 个 术语 都 是 标准 的 ， 但 不 会 有 混淆 的 危险 。 

对 于 所 有 的 XE 多 (了 了 )， 使 得 式 《1 ) 总 是 成 立 的 最 小 可 能 的 c 又 是 什么 呢 ? [ 据 82.6 
式 (8) ， 对 于 x=0 有 7x=0， 所 以 可 热 开 x= 0 不 管 。) 用 上 x 去除 式 (1) 的 两 
端 ， 便 有 


Tx < (x-E0) 


这 就 表明 ，c 至 少 必须 有 关于 一 切 xE9(7T)-{0} 对 上 式 左 端 取 上 确 界 那 样 大 。 因此 ， 问 是 
的 回答 是 ， 式 〈1 ) 中 最 小 可 能 的 c 就 是 这 样 一 个 上 确 界 。 这 个 量 用 上 了 上 表示， 故而 有 


(T= sup x : 《2) 


xzE 多 (7) | x 

由 叫做 算 子 了 的 范 数 。 半 9(T) = {0 } ， 则 我 们 规定 上 隋 i =0, 在 这 种 (相对 来 说 
没有 意义 的 ) 情况 下 ， 据 8$2.6 式 (8) 7 了 70=0， 便 有 /7 = 0。 

注意 ， 将 c= | 天下 代入 式 (1)， 便 得 到 

| Tx| 委 区 上 x 中 : : : (3) 

这 个 公式 要 经 和 常用 到 。 

当然 ， 我 们 还 需 验证 式 (2 》 确实 定义 了 一 个 范 数 ， 这 就 是 下 述 引 理 要 做 的 工作 ， 

2.7-2 引 理 〈 范 数 ) 设 ! 是 2.7- 1 中 定义 的 一 个 有 界线 性 算 子 ， 则 


(c) 关于 了 的 范 数 有 一 个 等 价 的 定义 
1 7 了 四 (4) 
多 项 = 


(65) 由 式 〈2 ) 定义 的 范 数 满足 82.2 中 的 CN1)7 至 (Ad4) 。 
证 明 ， (oa) 记 上 x 上 =a,， 置 y=x/a， 其 中 x 记 0， 则 y= | Ja= 1 。 由 于 7 是 
线性 的 ， 所 以 式 〈2 ) 成 为 | 


什 到 = Sup ，- 一 7 一 Tx 1 = -Esb | T a/0 | 下， 上 全 
人 2 和 = 


将 右 端 的 y 再 换 成 x， 便 得 到 式 (4)., 
(6) CN1) 是 显然 的 ， 且 1 0 下 =0。 若 | T | =0， 对 所 有 的 xES 区 CT)， 便 有 站 了 工 x 
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= 0， 从 而 ZXx=0， 故 ! = 0 。 这 便 证 有 明 (CN2) 成立。 此外。 由 
sup | aTx)| =sup lal | Tx) = lal supl Tx 
x= 1 Hxll=1 由 xx 和 = 
其 中 xXE 邓 (7 )。， 证 明了 满足 (3) 。 再 由 
sup | (T+7,)x | =supl| Tix+{ ,x sup | Tx +supll 7 ,x | 
上 xx 有 = 工 旧 往 站 x=1 x=1 
其 中 xE 儿 (TT)， 便 证 明了 (N44) 。 


在 我 们 考虑 有 界线 性 算 子 的 一 般 性 质 之 前 ， 先 让 我 们 看 一 些 典型 的 例子 ， 这 对 我 们 进 一 
步 体会 有 界线 性 算 子 的 概念 有 好 处 。 


例子 
2.7-8 恒 等 算 子 ” 赋 范 空间 XX 声 {0} 上 的 恒 等 算 子 I: 六 > 义 是 有 界 的 ， 且 范 数 是 1 = 
1 (WL2.6-2)》。 


”2.7-4 零 算 子 ” 赋 范 空间 X 上 的 零 算 子 0， 久 一 了 是 有 界 的 且 范 数目 0 下 = 0( 见 2.6-3)。 
2.7-5 微 分 算 子 人 [50，1 于 的 所 有 多 项 式 构 成 的 赋 范 空间 ， 其 上 的 范 数 为 
| x = max x (1)| 。 


Tx(t)= x’ Cr) 


在 对 上 定义 微分 算 子 TT ， 其 中 “/” 是 关于 t 求 导 。 这 个 算 子 是 线性 的 ， 但 古 无 界 的 。 事 实 
上 ， 令 x,(1) = ,其 中 nEN。 则 x .=1， 且 


Tx.(t)=X, (1t)=nt""! 


所 以 上 Tx, =n 并 且 x, 中 /x =n。 由 于 nEN 是 任意 的 ， 这 就 证 明了 不 存在 固定 的 
数 c， 使 得 上 7Tx.ly/ xc 。 由 此 和 式 ( 1》 便 推出 7 是 无 界 的 。 

由 于 微分 是 一 个 重要 的 运算 ， 上述 结论 似乎 表明 无界 算 子 也 有 其 实际 的 重要 性 。 正 象 
我 们 在 第 十 章 和 第 十 一 章 所 要 看 到 的 那样 ， 情 况 的 确 如 此 。 在 我 们 详细 地 研究 了 有 界 算 子 的 
理论 和 应 用 之 后 ， 将 会 看 到 有 界 算 子 比 无 界线 子 要 简单 些 。 

2.7-6 积 分 算 子 ”我 们 能 够 用 


y= T x, 其 中 y(t) -| 有 it， r)X(r)cdr 
来 定义 一 个 积分 算 子 7， CL0, >CrC0, 1), 这 里 的 有 是 一 个 给 定 的 函数 ， 叫 做 了 的 村 
并 假定 它 在 +-z 平 面 上 的 闭 正方 形 G = J xy7 上 是 连续 的 ， 其 中 /= [0,19。 这 个 算 子 是 线性 的 。 
了 也 是 有 界 的 。 
为 了 证 明 这 后 ， 当先 注意 到 在 G 上 连续 将 含 着 是 有 界 的 ， 比如 说 ， 对 所 有 的 (1, 7) 
EC 有 人 (人 r)| 二 ko。， 其 中 ko 为 一 实数 。 此 外 ， 
|x (DI < max |x (#)| = | xi 


”因此 有 | z | 
: yl|=| Tx| =max | klts rt) x(t dr 
te 0 


<max( Rd，D Ix CD dr<e, xl 
fEJ -0 | 
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从 而 推 出 上 xj 和 Ro x 上 上， 在 (1) 中 取 c = &。。 便 证 明了 是 有 界 的 。 
“<.7-7 和 矩阵 一 个 7 人行 n 列 的 实 和 矩阵 A = (4y%) 用 
y= .AxX (5) 
能 定义 一 个 算 子 了 :，R 一 R， 其 中 x = (6)) 和 y= 07) 分 别 是 2 维和 > 维 的 列 和 拓 量 ， 农 2.6-8 
彤 样 ， 采 用 了 年 阵 飞 法 规则 。 用 分 量 表 出 ， 式 〈5 ) 使 十 
1 = 5 CHAR (j=]1s 2, 了) (5/) 


丹 为 和 隆冬 法 由 线性 运算 ， 所 以 了 直线 性 的 。 
! 也 十 有 界 的 。 
为 了 证 明 这 点 、 我 们 还 记得 在 2.2-2 中 ，R" 上 的 范 数 被 定义 为 
1 /2 


lx = ( 三品 ) 
R' 上 的 范 数 是 类 似 的 。 从 式 (5/》 和 $1.2 中 的 柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 (11》 ， 便 得 到 


2 ” 2 7 和 "2 r x NL/2/ an s V1/212 
ITxl*= Sn= 5 | 三 anés | <5 (5 at ) (5 5:) | 
二 x p> San 
注意 上 式 最 后 一 行 的 二 重 和 式 与 Xx 无关， 所 以 可 写成 如 下 形式 
1 Tx?<erlxl*， 其 中 ec:= an 
这 误 给 出 了 式 〈4 )》 ， 并 完成 了 7 是 有 界 的 十 明 。 
关于 和 矩阵 在 研究 线性 算 子 方面 的 作用 ， 我 们 将 单 用 一 节 《32.9) 来 研究 ， 其 有 界 性 其 
有 旧型 的 意义 。 正 象 后 面 所 述 ， 在 有 限 维 的 情况 下 ， 总 能 用 它 对 算 子 作 根 本 性 的 简化 。 
2 7-8 定 理 (有 限 维 ) ”基站 是 一 个 有 限 维 的 赋 范 空间 ， 则 入 上 的 每 个 线性 算 子 都 是 有 
界 的 。 
正明 : 设 dim 失 一 1s 并 设 {E19 E29 '*9 Cn } 是 入 的 一 个 基 。 任 取 : = 之 SiejiCE 和 人， 汽 
虚 卫 上 汐 任 一 线性 算 子 了 了 。 由 于 了 是 线性 的 ， 所 以 
ITxl= ISéTell<D ls Te,ll <max | Te, ll 5 1é 
(和 式 是 从 1 到 有 % 取 的 〉。 对 最 后 一 个 和 式 ， 应 用 引 理 2.4-1， 其 中 ay = 5 Xi = e;， 则 得 到 


[二 工 直 586 = 一 和 xl 
Cc C 
合 在 一 起 ， 使 有 


Tx <r lx 中， 其 中 p= 一 max 中 Te 


由 此 和 式 〈1) 便 看 出 地 征 有 界 的 。 
* bY 。 
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下 面 我 们 来 考察 有 界线 性 算 子 的 共同 的 重要 性 质 。 

算 子 既是 映射， 所 以 可 定义 它们 的 连续 性 ( 见 1.3-3) 。 对 线性 算 子 来 讲 ， 一 个 最 基本 
的 事实 是 : 连续 性 与 有 界 性 是 两 个 等 价 的 概念 。 其 详细 的 论证 如 下 ; 

设 人 了: (7) 了 在 任意 的 算 子 ， 不 必 是 线性 的 ， 其 中 2 多 (7 )CCX。 而 卫 和 了 是 两 个 斌 
范 至 间 。 根 据 定 义 1.3-3， 若 对 每 个 e 之 0, 都 存在 着 相应 的 5 之 0, 使 得 对 所 有 满足 jx->xo | 
<<3 的 xXE 防 (人 ) 二 有 

[x—-7xo |<e 


则 称 算 子 了 在 x。€ 儿 (T ) 连 续 。 若 了 在 每 一 点 xE 允 (7 ) 都 连续 ， 则 称 了 是 连续 的 。 
现在 假定 了 是 连续 的 ， 则 有 如 下 值得 重视 的 定理 。 
2.7-9 定 理 (连续 性 和 有 界 性 )》 设 ; 多 (了 7 了) 一 了 是 一 个 线性 0D 第 子 。 其 中 多 (了) 性 
文 。X 和 和 了 都 是 赋 范 至 四。 则 
(a) 了 连续 当 且 仅 当 下 有 界 
(b) 若 过 在 一 点 连续 ， 则 二 在 整修 定义 域 玉 (了 了) 上 都 连续 。 
证 明 :，，(a) 对 于 7 = 0 ， 情 况 古 明显 的 。 设 了 上 关 0 ， 则 | 到 上 六 0 。 假 定 下 是 有 界 的 ， 
来 若 虑 任 一 xsE 允 (T )。 设 给 定 了 任 一 > 0 。 由 于 全 是 线性 的 ， 所 以 对 每 个 满足 
lx—x, i <， 其 中 8 = -和 
KxXEZ(T), 都 有 
i Tx-Txol= T(x) HTH Hx -x <HT |S=e 
而 由 于 Xo€ 多 (7 ) 是 任意 的 ， 这 就 证 明了 了 工 是 连续 的 。 


友之， 假定 了 在 任 一 点 YXoE3 纪 (7 ) 都 连续 。 则 对 任意 给 定 的 e>>0， 孝 往 在 6>> 0， 使 
得 对 所 有 满足 上 x 一 x。 | <5 的 x€E 多 (TT)， 有 


| Tx- Tx,l<e 《6) 
现在 任 坡 多 ( 工 ) 中 的 一 点 y 太 0， 并 置 x = x。+ (8/ 上 yy 证 )y。 则 有 


0 
XC— Xo = (TT 
07THy” 


因此 外 x - x。 上 =8， 所 以 可 用 式 《6 ) 。 由 于 了 是 线性 的 ， 便 有 
Tx- Txol = Tx-x) =| T (ey) = Ty 
而 式 (6) 又 给 出 


必 
~ 7 


} 


@ 注意 。 遗 博 的 是 某 些 作者 把 连续 线性 算 子 由 做 “线性 算 子 "， 我 们 不 用 这 个 术语 ， 事 实 上 在 实用 上 很 重要 
的 线性 而 不 连续 的 算 子 是 存在 的 ， 在 2.7-5 中 已 给 出 过 例子 ,其 饮 询 钢 季 在 第 万 、 趟 一 章 电 研究 、 
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因而 有 
I Tyj < S [号 | 


在 取 c= e/5 之 后 ， 便 可 写 为 了 yj 二 c 上 帮 yy ， 此 即 证 明了 人 是 有 界 的 。 
(b) 由 (a》 的 后 半 部 分 证 明 可 知 ， 由 人 在 一 点 连续 意味 着 了 是 有 界 的 。 而 有 界 人 性 纺 含 
2.7-10 推 论 (连续 性 ， 零 空间 〉)  ” 设 了 和 是 有 界线 性 算 子 ， 则 
(a) Xu->X [YX XE (7 )] 编 含 着 Tx 一 xX 
(hb) 堵 空 间 . 广 (了 ) 是 闭 的 
证 明 : (c) 从 定理 2.7-9(e) 及 1.4-8， 或 直 搂 从 式 (3) ， 便 可 推出 当 ->co 时 有 
| Txs—- Tx = | T(x-x) TI x.-x||—0 


中 》 对 每 个 xE.V(T)， 都 存在 (了 T) 中 的 序列 (x,)，、， 使 得 xx， 见 1.4-6(a) 。 因 此 
本 内 论 的 (ga》 可 知 : Tx,> 了 x。 而 因为 了 Tx.。= 0， 故 Tx= 0， 所 以 xEA(T)。 由 于 
xEN(T) 是 任意 的 ， 所 以 YAY(T) 的 闭 的 。 

值得 注意 的 是 ， 有 界线 性 算 子 的 值 瑾 多 (7 了) 却 未 必 是 财 的 ， 见 习题 6 。 

谈 老 能 够 很 容易 地 证 明 另 外 一 个 极为 有 用 的 公式 ， 即 

| TT, RT ET" 和 计 区 人" n€EN (7) 
其 中 7T1，。 了，,， TT 是 三 个 有 界线 性 算 子 ， 分 别 是 ; 
T,: X->Y, T,: YZ, T: XX>X， 而 和 人， 7 和 字 是 三 个 赋 范 空间 。 

往 子 既是 映射 ， 有 关上 映射 @ 的 一 些 概念 都 可 以 进行 讨论 ， 特 别 是 算 子 的 定义 域 ， 值 域 和 
总 空间 。 还 有 另外 两 个 可 讨论 的 概念 《限制 和 延 拓 )〉 。 这 些 工作 本 来 可 以 提前 做 ，， 但 放 在 
这 几 更 好 一 后 ， 因为 能 江 见 络 人 出 一 个 有 趣 的 应 用 (下面 的 定理 2.7-11》。 首 先 让 我 们 从 定义 
算 子 的 相等 开始 。 

车 人 ,和 了 ;有 相同 的 定义 域 用 (了 = 多 (1 ,)， 并 且 对 所 有 的 <C2(， : )= 人 争 (T,) 都 
有 1 了! x= ,xX, 则 称 了 : 和 了 ,是 相等 的 ， 记 为 1 = 1,,. 

算 子 个，9(7) 一 上 在 子 集 卫 和 2 (T) 上 的 限制 用 

7 |s 
来 表示 ， 它 古 由 
T Io: B>Y, Tlix= 1%, yx€EB 


所 定义 的 一 个 算 子 。 
算 子 TT 到 集合 M 汪 多 (了 ) 的 延 拓 是 这 样 一 个 算 于 


TT, MY 使 得 全 jscr) = 二 二 


di 


@ 关于 这 些 概 念 的 复习 在 A1.2 中 给 嚼 ， 见 附 录 1。 


也 就 是 说 ， 对 所 有 的 xEZB(T)，%Fx= Tx [因此 了 是 包 在 乡 (7T) 上 的 限制 。》 

竺 多 (T ) 是 财 的 一 个 真子 华 , 则 一 个 给 定 的 了 可 有 很 多 的 延 拓 。 而 其 中 最 有 意义 的 通常 是 
这 样 一 个 延 拓 ， 它 能 保留 了 的 某 些 性 质 , 例如 线性 性 ( 若 了 是 线性 的 话 ) 或 有 界 性 ( 若 邻 (7 ) 韦 
沙 在 一 个 二 区 空间 中 ， 并 且 了 了 是 有 界 的 话 〉。 下 面 的 一 个 重要 定理 在 这 方面 其 有 上 典 型 的 意 
义 。 它 是 讲 一 个 有 界线 性 算 子 他 延 拓 到 其 定义 域 的 闭 包 多 (了 ) 上 ， 并 且 使 得 延 拓 算 子 名 仍 是 
线性 和 有 界 的 ， 甚 至 和 人 有 相同 的 范 数 。 这 个 定理 包括 了 把 算 子 从 赋 范 空间 所 的 一 个 稠密 子 
案 延 拍 到 整个 和 的 情况 ; 也 包括 了 把 汪 上 的 算 子 延 拓 到 汪 的 完备 化 立 〈 见 2.3-2) 上 的 俏 
况 。 

2.7-11 定 理 (有 界线 性 延 拓 ) 设 T 了 : 多 (TT) 一 了 是 一 个 有 界线 福 算 子 ， 多 (了 了) 落 在 赋 汽 

至 闻 飞 中， 而 志 古 一 个 已 拿 赫 空 间 。 则 二 有 一 个 延 拓 


到: ZT)—Y 
且 多 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 其 范 数 
人 = 


一 


站 我 们 考虑 任 一 xEB(7T)， 根 据 定 理 1.4-6(a)， 在 多 (人 ) 中 有 序列 (x。) 使 得 
X。 因 为 了 是 有 界 及 线性 的 ， 故 有 


| Tx Tra = Tix Xa) x | 
又 因为 《x%,》 收 人 级， 故 《 了 x。n) 十 一 个 柯 西 序 列 。 由 于 假定 了 上 十 宛 备 的 ， 所 风 (7 xs) 赴 
7 了 XuyECY 
_ 这样， 我们 就 可 用 
: Fx=y 
来 定义 名， 并 且 能 证 明和 的 定义 是 与 如 何在 多 (TT) 中 选取 收 钙 于 x 的 序列 (x。) 无 关 。 假 定 
XxX, 令 (va) = (X1， 19 %2» Zs “9 )y 刚 v。~>x。 而 根据 2.7-10(a)， (了 了 ze) 
是 收 敏 的 ， 并 且 它 的 两 个 子 序列 (了 x。》 狙 《7T > )》 应 有 相同 的 极限 。 这 就 证 明了 矿 在 每 一 
点 XES(7) 被 唯一 的 定义 。 | 
显然 ， 人 于是 线性 的 ， 并 是 对 每 个 XE€2B(T 了 TT) 有 Tx= 二 x。 所 以 于是 T 的 一 个 延 拓 。 现 利 
用 
外耳 委 才 开 于 玫 xj 
”并且 令 n->co， 则 有 了 了 xy= x。 由 于 江 数 x > 上 x 定义 了 一 个 连续 映射 《 见 § 2.2), 
”从 而 得 到 
: EA EA 
因此 人 是 有 办 的 ， 并 且 上 全 下 | 了 上。 然而 ， 由 于 范 数 被 定义 为 上 确 界 ， 所 以 在 延 拓 时 是 
会 减 小 的 ， 故 于 至 站 产 站 天下。 合 在 一 起 便 有 站 名 下 = 扑克 下 。 


ee 02 。 


过 题 
1 .证 明 (7 )。 
2 . 设 X 和 了 是 赋 范 空间 。 证 明 线 性 算 子 了 ， 有 一 节 当 且 仅 当中 和 中 的 有 界 集 为 子 击 区 柯 
和 定 有 界 改 Oo 
车 了 六 0 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 证 明 对 满足 下 xx 用 过 工 的 任 一 xE3 允 (7)， 都 育 严 格 不 


1 Tx 


4 .不 用 2.7-9(a)， 给 予 2.7-9(b) 一 个 直接 证 明 。 

5.1 下 明 : 由 y= (77) = {xX, 111 = 27 7]， %* = (所 定义 的 算 子 了 :， /一 1/” ”是 起 线性 和 有 界 
HY。 

6. (和 值 域 〉 证 明 有 界线 性 算 子 了 了， 一 了 的 值 域 多 (了 ) 在 了 中 未 必 是 闭 汐 。 提 示 ， 用 习 
题 5 中 的 了 。 

7. 〈 道 算 子 ) 设 了 是 一 个 从 赋 范 空间 和 到 赋 范 空间 了 上 的 有 界线 性 算 子 。 若 存在 正 数 
b 使 得 对 所 有 的 XE€XX 都 有 


| Tx | >b ll x | 
试 明 人 下 -1，Y 一 入 存在 且 赴 有 界 的 。 
8 .让 E 明 有 界线 性 算 子 了 ， 拒 一 了 的 道 了 -1:，. 多 (了 ) 一 人 未 必 有 界 。 混 示 ， 用 习题 5 中 的 
7 。 
9. 令 本 ，C [50，1] 一 C[50，1J 被 定义 为 
y(D = | (ndr 
求 罗 (7 了) 和 了 :: . 色 (7) 一 Cr0，1]， 人 -1 是 线性 和 有 界 的 吧 ? 
10. 在 CC00，12 上 分 别 用 / 
y(s)=s) x(t)dt y(s) = sx(s) 
来 定义 S 和 TT。 间 S$S 和 TT 可 交换 吗 ? 求 上 1 站， 下 > I 和 | ZS |。 
11. 设 是 RR 上 的 所 有 有 界 实 值 函 数 构成 的 赋 范 宇 间 ， 其 上 的 范 数 为 
上 x =sup jx 人 (bb 
ieR 
并 令 荆 ， 半 习 六 定义 为 
y(t)= Tx(t)=x(t— /A) 
个 延迟 ， 延 迟 时 间 为 4 ， 见 图 22。) 了 是 线性 的 屿 ? 是 有 界 的 吗 ? 
12，( 箱 了 泗 》 从 2.7-7 我 们 知道 ，r x % 阶 矩阵 和 女 = (cj 定义 了 一 个 从 R 到 R" 的 线性 算 
下 ， 其 中 R" 和 RR' 分 别 是 所 有 * 元 实 序 组 和 7r 元 实 序 组 所 构成 的 矢量 空间 。 假 定 分 别 在 R_ 和 
R: 1 仁 痘 给 定 了 范 数 上 。 外 :和 站 ， 中。 还 记得 》2.4 二 题 10 中 ， 总 在 xz (固定 ) 防 定 阵 
各 D3 半 


x(D 一 延迟 线 [了 y(t) =x 人 -的 
于 一 em 


图 22 电器 延迟 线 


空间 Z 上 给 出 各 种 范 数 。 对 于 Z 上 的 范 数 | 。|| ， 若 有 
1 Ax lS A x, 

则 称 让 。| 与 外 中 1 及 是。 中 :是 相 容 的 。 证 明 由 
| AN =sup ll Ax la/ lz 


X 关 0 
所 定义 阅 范 数 和 j。 1 ，|。 站 : 定 相 容 的 。 这 个 范 数 常常 叫做 由 外。 站; 和 |。 上 > 定义 的 
自然 范 数 。 若 我 们 远 站 x ;= max si 和 上 yj ,= max lm ， 证 明 这 时 的 自然 范 数 为 


4 =-max > [ai 
13. 正明 ， 在 2,7-7 中 置 r = n， 由 
4 =-(2,， 5 on) 


定义 了 一 个 相 容 的 范 数 ， 但 对 于 n>1， 它 不 是 由 R" 上 的 欧 几 里 德 范 数 所 定义 的 自然 范 数 。 
14. 若 在 习题 12 中 选取 

jx Sly 
证 明 由 

IAN =max 5 los 

A j=1 

定义 了 一 个 相 容 的 范 数 。 
15. 证 明 : 对 于 r = 2， 习题 14 中 的 范 数 就 是 相应 于 访问 题 中 站， 站: 及 上 首 的 自然 范 
数 。 


§ 2.8 线性 泛 函 


活血 不 过 是 值 域 落 在 实 直 线 R 上 或 复 平面 C 内 的 一 个 算 于 而 已 。 泛 函 分 析 这 一 分 支 最 初 
是 分 析 研究 泛 函 的 。 此 后 由 于 它 经 常 的 出 现 ， 所 以 就 用 特定 的 符号 来 表示 它 。 这 里 我 们 用 小 
写字 母 /，g，h，…… 等 表示 江 孙 。f 的 定义 域 和 值 域 分 别 用 多 (f) 及 多 (f) 表 示 ，f 在 x€ 多 (f) 
的 值 用 带 有 括号 的 / x) 表示 。 
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一 一 


泛 函 是 算 子 ， 所 以 已 有 的 定义 皆 可 使 用 。 由 于 我 们 经 常 郑 虑 的 泛 函 是 线性 和 站 界 的 ， 所 
以 需要 特别 强调 下 面 两 个 定义 : 

2.8-1 定 义 〈 线 性 泛 函 ) ”线性 沁 滔 了 是 一 个 定义 域 落 在 矢量 空间 瑟 中 ， 而 值 法 落 在 站 
吕 标 显 城 K 中 的 线性 算 子 ， 因 而 


/: 2Z(f)—>K 
人 证 为 实 空间 ， 则 K = Ri 洛 兴 为 复 空间 ， 则 K = C 。 
2.8-2 定 义 〈 有 界线 性 泛 函 )》 ” 有 界线 性 江 函 f 是 一 个 定义 域 多 (f) 落 在 证 范 空间 半 忠 ， 


而 其 值 域 多 (了) 落 在 XX 的 标量 域 中 的 有 界线 性 算 子 ( 见 定义 2.7-1) 。 因 而 对 所 有 的 x€9(f)， 
存在 实数 c ， 使 得 


|f (x)| cell x (1) 
此 外 ，x 的 范 数 〈 见 $2.7 中 式 《2)) 为 
f=suplf(x)| /lx 
“Ef) 


(2a) 
| f= sup |f (x)l 
ES (1) : (2b) 
3$ 2.7 中 的 式 《 38 〉》 意 上 昧 看 
lf C(x) ef 中 x 《3) 


而 定理 2.7-9 的 特殊 情况 是 

2.8-3 定 理 连续 性 和 有 界 性 》 定义 域 久 (1j/) 落 在 赋 范 至 间 中 的 线性 迄 函 ， 当 且 仅 当 有 
田 时 是 趟 组 的 。 

例 十 

2.8-4 范 数 ” 赋 范 空间 (X，||。1) 上 的 范 数 角 。| 儿 :上 兴 一 R 是 六 上 的 一 个 泛 顶 ， 但 
不 是 线性 的 。 : 

2.8-5 点 积 ”通常 的 点 积 ， 如 果 一 个 因子 保持 不 变 ， 便 通过 


f(x)=é1Q01 +E202+6sas 
定义 了 一 个 泛 函 f: R: 一 R， 其 中 a= (a,) ER 固定 不 变 。 
f 是 线性 的 ， 并 且 是 有 界 的 。 事 实 上 ， 
f(x) = lxz。sdl 委 xial 


若 对 上 面 不 等 式 关 于 所 有 范 数 等 于 1 的 xx 取 上 确 界 ， 便 由 式 (2b》 推 出 上 fi 志 a。 男 
一 方面 ， 取 x = c， 并 利用 式 〈8 ) 全 有 


1fi 守 - [fo — all? = lilall 


站 el Lal 


因此 f 的 范 数 是 f= Dall。 
2 8-6 定 积分 ”我 们 知道 ， 在 微 积分 中 一 个 函数 的 定 积分 征 一 个 数 。 然 厕 , 当 被 积 通 数 看 
es。 65 。 


作 是 在 某 一 函数 空间 变化 时 ， 情况 就 完全 不 同 了 。 而 这 时 定 积分 成 为 定义 在 该 函数 空间 上 的 
泛 函 了 。 我 们 也 把 它 叫 做 请 如 果 我 们 选 的 了 国 数 空间 是 CCe，b]， 见 2.2-5， 则 /定义 为 


/xz) = 上 xdt xECLa, by 
f 是 线性 的 。 现 证 /也 是 有 界 的 ， 并 且 fl =b~a。 
事实 上 ， 令 J = [a，bJ]， 并 且 记 住 C fa，bJ 上 的 范 数 ， 便 能 得 到 
1 人 
fC) =|| f(atl< tb -omax Ix CD = Cb-a) lx 


上 式 关 十 折 有 汇 效 等 于 1 的 x 取 上 人 确 界 ， 便 得 fb 一 a。 为 得 到 上 之 b 一 a。 只 要 取 特 
浙 的 点 x =xo= 1， 并 注意 上 x。 中 = 1 ， 上 骨 利 用 式 〈 8 ) 便 到 得 


6 
171> EL fr) = dt=b-e 


xo | 


2.8-7 空 间 4 [a，b Cr5a，b] 上 的 另 一 个 在 实用 上 也 很 重要 的 泥 函 是 按 下 述 方式 得 到 
的 ; 三 选 定 to€Y = Kae，b]， 并 秆 


/1(%)=x(t,), XEC [a, by 
则 f 1 足 线 性 且 有 界 的 ， 其 范 数 fi 上 = 1。 事 实 上 ， 有 
/ ffi) = lx lx 


关于 所 有 范 数 等 于 1 的 x 取 上 确 界 ， 根 据 式 (2 ) 便 推出 fj 中 二 1、 另 外 ， 对 于 x。= 1， 
有 xo 上 = 1， 从 式 《8) 可 得 到 
[fii|f (x0o)| = 1 


2.8-8 空 间 !* 在 和 希 尔 伯 特 空间 1 《 坟 1.2-3〉 上 ， 通 过 选取 a = (a,;) E11:， 并 置 


f (X) = 太 SC 
其 中 x = (561) E71?， 便 可 得 到 一 个 线性 泛 函 f。 根 据 $1.2 中 的 柯 西 - 许 瓦 北 不 等 式 (11) ( 关 
于 7 从 1 到 co 取 和 式 》 有 / 

|f (x)| = |Béia;l BD 1s lad <vV.S se? Slel?* = x) jall 


这 便 证 明了 级 数 (x) = 怠 吉 a 是 绝对 收 化 的 ，f 是 有 界 的 。 


定义 在 一 个 和 失 量 空间 X 上 的 所 有 线性 泛 郊 的 集合， 也 能 作成 一 个 矢量 空间 。 这 一 事实 有 
其 根本 的 重要 性 。 这 个 空间 用 郑 * 表 示 ， 并 且 岂 做 天 的 代数 O 对 个 空间 ， 矢量 空间 Xs# 上 的 代 
数 运算 以 自然 的 方式 定义 为 ， 两 个 泛 函 请 与 的 和 太 + 了 ,是 这 样 的 泛 函 s， 它 在 每 个 xEX 
“上 的 值 为 : 

| s(x)=(f1+f,) (x) = f(x) +f, (x) 


@ 注意 ， 这 个 定义 没有 涉及 范 数 。 由 定义 在 X 上 的 所 有 有 界线 性 泛 函 构成 的 所 谓 对 偶 空 间 X' ， 将 在 § 2.10 中 
研究 ， 
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ca 与 泛 图 /的 积 cj 是 江洲 p， 它 在 xE 光 上 的 值 为 
p(X)= (af) (x)= af (x) 
计量 ， 这 与 通 币 因 数 加 法 及 函数 与 常量 的 磁 法 是 一 致 的 。 
我 们 还 可 进一步 芳 虑 兴 #* 的 代数 对 个 〈A*)*# 其 元 素 古 定义 在 兴 < 上 的 线性 江 评 。 我 
们 把 《各 ”)“ 记 为 儿 ””， 并 叫做 兴 的 二 次 代数 对 偶 空 间 。 
为 什么 芝 考 虑 怀 天 呢 ? 原因 年 我 们 能 够 得 到 A 与 4 举 之 间 的 一 个 重要 而 有 趣 的 关系 ， 
具 休 如 | 。 我 们 选 定 记 瑟 : 


空间 一 般 元 素 在 一 点 的 值 
用 | Xx | 一 
Xe | f f(x) 
x | 


g(f) = g.(f) = f(x) (x€E 久 固定 ，f EX* 变 化 ) (4) 
则 便 得 到 定义 在 匀 * 上 的 一 个 线性 泛 孙 gE 久 北 。 脚 注 x* 是 让 大 家 记 住 ， 我 们 是 利用 一 个 x*EX 
而 得 到 的 9。 细 心 的 读者 会 看 出 ， 这 里 /在 改变 ， 而 x 征 固定 的 。 牢 记 这 一 点 ， 对 理解 这 里 的 
了 下 完 十 很 有 和 帮助 隐 。 
gs(af1+PBfs)= (af 1 + Pf) (x)=afi(x)+pBf,(x)=ag9(f1)+ pg:(,) 
可 以 看 出 。 因 此 根据 XX 的 定义 州 g:EX 
对 每 一 个 x， 都 有 一 个 gE 关东 与 之 对 应 ， 这 就 定义 了 一 个 上 映射 C; A 和 
Xo9 
Ci 做 羡 到 A 的 典范 映射 。 
四 于 C 的 定义 域 和 是 矢量 空间 ， 而 又 有 
C (ax +PBy)(f)= gres (f)=f (ax +pPy)=af (x)+p(y) 
~=ag(f)+pPoy(f)=a(Cx)(f)+B(CYy)(f) 
=(aCx+pC yy)(f) 
所 以 C 是 线性 的 。 有 了 时 也 把 C 叫 做 羡 到 钱 "* 的 标准 嵌入 。 为 了 理解 这 个 术语 和 它 的 来 历 ， 首 
先 来 盖 明 同 构 的 概念 ， 它 具有 普遍 的 意义 。 

我 们 的 任务 之 一 是 研究 各 种 空间 。 所 有 笠 间 的 共同 点 是 它们 都 有 一 个 基 集 入， 和 在 和 上 
规定 的 一 个 “结构 ”。 对 于 度量 空间 、 这 个 结构 就 是 距离 ， 对 于 矢量 空间 ， 这 个 结构 由 两 种 
代数 运算 形成 ， 而 对 于 赋 范 空间 ， 其 结构 十指 两 种 代数 运算 和 范 数 。 

给 定 两 个 同类 型 的 空间 4 和 广 〈 例 如 两 个 矢量 空间 ) ， 弄 清楚 A 与 主 是 否 “本质 上 等 
同 ”， 这 十 很 有 意义 的 。 所 请 本 质 上 等 同 ， 就 是 说 和 与 各 至 多 在 它们 的 元 素 特 征 上 有 所 不 
司 ， 而 其 余 的 都 一 样 。 如 果 征 这 样 ， 我 们 就 能 够 把 A 与 入 看 作为 一 个 空间 ， 或 看 周一 个 衬 闻 
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的 两 个 拱 贝 。 我 们 总 是 把 结构 当 作 研 究 的 基本 对 象 ， 而 元 素 的 具体 特征 则 不 足 为 论 。 这 种 研 
充 问 是 中 方式 方法 是 经 常 出 现 的 ， 这 也 是 我 们 提出 同 构 概 念 的 出 发 点 。 按照 定义 ， 同 构 就 是 
不 到 入 小 的 一 个 保持 结构 的 对 射 。 

因此 ， 度 景 空间 六 = ( 计 ，d ) 到 度量 空间 六 = (入 ，2) 的 同 构 个 是 保持 距离 的 一 个 对 
射 ， 咎 对 所 有 的 x，yE 和 X， 有 ， 

d(Tx, Ty)=d(x, y) 


这 时 称 久 与 站 同 构 。 与 定义 1.6-1 中 引进 的 等 距 对 射 相 比 ， 并 没有 什么 新 的 东西 ， 只 不 过 换 
了 一 个 名 字 而 已 。 有 所 更 新 的 征 下 述 定义 。 

从 批 空间 外 到 同一 个 域 上 的 另 一 个 矢量 空间 他 上 的 同 构 了 了， 是 保持 矢量 空间 两 个 代数 运 
算 鸭 一 个 对 射 ， 因 而 ， 对 所 有 的 Xx、yE€X 和 标量 a 


T(x+y)= Tx+Ty TT(ax)=alx 


也 就 是 ， 了 7: 气 一 总 为 一 个 对 射线 性 算 子 。 这 时 说 误 和 从 是 同 构 的 ， 并 把 友和 六 称 作为 同 构 
的 天 说 空间 。 

对 于 凡 范 空间 的 司 构 ， 它 除了 是 矢量 空间 之 闻 的 一 个 同 构 外 ， 还 要 求 它 保持 范 数 。 其 详 
细 的 研究 放 在 $2.10 中 。 因 为 在 那里 要 用 到 这 个 同 构 的 概念 。 有 眼下 我 们 就 能 够 应 用 矢量 空间 
的 同 构 米 研 究 [ 司 题 。 

训 以 证 朋 标 准时 射 C 是 一 个 内 射 。 岂 于 CC 是 线性 的 ( 见 前 面 )》， 所 以 它 是 站 到 %(C)C 
及 二 的 一 个 同 构 。 

27 针 和 人 矢量 空间 六 的 一 个 子 空间 同 构 ， 则 我 们 说 芋 是 可 姐 入 到 了 中 的 。 因 此 ， 可 柑 入 
到 和 一 中 ， 而 CC 又 叫做 兴 到 < 一 的 标准 散人 。 

C 是 满 射 (因此 是 对 射 》， 则 .多 (C)= XX"”“*， 这 时 称 针 古代 数 自 反 的 。 在 下 一 节 我 们 

将 证 明 : 若 么 是 有 限 维 的 ， 则 各 征 代数 自 反 的 。 
涉及 到 范 数 及 导致 赋 范 空间 自 反 性 概念 的 类 似 讨论 ， 在 有 了 适当 的 工具 (特别 古 著 名 的 
议 因 - 巴 拿 蒜 定理 〉 之 后 再 给 出 〈 在 》4.6 中 ) 。 | 


习 题 
1. 证 明 2 .8-7 和 2.8-8 中 的 泛 函 是 线性 的 。 
2 .证 明 由 下 式 
f 1 (x) = x(t)yoltdt (y,ECCa, 6)) 


f:(x)=ax(a) + px 人 (6) (ga。 刀 固定 ) 


在 CCc， 扑 上 定义 的 浸 函 都 是 线性 和 有 界 的 。 
3.C[-1、1 上 的 线性 泛 问 /定义 为 


起 1 
fx) =| xDat- | xDdi 
一 人 e 
求 /的 范 数 。 
® GO8 。 


4 .证 明 
fi1(x) = max% (1) 
/=[a, 6) 
f, (x) = minx (i) 
和 Co， 们 上 定义 了 两 个 汉 函 ， 它 们 是 线性 的 史 ? 有 界 吕 1 
5. 证 明 ， 在 任 一 序列 空间 XX 上， 都 能 够 用 f(x) = 5&，。(n 固定 ) ， 其 中 x= (4;)， 求 定义 
一 个 线性 泛 国 。 若 站 = 让 ， 问 f 症 有 界 的 吗 ? 
6. (空间 C’'[a, 65]) 空间 Cifas 站 或 C'[a, 四 是 了 = 5ao， 的 上 的 所 有 连续 可 微 时 
数 构 成 的 赋 范 空间 ， 其 上 的 范 数 定义 为 


[xi =max |x(t) |+max| x’ (i)| 
EJ 1€EJ 


证明 上述 定 义 满足 范 数 公 理 。 证 明 f (x) =x'(c)，c= (Ga+pb)/2， 在 C7 [ao， 的 上 定义 了 一 个 
行 界线 性 泛 冰 。 在 把 所 有 连 生 续 可 微 函数 的 集合 视 作 me， 的 的 子 空 间 时 ， 上面 定 义 的 /不 再 
年 有 界 的 ， 试 证 明之 。 

7. 若 ff 是 赋 范 空间 上 的 一 个 有 界线 性 泛 沙 ， 间 了 是 有 界 的 吗 ? 是 线性 的 吗 ? (了 大 
f 的 复 共 圈 。 

8. .要 王 同 ) 集合 M*CX* 的 零 空 间 AV(M") 定 义 为 


.TCM = {xEXIf(x)=0, YEM"} 


证明 . 广 (4f 7 ) 是 一 :个 矢量 至 间 。 
9 . 设 /< 0 是 矢量 空间 天 上 的 任 一 线性 泛 函 ， 而 x。 是 和 一 - 扩 (j) 中 任 一 固定 的 元 素 ， 

人 (有) 是 的 零 空间 。 证 明 任 一 xEXX 都 有 唯一 的 表示 x = cxe+y， 其 中 yE.A(1) 。 

10 .1 正明 ; 在 习题 9 中 ， 两 个 元 素 x1 9 网 2 E 和 失当 卓 仅 当 f (x1) 一 f (x.,) 时 ， 它们 属于 商 
空间 半 / 了 (了) 的 同一 个 元 素 ， 证 有 明 codimA(f) =1( 见 832.1 习题 14) 。 

11. 证 明 ， 定 义 在 同一 矢量 空间 上 并 且 有 相同 零 空 间 的 两 个 线性 泛 消 f1 半 0 和 ;二 0 必 
定 成 比例 。 

12.〈 超 平面 ) 若 了 是 矢量 空间 和 的 于 至 间 并 且 codimy - = 1 《 见 $32.1 习题 14)〉， 则 
筷 / 了 中 的 每 一 个 元 素 都 叫做 平行 于 了 的 一 个 超 平面 ,证明 ， 对 于 多 上 的 任 一 线性 泛 活 f 二 
0 ， 信 合 


Hi= {xEX |f (x)=1} 

一 个 平行 于 /的 零 空 间 . 广 ( 廊 的 超 平 面 。 

13. 闪 了 是 矢量 空间 半 的 一 个 子 空间 ， 并 且 f 是 站 上 的 一 个 线性 沁 函 ， 但 (了 ) 不 是 整个 
的 《〈 区 的 ) 标量 域 。 证 明 :; 对 所 有 的 y€Y 有 f(y)= 0。 

14 .证明 赋 范 空 间 蕊 上 的 有 界线 性 泛 函 < 0 的 范 数 fj 在 几何 上 能 解释 为 从 原点 到 起 
平面 媚 , = {xEX |f (x) = 1} 的 距离 5= inf{ x 吓 jf (x) = 二 的 倒数 。 

15. 〈 半 空间 ) 设 f 志 0 是 实 赋 范 空间 了 上 的 一 个 有 界线 性 泛 孙 。 则 对 任意 标 量 ce， 有 起 
平面 万 。= {xEX |f (x) =c}， 并 且 太 。 可 确定 两 个 半空 间 


Ye1= {x If (x) Sc} 和 Xe, = {x [|f (x) 之 c} 
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征明， 单位 球 落 在 4c: 中 ， 其 中 c= fi， 但 不 存在 8> 0， 使 得 半空 间 X ec ， 其 中 c= 
上 一 s， 含 有 该 域 。 


S 2.9 有 限 维 空间 上 的 线性 算 子 和 泛 函 


_ 有限 维 的 矢量 空间 既然 比 无 穷 维 的 矢量 空间 简单 ， 自 然 就 要 问 ， 相 对 于 这 些 空间 上 的 线 
性 算 子 和 泛 函 能 够 作出 怎样 的 简化 ? 这 正 是 要 研究 的 问题 。 如 果 搞 清 了 和 矩阵 在 研究 有 限 维 矢 
量 空 XY 上 的 线性 算 子 以 及 XX 的 代数 对 偶 六 * ($2.8) 的 结构 方面 所 起 到 的 作用 。 也 就 对 问 
题 作 出 了 问答 

正 梨 下 面 靖 明 的 那 梓 ， 有 限 维和 最 空 间 上 的 线性 算 子 可 以 用 距 阵 来 描述 。 按 这 一 方法 ， 
矩阵 便 成 为 研究 有 限 维 矢量 空间 上 线性 算 子 的 最 重要 的 工具 。 要 理解 我 们 目前 研究 的 全 部 含 
义 ， 还 应 该 记 住 定理 2.7-8。 其 详细 论述 如 下 。 

没 半 和 Y 是 同一 个 域 上 的 两 个 有 限 维 的 矢量 空间 。 而 了 :一 了 是 一 个 线性 算 子 。 选 定 
外 的 一 个 基 巨 = {e1，es，*…en} 和 了 的 一 个 基 B = {6b1，bs，*…b,}， 这 些 矢量 一 旦 按 一 定 的 
次 序 排 定 后 就 不 再 改变 。 则 每 个 x<EX 都 有 唯一 的 表示 。 


X=Eiel ECs + e000 Een C1) 


由 于 了 直线 性 的 。 所 以 % 的 象 为 
y= Tx= T(3ée)= Zé Te) (2 ) 


由 于 表达 式 〈1 ) 是 唯一 的 ， 所 以 我 们 的 第 一 个 结论 是 ， 
凌 个 基 人 矢量 el1，e@ss sg e, 的 象 y = Te,z 给 定语， 了 了 便 唯 一 地 被 确定 。 
因为 y= 了 x，y = 7 ex 都 属于 了 ， 所 以 它们 也 都 有 唯一 的 表示 


y= DS nob; 《3a ) 
i=1 z | z z z 


Te, = 3 ob 和 C36) 
将 式 《3) 代入 式 (2) 便 得 
y= DB Mb 3 ETo= SED rb- 2 (2 rns) 
: 时 于 {bs bs "> b， } 是 一 个 线性 无 关 组 ， 所 以 在 等 式 丙 映 关 于 b; 的 系数 应 该 相同 , 部 
凡 = 广 TjhChS j=1s 29 “9 7 (4) 
这 就 给 出 下 一 个 结论 ， 
x = 2 ie 的 象 y?= TX = 三 nbi 能 够 从 式 〈4 ) 得 到 。 


人 *， 


注意 ， 式 (36》 中 对 ri 的 求 和 指标 7 不 是 通常 的 位 置 ， 但 为 了 得 到 式 《 4 )》 中 求 指 和 
怀 的 通常 位 置 ， 这 是 必要 的 。 
式 《 和 4) 中 的 系数 构成 一 个 + 行 n 列 的 的 矩阵 
Tes = (Ty41) : 
将 久 的 基 E 和 了 的 基 8 给 出 ， 并 按 某 一 确定 的 次 序 排 定 后 〈 虽 可 任意 排列 ， 但 排 定 后 就 不 再 
改变 ) ， 则 和 矩阵 Tes 由 线性 算 子 了 唯一 地 确定 。 我 们 还 说 矩阵 了 :是 算 子 了 关于 这 两 个 基 的 


一 个 表示 。 
通过 引进 列 矢量 = (&,) 及 = (m)， 就 能 将 式 (4 》 用 矩阵 表示 
y= {rss (4’) 
类 似 地 ， 式 (35) 也 能 号 成 矩阵 形式 
Te= :Bb (3b’) 


其 中 Te 是 以 Te!，Te,、.…，、Te, 为 分 量 的 列 和 撩 量 〈 每 个 了 Te, 本身 也 是 一 个 矢量 ) ， 而 6 是 
以 51，62，*…，6, 为 分 量 的 列 矢量 。 而 由 于 在 式 (35) 中 是 关于 第 一 个 指标 / 求 和 ， 在 式 
(4 〉 中 关于 第 二 个 指标 & 求 和 。 所 以 我 们 必须 用 了 :s 的 转 置 T 3。 

我 们 的 讨论 表明 ， 线 性 算 子 了 关于 给 定 的 基 玉 和 基 BB， 有 唯一 的 矩阵 表示 。， 其 中 基 忆 和 
基 B 的 矢量 是 按 固 定 的 次 序 排列 的 。 反 之 ， 任 一 7 行 n 列 的 矩阵 关于 半 和 了 给 定 的 基 E 和 基 
B， 都 可 以 确定 一 个 线性 算 子 (也 可 见 2.6-8 和 2.7-7。) 

让 我 们 转 到 成 上 的 线性 泛 函 方面 来 ， 这 里 dimaX =n。 象 前 面 一 样 ， 假 定 { @1，e:,*， 
e,} 是 碟 的 一 个 基 。 在 前 一 节 我 们 已 经 知道 ， 这 些 线性 泛 函 构成 蕊 的 代数 对 偶 空 站 关 *。 对 
每 个 线性 泛 函 f 和 每 个 x = 上 1e/ EX， 都 有 


f (x) =f( 5 5iei)= 5 éf (e)) = 之 57Q1 (5a) 
j= 1 je iel  . 
其 中 
a1= f (e)) 1= ls 2» 。e 1 , (5b) 


并 且 f 由 它 在 六 的 名 小 基 矢 量 e:。 ea， co e. 上 的 值 ci， Co Lo c. 所 唯一 确定 。 
反 过 来 ， 每 给 定 ? 个 标量 CI Qss 9 Cny 由 式 (5) 可 以 唯一 地 确定 X 上 的 一 个 起 
函 。 特 别 是 ， 若 我 们 把 * 个 标量 分 别 取 为 
(1, 0， 0， "os 0 0) 


(C0, 1s 0， *e8 9 0s 0) 


(0, 0, 0»> ***， 0， 1) 


根据 式 《5 ) 便 给 出 个 泛 函 ， 我 们 分 别 用 f1，f:，…，f, 记 之 ,它们 在 基 矢 量 上 的 取 值 为 
frl(ei)=601= 、 (6) 


。71 。 


也 就 十 1 ;在 第 个 基 矢 量 上 的 取 值 为 1 、 而 在 其 余 mn--1 的 基 矢 量 上 的 取 值 为 稚 。84 叫做 殉 
罗 杂 殉 de lta。 而 {1j/，j/，…，j 帮 叫做 基 {fer，er，…e ) 的 对 偶 基 。 通 过 下 面 的 定理 
名 证 朋 其 正确 性 。 

2.9-1 定 理 (X" 的 维 数 ) 设 半 是 一 个 n 维 的 矢量 空间 ， 尼 = {ej，es。*…，。e:} 为 水 的 
一 个 基 。 则 由 式 《 6 ) 给 出 的 玉 = {fi1，f2，…，f,} 是 到 "的 一 个 基 ， 且 dim 和 有 = dim 兴 ” 
二 1。 


证 明 ， 先 证 是 一 个 线性 无 关 组 。 为 此 ， 设 

SBfilx)=0 (xEX) C7) 
以 x=e: 代 入 ， 便 有 

Ebfsle)= 5 pds=p,= 0 


所 以 式 (7 ) 中 的 B 丝 和 等于零 。 再 证 有 明 每 个 1€EX* 者 能够 唯一 地 用 矿 中 的 元 线性 表 出 。 如同 
式 《(56〉，、 我 们 记 f (ej) = as。 根 据 式 《54a》〉， 对 每 个 XE 让 ， 有 


f(x) = 2 S101 


和 而 另 一 方面 ， 根 据 式 (6 ) 又 可 得 到 
jxX)= lel+。e 十 ces) = 5 
f (x) = 5 Qf i(X) 


因此 上 的 任 一 线性 泛 函 /可 用 f 1，f。。-…，f, 唯 一 的 表示 为 
f= aifitasf,+: se 十 0, 了 了。 


”为 了 能 给 出 这 个 定理 的 一 个 有 趣 的 应 用 ， 首先 让 我 们 来 证 明 -个 引 理 (关于 任 一 赋 范 空 
闻 也 有 一 个 类 似 的 引 理 ， 在 4.4-3 中 给 出 。 

2.9-2 引 理 〈 堆 矢量 ) ” 设 XX 是 一 个 有 限 维 的 矢量 空间 。 若 x,EX 对 一 切 fEX* 都 有 
f(xo) = 0, 则 xo = 

正骨 ， 设 {Ee1s E29 oo en } 是 计 的 一 个 基 ， 并 有 旦 x， = Déoress 则 式 (5) 成 为 


f (x0) = 这 S01Q1 


所 假设 ， 对 每 个 FEX ”都 有 上 (Xn ) 一 5 E010i = = 0， 也 就 是 对 每 先 定 的 个 标量 01， Qs “oe, 
a 都 有 bo1a1= 0。 改 根 据 方程 组 的 理论 ， 所 有 的 全 , 卷 必 定 为 零 。 从 而 证 明了 x。= 0 。 


利用 这 个 引 理 ， 可 以 得 到 


se 


rr 一 


2.9-5 定 理 〈 代 数 自 反 性 ) 每 个 有 限 维 的 矢量 空间 都 龙 代 数 自 反 的 。 
证 明 :， 在 前 一 节 研 究 过 的 标准 有 鼎 射 C， 六 习 钱 "* 是 线性 的 ,所谓 Cx。= 0， 按 照 C 的 定 
义 对 每 个 /EX*， 都 有 


(CX0)(f)= 90(f)=f(x0)= 0 


而 再 根据 引 理 2.9-2。xu = 0 。 因 此 从 定理 2.6-10， 便 推出 且 射 C 有 道 C-!，. 罗 (CC ) 一 从 : 
其 中 更 (CC) 是 C 的 值 域 。 根 据 同一 个 定理 还 知道 diam 罗 (C) = dim 和 。 再 由 定理 2.9-1， 


dimX*"*= dimX*"= dimX 


合 在 一 起， 便 得 到 dim 多 (C)= dimX**。 因 为 多 (C) 是 一 个 矢量 空间 ( 见 2.6-9) ，。 并 
导 根 据 定理 2. 1-8X 的 真子 空间 的 维 数 是 小 于 dimX"** 的 ， 所 以 有 多 (CC)=X“"““， 根 据 定 
义 ， 这 就 证 明了 代数 自 反 性 。 


司 题 
1 .确定 由 
1 8 2 
| 
所 表示 的 算 子 了 了 ，R 一 R 的 零 空 间 。 

2. 设 7 Rs 一 >~Rs 由 (55s) 人 《519 S23 1 -62) 定义 。 求 .家 (了 ) .pr ) 以 

及 表示 了 的 息 阵 。 

5. 求 R: 的 基 {(1，0。，0)，(0，1l，0)， (0，0， 1)} 的 对 偶 基 ， 

4. 设 {f 1， f,， fs} 是 {ee1s er es} 的 对 偶 基 ， 其 中 el = (1， 1，1)》 ez*=(1，1” —1) 
es=(l, 一 1 1) 是 R33 的 一 个 基 。 求 f 1 (xX), f(x)。 fs(x), 其 中 x = (1， 0，0) 。 

5. 若 /是 ”= 维 矢 量 空间 世上 的 线性 泛 函 ， 试 间 零 空间 .和 (及 的 维 数 会 有 多 少 ? 

6.f (x)=é61+62— Ess 其 中 x = (61， 65;， 537s 是 Rs 上 的 一 个 泛 应 1。 求 它 的 零 空 间 
-ff ) 的 一 个 基 。 

7. 把 习题 6 中 的 f 换 成 1 (x) =Qa1é1+ 0262 + Qa6ss 其 中 ai 六 0， 求 AY(f) 的 一 个 基 。 

8. 若 Z 是 维和 打量 空间 羡 的 一 个 x 一 1 维 子 空间 。 证 明 Z 是 大 上 某 一 个 线性 泛 函 f 的 零 

空间 。 并 且 在 允许 相差 一 个 标量 倍数 的 情况 下 ，f 被 唯一 地 确定 。 

9. 设 X 是 所 有 次 数 不 超 过 给 定 的 ”的 实 变量 的 实 多 项 式 和 多 项 式 x= 0 〈 它 的 次 教 通 第 
不 加 定义 ) 构成 的 矢量 空间 。 又 设 / (x) = 和 全 (ay 即 x€EXX 的 名 阶 CR 周 定 》 导数 在 固定 的 
aER 上 的 取 值 。 证 明 f 是 区 上 的 一 个 线性 泛 沙 。。 

10. 设 Z2 是 n 维 矢量 空 间 X 的 一 个 真子 空间 , 并 且 设 xuEX- Zz。 证 明 在 X， 上 有 一 个 线性 
泛 函 /， 它 满足 F (xu) = 1， 并 对 所 有 的 xEZ 有 f (*)= 0。 
11. 若 x 和 yy 是 有 限 维 矢量 空间 无 中 的 两 个 不 同 的 矢量 。 证 明 在 X 上 有 线性 泛 函 了 使 得 
f (x) 在 f(y)。 
12. 若 ff 1， 了 ”多 厂 是 * 维 矢 量 空间 站 上 的 线性 泛 泪 ， 其 中 pp 二 ns 证 明 在 入 中 有 矢量 
xxs0 使 得 Fox)=0，jxz)=0，…， fxX) = 0。 这 个 结果 和 线性 方程 的 哪 一 个 结论 对 
。 73 。 


15. 〈 线 性 延 拓 ) 设 4 是 ”维和 天 量 空 间 人 的 一 个 真 于 空间 ， 而 又 设 上 是 上 的 一 个 线 
性 泛 函 ， 证 明 / 能 够 被 线性 地 延 拓 到 X， 也 就 是 说 ， 在 世上 存在 线性 泛 函 了 ， 使 得 了 |: =f。 

14. 设 /是 由 f (x) = 45: -35 在 R :上 定义 的 泛 函 ， 其 中 x = (61，5,)。 把 R* 看 作 在 6, = 
0 时 的 R 的 子 空间 。 试 确定 j 的 从 R: 到 R :的 所 有 线性 延 拓 了 于。 

15. 设 和 CR" 是 由 :ss = 0 所 表示 的 子 空间 ,并 设 Z 上 的 沦 销 f 定 义 为 1 (x) = (2 -563)/2。 
求 1 的 一 个 到 R: 的 线性 延 拓 了 且 满 足 了 (xo) =k( 给 定 的 常数 ) ， 其 中 xu = (1，1，、，1)。 了 是 
唯一 的 吗 ? 


8 2.10 算 子 赋 范 空间 .对 倡 空间 


在 $ 2.7 我们 定义 了 有 界线 性 算 子 的 概念 ,并 举 出 一 些 基本 例子 来 说 明 。 读 者 对 这 些 算 寺 
的 重要 性 也 有 了 初步 的 印象 。 本 节 打 算是 这 样 ， 取 任意 两 个 〈 实 的 或 复 的 ) 赋 范 空间 美和 
Y ， 我 们 来 研究 从 关 到 了 的 一 切 有 界线 性 算 子 的 集合 B (XX， 了 YY )。 也 就 是 了 (XY 了) 中 的 
每 个 算 子 都 是 以 有 为 定义 域 ， 而 值 域 落 在 了 中 。 我 们 希望 证 明 (2 ， Y 〉 本 喘 也 能 成 为 一 
个 赋 范 空间 。 

所 有 这 些 都 是 很 简单 的 。 首 先 ， 当 我 们 以 自然 的 方式 


(T+T,)x=Tx+T,x 
定义 两 个 算 子 T,，T,€EB (XX 了) 之 和 T+ Ts 以 - 

(aT)x=aTx 
定义 算 子 TEB( 久 ,了 ) 与 标量 a 的 彝 积 a 了 时 ， BX, 了 了 ) 便 成 为 个 矢量 空 季 。 大 还 记 
得 引 理 2.7-2(5)。 便 并 即 得 到 可 望 的 结 采 。 


2.10-1 定 理 (空间 B (X,Y)) 从 赋 范 空间 到 赋 范 空间 的 一 切 有 界线 性 算 了 构成 
的 矢量 空间 B ( 针 ， 了 Y )， 在 定义 其 上 的 范 数 


1TH=sup Tx -supll7rxl (1) 
> x 1 1 


后 ， 便 成 为 一 个 赋 范 空间 。 

”在 什么 情况 下 ，8 (X， 7 ) 是 一 个 巴 拿 赫 空 间 叫 ? 这 是 一 个 中 心间 题 ， 其 答案 是 如 下 的 

定理 。 要 记 住 ， 这 个 定理 中 的 条 件 不 涉及 禄 ， 也 就 是 ， 针 可 以 是 ， 也 可 以 不 是 完备 的 。 
2.10-2 定 理 〈 完 备 性 ) ” 若 了 是 一 个 巴 拿 赫 空 间 ， 则 B (六 ， 了 ) 是 一 个 巴 合 赫 空间 。 

”证 明 ， 任 取 B(X，Y) 中 的 一 个 柯 西 序列 (了 ,) 我 们 来 证 明 它 收敛 到 一 个 算 子 TE 

BX, Y )。 由 于 (了 7 了,) 是 柯 西 序列 > 所 以 对 每 个 e>0 都 在 在 一 个 N， 使 得 


上 站 <e (ms nV) 


er ， 


Q@ B(X,Y) 中 的 B 是 取 “bounded" 的 第 一 不 字母 . 它 了 还 月 另外 一 个 记 蕉 LA《X,Y)， 其 中 蕊 是 到 "Linear" 的 第 
一 个 字母 。 两 种 符号 都 通用 ， 本 韦 用 B(X,Y). / 


es 14% 


pr ereh pe ee —— "—— ~ 


因此 ， 对 所 有 的 YE 有 和 mr，n>>N， 有 ( 列 $2.7 式 (3) ) 
| Tx Tnx = (TT XT 7. xl <ellxil (2) 


对 于 任 一 固定 的 x 和 给 定 的 8， 我 们 可 取 e = 6: 使 之 满足 :x | 8， 则 从 式 (2) 便 有 | Tex - 
T。x 上 二 #8。 从 而 看 出 (7T.x) 是 了 中 的 一 个 何 西 序列 。 由 于 了 是 完备 的 ， 所 以 (TT,.x) 在 了 中 
收敛 ， 不 妨 设 T 了 .x 一 y。 显 然 ， 极 限 yE 工 依赖 于 xE 瑟 的 选取 。 这 就 定义 了 一 个 算 子 了 : 区 
一 ， 其 中 y= XxX。 由 于 


limT,(ax+ pz)=1lim(aT.x+PT,.2)=alimT,.x+ PlimT,z 


所 以 了 是 线性 的 。 下 面 来 证 明了 是 有 界 的 并 且 ， 了 .一 个 ， 即 儿 工 .- 了 了 | 一 0。 
由 于 式 《2 ) 对 每 个 tm 之 六 都 成 立 ， 并 且 ,x-> YX， 所 以 可 令 mco， 再 利用 范 数 的 
赴 续 性 ， 对 所 有 的 xEA4 和 每 个 > 和 ， 从 式 (2 ) 得 到 
Tx- Tx = | Tx-limT.x|| =lm|l Tx Tx | se xi 
~ (3 ) 
这 就 证 明了 ， 当 ”> 六 时 ,( 了 了 ,- 了 上) 是 有 界线 算 性 子 。 出 于 了 .是 有 界 的 ， 故 了 = 了.- (了 .- 
! ) 也 是 有 界 的 。 即 EAX， 了 )。 此 外 ， 若 式 〈8 ) 关于 所 有 范 数 等 于 1 的 x 取 上 确 界 ， 
便 得 
1T.- Te (>N) 
因此 有 上 外 了 .- 全 外 一 0。 
这 个 定理 关于 式 的 对 偶 空 间 X 4， 有 一 个 很 重要 的 结论 。 从 “的 定义 如 下 : 
2.10-35 定 义 〈 对 偶 空 间 X/') 设 称 是 一 个 赋 范 空间 。 则 和 上 的 一 切 有 界线 性 泛 郑 的 矢 
量 空间 在 定义 其 上 的 范 数 


上 1 sp sup Jf (| (4) 
po i 


[ 见 $2.8 式 《2)] 后 ， 便 成 为 一 个 赋 范 空间 ， 称 之 为 蕊 的 对 偶 空 间 @， 记 之 为 工 /。 

而 于 无 上 的 线性 泛 函 是 歇 忒 到 R 或 C (天 的 标量 域 》 的 ， 而 R 和 C 按 通常 的 度量 又 是 完备 

”所 以 在 B83 (对 ,了 ) 中 取 Y =R 或 C， 便 得 到 入/。 因 此 应 用 定理 2.10-2 得 到 下 面 的 基本 
证 节 

2.10- 4 定理 (对 偶 空 间 ) 岂 范 空间 科 的 对 全 至 站 XX' 总 是 巴 拿 赫 空间 〈 不 管 兴 是 下 为 

拿 灰 空间 〉。 

泛 函 分 析 的 一 个 基本 原则 是 ， 经 常 地 把 空 加 和 它 的 对 个 空间 结合 在 一 起 来 研究 。 为 此 ， 
研究 一 些 经 常 出 现 的 空间 ， 找 出 它们 的 对 偶 是 什么 ， 是 很 值得 去 做 的 工作 。 在 这 方面 ， 同 构 
的 概念 对 理解 目前 的 讨论 是 很 有 帮助 的 。 回顾 一 下 中 8 2 .8 中 的 讨论 ， 并 提出 下 面 的 定义 。 

赋 范 空间 天 到 赋 范 空间 广 的 一 个 同 构 ， 是 一 个 保持 范 数 不 变 的 对 射线 性 算 子 T: XX 一 
xX， 也 就 是 对 一 切 XEA， 都 有 


QD 另外 的 名 字 是 对 偶 ， 华 随 空间 和 共和 图 空间 。 标记 年 32.8 中 XX 的 代 教 对 搬 空 闻 X*， 是 X 上 的 也有 急性 沁 了 


构成 的 矢量 空间 。 
* 75 * 


= =- 一 一 
一 


[7xil=ilxl 


(因此 工 上 总 一 个 等 耻 ) 这 时 称 姜 入 同 构 ， 而 站 和 六 又 称 为 同 构 的 峰 范 空 < 间 。 从 抽象 的 观点 
来 看 ， 革 和 祷 是 等 同 的。 而 同 构 只 不 过 是 把 元 素 重 新 命名 而 已 《每 个 元 素 加 上 了 一 个 标 
签 7 了 ) 、。 
”我 们 所 举 的 第 一 个 例子 说 明了 R' 的 对 偶 空间 和 R" 同 构 。 可 把 这 个 结论 简 述 为 ，R* 的 对 
偶 空 间 是 R"。 其 它 的 例子 是 类 似 的 。 

例子 

2.10-5 空 间 R” R "的 对 偶 空 间 是 RR"。 | 

证 明 ， 根 据 定理 2.7-8， 有 R" =R"”*， 并 且 对 每 个 f/fER"*， 有 一 个 表示 式 《5) ， 见 
S2.9 


f(x) = ,之 SA yi = fl(e,) 


根据 柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 ( 见 8$1.2) ， 有 
lf (oO ES Ey dSES)I( BA = | x | CBy.)1/? 
再 关于 范 数 为 1 的 /一 著 x* 取 上 确 界 ， 便 得 到 
f(y) 
然而 ， 由 于 取 x = (?1， 》，…， ?9 时 柯 西 - 许 瓦 效 不 等 式 成 为 等 式 ， 事 实 上 我 们 必 定 有 


f= (ye) 


这 就 证 明了 f 的 范 数 是 欧 几 里 德 范 数 ， 并 且 有 f= tel 其 中 c= (po ER-。 因此 用 /一 
c= (7 y= f (es)s 使 定义 了 R"’/ 到 民 " 的 一 个 保 范 映射 。 又 由 于 它 是 线性 对 射 ， 故 为 一 个 
同 构 。 

2.10-6 空 间 1: 六 的 对 侦 空 间 是 产 。 四 

证明， 的 一 个 邵 德尔 大 ($2.3) 是 es) -， * Mh (0) 的 第 项 为 1 ， 其 余 项 为 
零 。 则 每 个 XE 都 有 唯一 的 表示 / 


\ X= 2 be (5) 
我 们 部 三 的 1 六 里 为 三 的 对 个 空间 。 由 于 /是 线性 有 界 的 ， 所 以 有 
f (x) = = 3 say : ps=f (ey z i z (6) 


其 中 数 = f (ew) 由 /唯一 确定 。 还 有 jesll = | 
| p= Le 和 Flesl=1lrl， Sup ly 《7) 
因此 (weEz” 。 四 

另 一 方面 ， 对 每 个 b= (8 E1”， 我 们 相应 地 可 以 得 到 一 个 站 上 的 有 界线 性 泛 通 9。 事 实 
上， 我 们 可 以 在 个 上 定义 g 如 下 : / 


® 10 * 


OCX) = 2 6 
其 中 x = (8,)E11。 则 g (x) 是 线性 的 ， 从 下 式 
(| SE El 1B Ssup lB 5 IE = lx ll sup lp 
(和 式 征 从 工 至 ce 取 的 ) 可 知 g 是 有 界 的 。 故 9g€11/。 
最 后 。 我们 证 明 f 的 范 数 就 是 空间 1* 上 的 范 数 。 从 式 (6 ) 我 们 有 
If Cx)| = |Sé.psl <sup 上 ?于 王八 = 并 sup pi 
上 式 再 关于 所 有 范 数 为 1 的 x 取 上 确 界 ， 便 得 
| <sup 上? 
由 此 和 式 (7) 可 得 
上 大 = sup [yi (8) 
而 这 正 是 1* 上 的 范 数 。 因 此 这 公式 可 写 为 上 f= ji cw。， 其 中 c= (7;)E€1”。 这 就 证 明了 由 
1 i 二 (yy)) 所 定义 的 /到 1 上 的 一 个 线性 对 射 ， 是 一 个 同 构 。 


2.10-7 空 间 i" 空间 人? 的 对 偶 空间 是 1'， 这 里 1< 户 < + co9， 而 9 是 p 的 共 罗 指数 ， 即 


1 -1 1 。 


“pp 9 
证 明 ，(ey) 是 闫 的 一 个 邵 德 尔 基 ， 其 中 es = (387) 如 前 例 定义 。 则 每 个 xEr 都 有 了 唯一 的 


xX 三 3 Seh z (9) 
令 1r!/ 是 1? 的 对 偶 空 间 ， 考 察 任意 的 1 Ef?。 由 于 f 是 线性 有 界 的 。 则 有 
f(x) = 太 Gaps pp» = f (es) (10) 


今 go 是 六 的 共 罗 指 数 〈 见 1.2-3) ， 并 考虑 序列 x。= (5)， 其 中 
,(#) JPal /ps AR<n 日 ?vs 0 
0 k>n 或 Ps= 0 

将 式 (11) 代入 式 〈10) 便 得 


(11) 


f (x) = 5 6 p= 2 |; 
h™=1 n= 1 


利用 式 (11) 和 (g-1)p=g， 还 有 


fx NF xl = fCE 1) 
CE pa A 


(和 式 是 从 1 到 取 的 ) 两 式 比较 便 有 


f(x.) = [ys FB yD)!1/? 


用 ( S lvd") ”去 除 不 等 式 两 端 再 利用 1 -1/p=1/9， 便 得 到 
(Ss < 

由 于 上 面 不 等 式 对 任意 的 4 都 成 立 ， 令 n>co， 便 得 到 
(2 Im) Hf (12) 


因 上 (yy.) El 
及 之 ， 对 任 一 6= (Pi) E1"， 都 可 相应 地 得 到 /上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 g 。 事 实 上 ， 对 每 
个 x = (6%) El1?， 可 定义 9g 如下， 


9 (X) = 5 Sap : | 
9 是 线性 的 ， 从 8 1.2 中 的 赫 尔 德 不 等 式 (10) 又 可 推出 9 是 有 界 的 ， 因 此 9E1"。 
最 后 ， 来 证 明 / 的 范 数 就 是 空间 /" 上 的 范 数 。 从 式 〈10) 和 替 尔 德 不 等 式 ， 我 们 有 
xD) = |Zép E(B I) psd) = xl (5 ly Ys 
《和 式 是 从 1 到 吕 取 的 ) 因 此 对 所 有 范 数 为 .1 的 x* 取 上 确 界 ， 便 得 到 
fiia(z |yl )!/ 
再 与 式 《12) 比较 可 以 看 出 等 号 成立， 即 


| 7 = (5 pl ) : : | (13) 


这 可 写成 f= jc 上 ,， 其 中 c= (y) EL， 县 y= 了 (es)。 由 f />c 所 定义 的 1/ 到 上 的 
一 个 鼎 射 ， 是 线性 对 射 ， 而 式 (13) 又 说 明了 它 是 保 范 的 ， 所 以 它 是 一 个 同 构 。 

上 面 的 和 与 其 类 似 的 例子 ， 它 们 有 什么 重要 的 意义 呢 ? 在 应 用 中 。 对 一 些 实用 上 很 重要 
的 空间 来 说 ， 知 道 定义 在 其 上 的 有 界线 性 泛 应 的 一 般 形式 ， 常 常 是 非常 有 用 的 。 在 这 方面 已 
有 很 多 空间 都 被 研究 过 了 。 我 们 的 例子 给 出 了 空间 R"，/! 和 1* (bp> 1) 上 的 有 界线 性 泛 函 
的 一 般 表 示 。 对 于 空间 C [a， 刀 ， 由 于 需要 另外 的 工具 (特别 是 所 谓 的 汉 思 - 巴 拿 赫 定理 )， 


“一 将 放 在 后 面 3 4.4 中 孝 虑 。 


此 外 ， 回 顾 在 $2.8 中 讨论 过 的 二 次 代数 对 偶 空 间 XX**， 我 们 可 能 会 问 ， 研 究 羡 的 二 次 
对 偶 着 7 = ()/ 究 竟 有 没有 价值 。 回 答 是 肯定 的 ， 但 我 们 必须 把 它 推迟 到 4.6 中 讨论 。 为 
了 得 到 这 方面 本 质 性 的 结论 ， 在 那里 还 要 导出 适当 的 工具 。 而 目前 还 是 让 我 们 转 到 稍微 简单 
些 的 内 积 空间 和 希 尔 伯 特 空间 上 去 ,我 们 将 会 看 到 它们 是 一 类 特殊 的 赋 范 空间 ， 在 应 用 方面 
也 极为 重要 。 / 

名 了 局 本 


习 题 

1. 和 天 量 空 间 B83 ( 针 ， 了 ) 的 零 元 素 是 什么 ? 按 定义 2.1-1, 算 子 TEB (对 ,了 ) 的 逆 为 何 ? 

2 .课文 中 所 研究 过 的 算 于 和 泛 冰 是 定义 在 整个 空间 兴 上 上 的。 证明， 在 泛 函 的 情况 下 ， 没 
有 这 个 假定 我 们 仍 有 下 面 的 定理 。 若 上 /和 9 是 定义 域 落 在 赋 范 空间 着 中 的 两 个 有 界线 性 泛 
卫 ， 则 对 任意 非 零 标量 a 和 BB， 线 性 组 合 h = af + Bg 是 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 其 定义 域 多 (h) = 
Z(1)N (9)。 

3 .把 习题 2 中 的 定理 推广 到 有 界线 性 算 于 个, 和 了 ,上 去 。 

4 . 设 革 和 了 是 赋 范 空间 ，T,， 了 革 一 了 (n=1，2，…) 是 有 界线 性 算 子 。 证明 收 合 性 
1 一 了 意味 着 :对 每 个 se 盖 0 ， 都 存在 一 个 凡 ， 使 得 对 所 有 的 2 六 六 和 任 一 给 定 的 闭 球 中 的 
一 切 XY， 都 有 | 了 ,xx- 了 x|<e。 

5. 证 明 2.8-5 和 2.10-5 是 一 致 的 。 

6 .车头 是 ”元 实数 序 组 构成 的 空间 ， 其 元 素 X= (65619 529 …，5) 的 东 数 为 外 xx 站 = 
max| £， 试 问 对 侦 空 间 半 上 相应 的 范 数 是 什么 ? 


7 .相对 于 4 元 实数 序 组 构成 的 空 s 间 蕊 ， 从 2.10-6 我 们 能 够 得 到 什么 结论 ? 
8. 证 明 空间 co 的 对 偶 空间 是 1? ( 见 $2.3 习 题 1) 。 
9 .证 朋 矢 景 空间 关上 的 线性 泛 函 ff 可 由 它 在 文 的 一 个 哈 梅 尔 (fame!) 基 上 的 值 唯一 地 
确定 〈 见 $2.1) 。 
10. 设 X 和 Y 兰 10 } 是 赋 范 空间 ， 寺中 dimXX - co。 证 明 至 少 存在 一 个 无 界 线性 算 子 
TT， 久 -> 六。 (利用 一 个 哈 梅 尔 基 。) 
11. 若 无 是 一 个 赋 范 空间 且 dimX = ce， 证 明 对 偶 空间 励 /和 代数 对 偶 空 间 XX* 不 是 等 同 
的 。 
12. 《完备 性 ) 课文 中 的 例子 能 够 用 来 证 明 一 些 空间 的 完备 性。 如何 做 ? 对 于 什么 空 
IBj? 
15，( 界 化 子 ) 设 M<s 由 是 赋 范 空间 瑟 的 任 一 子 集 ，M 的 零 化 子 对 "定义 为 蕊 上 所 有 这 样 
的 有 办 线 性 泛 函 的 集合 ， 这 些 光 函 在 M 上 处 处 都 是 零 。 因 而 M 是 天 的 对 侦 空 间 瑟 “的 子 集 。 
证 明 M* 是 疏 / 的 一 个 线性 子 空间 ， 并 且 是 了 闭 的 。 瑟 "和 { 0}' 是 什么 ? 
14. 若 M 是 n 维 赋 范 空间 XX 的 一 个 m 维 的 子 空间 ， 证 明 MM*" 是 天 的 (n 一 m) 维 的 子 空 
间 。 把 它 作 为 关于 线性 方程 组 的 解 的 一 个 定理 来 描述 。 
15 .设计 = 40，0， 1)，(1， 一] 0)，(0，1， 一 1)}CR:， 求 M' 的 一 个 基 。 
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第 三 章 ”内 积 空间 ， 希 尔 伯 特 空间 


在 赂 沁 空 邮 中 和 初等 矢量 代数 一 样 ， 可 以 对 矢量 进行 相 加 和 与 标量 相 乘 的 运算 。 此 外 ， 
经 加 上 的 范 数 推广 了 矢量 长 度 的 概念 。 然而 ， 与 矢量 分 析 相 比 ， 在 一 般 赋 范 空间 中 总 党 得 还 
缺少 一 些 内 容 。 如 果 可 能 的 话 ， 我 们 自然 希望 在 赋 范 空间 也 能 有 类 似 于 矢量 点 积 


a* b=aipbli+a.pb,+ashs 
的 概念 太 其 所 导出 的 公式 ， 特 别 是 
al =v a*a 
和 止 交 性 〈 垂 直 ) 条 件 
a* b= 0 


这 些 概念 在 很 多 的 应 用 中 都 是 重要 的 工具 。 因 此 ， 就 要 提出 这 样 的 问题 ， 点 积 和 正 交 福 究 竟 
能 否 推广 到 任意 的 矢量 空间 中 去 ? 事实 上 ， 这 是 可 以 做 到 的 ， 从 而 导致 内 积 空间 和 完备 的 内 
积 空间 ， 亦 即 希 尔 伯 特 空间 。 

家 我 们 将 要 看 到 的 那样 ， 内 积 空间 是 特殊 的 赋 范 空间 。 在 历史 上 ， 它 比 一 般 赋 范 空间 出 
现 的 还 早 。 其 理论 其 为 丰富 ， 并 且 保 存 着 欧 几 里 德 空间 的 很 多 特征 ， 其 中 心 概念 是 正 交 性 。 
事实 上 ， 内 积 空间 可 能 是 欧 几 里 德 空间 的 最 为 自然 的 推广 。 读 者 将 会 注意 到 ， 在 这 个 领域 的 
概念 和 证 明 是 多 么 的 和 谐 、 漂 亮 。 整 个 的 理论 起 源 于 希 尔 伯 特 〈1912) 关于 积分 方程 的 研 
_ 究 。 钢 代 所 采用 的 几何 记 法 和 术语 都 和 欧 几 里 德 几何 极为 类 似 ， 它 们 是 由 无 * 施 密 特 (1908) 
按照 G。 柯 瓦 列 夫 斯 基 的 建议 〈 在 他 的 论文 已 5 中 指出 过 ) 所 制定 的 。 这 些 空间 至 今 是 泛 函 
分 析 在 实际 应 用 方面 最 为 有 用 的 空间 。 


本 章 内 容 概 要 


江 请 内 各 空间 下 ( 定 义 3.1-1 )》 就 是 一 个 在 其 上 定义 了 内 积 <x，y> 的 矢量 空间 。 而 内 
_ 积 是 三 维 空间 中 矢量 点 积 的 推广 并且 用 它 定义 
CI》 范 数 上 *， 中 ， 见 帮 x = <x，%>!/? 

( 开 ) 正 交 性 ， 即 《x，y> = 0 

着 尔 们 特 空间 扎 是 完备 的 内 积 空间 。 内 积 空间 和 和 希 尔 伯 特 空间 的 理论 。 比 一 般 的 赋 范 空间 和 
巴 拿 灰 空间 要 丰富 些 。 区 分 的 特征 是 

Ci) 妖 可 表示 为 一 个 闭 子 空间 与 它 的 正 交 补 的 直 和 ( 见 3.3-4) 。 

Cii) 正 交 集 和 正 交 序列 ， 以 及 万 的 元 素 的 相应 表示 〈 匈 》3.4，3.52 。 

(iii) 有 界线 性 泛 函 用 内 积 的 黎 斯 表现 3.8-1。 

(iv) 有 界线 性 算 子 下 的 希 尔 伯 特 伴随 算 子 T”(〈 见 3.9-17 。 

正 交 集 和 正 交 序列 只 有 它们 是 完全 的 时 候 才 是 真正 有 意义 的 《$ 3.6) 。 项 尔 信物 罩 儿 
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注 子 可 用 来 定义 好 几 类 算 子 ( 自 伴 算 子 ， 酉 算 子 ， 正 规 算 子 ， 见 $3.10》， 它 们 在 应 用 方面 
都 有 极 大 的 重要 性 。 


8 3.1 内 积 空间 ， 和 希 尔 伯 特 空间 


本 章 所 研究 的 空间 定义 如 下 : 
5.1-1 定 义 《〈 内 积 空间 ， 希 尔 伯 特 空间 ) 所 请 内 积 空 间 (或 准 希 尔 伯 特 空 | 量 ) 就 是 在 
其 上 定义 了 内 积 的 矢量 空间 天 。 而 希 尔 伯 特 空间 就 是 完备 的 内 积 空间 (以 内 积 所 定义 的 度量 
来 考察 完备 性 ， 见 后 面 的 式 (2)) 。 文 里 所 指 的 对 上 的 内 积 、 是 半 Xx XX 到 XX 的 标量 域 大 的 一 
个 映射 ， 也 就 是 说 ， 针 对 关中 的 每 一 对 矢量 x 和 yy， 都 有 一 个 标量 ， 记 之 为 
《Xe > 
与 之 对 应 。 这 个 标量 叫做 YX 和 y 的 内 积 d， 并 且 对 所 有 的 矢量 Xx，， zE€ 太 和 标量 a, 都 满足 
(| PT1)7 <X+Ys 2> = 《Xs 2> 十 《yy 2> 
(1 P2) 《ax, y> =alx, »> 
(iP3) Cx, y> = 《ys %> 
(I1P4) 《<x, x> 之 0 


《xy X> = 0 和 之 X= 0 
下 上 的 内 积 通过 


x| = 《x, %> (之 0 ) ‘1) 
和 
d(x, y= x-yl =v Cx-y x-y> (2) 


分 别 在 关上 定义 了 汇 数 和 度量 。 
因此 ， 内 积 空间 是 赋 范 空间 ， 而 希 尔 伯 特 空间 是 巴 拿 赫 空间 。 
在 (IP3) 中 ， “一 ”表示 复 共 斩 。 因 而 ， 若 站 是 实 矢 量 空间 ， 则 简单 地 有 


《x，7y> =《y，xXx> 〈 对 称 狂 ) 


式 (1 ) 所 定义 的 范 数 是 满足 范 数 公理 CN1) 至 (N4) 的 ( 见 $2.2) ， 其 证 明 在 下 
一 节 的 开始 就 给 出 。 
从 CLP1) 到 (LP3) 可 得 到 下 列 公式 : 


Kax+pBy 2> =QX 2> + py, 2z7 (3a) 


Cxs Oy= a x, > (30) 


由 或 标量 积 ， 但 是 必须 不 要 和 矢量 空间 中 的 “矢量 与 标量 的 乘积 混 清 。 
关于 内 积 的 记 法 《，> ,是 很 通用 的 。 在 我 们 所 给 出 的 初等 教材 中 ， 柯 能 有 更 通俗 的 记 法 (，) ,这 会 与 序 
候 〈 撩 重 的 分 量 ， 积 空间 的 元 素 ， 二 元 重 数 的 宗 量 等 ) 产生 混 消 。 


ss Bl * 


Cx», ay+pz = Gx, y> + (xz> (3c) 


这 些 公 式 将 经 常 地 用 到 。 式 3a》 表明 内 积 关于 第 一 个 因 于 是 线性 的 。 在 式 (3c》 中 ， 由 于 
右 端 有 复 共 斩 a ， 6 ， 所 以 我 们 又 说 ， 内 积 关 于 第 二 个 因子 是 共 斩 线 性 的 。 两 者 合 在 一 起 
说 成 是 ， 内 积 是 “一 个 半 线 性 的 ”或 “1 去” 线性 。 也 就 是 说 把 共生 线 性 看 作 半 线性 。 这 个 
术 1 我 们 将 不 采用 。 

谈 者 通过 简单 而 直接 的 计算 ， 可 以 证 明 内 积 空间 上 的 范 数 满足 重要 的 平行 四 边 有 形 等 式 

[x+t+yl?+ lx—-yl*=2Cixl? +l yl (4) 

这 个 名 字 是 根据 初等 几何 提出 的 。 若 我 们 还 记得 范 数 是 天 量 
长 度 这 个 初等 概念 的 推广 ( 见 $ 2.2) ， 式 〈4 ) 的 几何 意 人 7 
义 如 图 23 所 示 。 值 得 注意 的 是 ， 这 样 一 个 方程 对 于 我 们 目前 ， 
给 出 的 更 一 般 的 情况 ， 仍 然 是 成 立 的 。 > 

我 们 可 以 断定 ， 若 一 个 范 数 不 满足 式 〈《4) ， 该 范 数 不 x 
能 用 式 《 1 ) 通过 内 积 来 得 到 。 这 样 的 范 数 是 存在 的 ， 后 面 。 男 ?8 乎 面 中 边 为 x 和 y 的 平行 四 边 形 
将 给 出 例子 。 如 果 不 会 误解 的 话 ， 我 们 可 以 这 样 说 : / 

不 趋 所 有 的 赋 范 空间 都 是 内 积 空间 。 

在 研究 例子 之 前 ， 先 让 我 们 定义 正 交 性 的 概念 ， 它 是 整个 理论 的 基础 。 我 们 知道 ， 在 三 
维 空间 中 ， 阁 两 个 矢量 的 点 积 等 于 零 ， 则 这 两 个 矢量 是 正 交 的 ， 也 就 是 说 ， 它 们 要 末 互 相生 
直 ， 亚 末 至 少 有 一 个 是 零 矢 量 。 这 就 促使 我 们 提出 如 下 定义 : 

5.1-2 定 义 “〈 正 交 性 ) ”对 于 内 积 空间 入 中 的 元 素 x 和 .yy。， 若 有 


《Xs y>=0 


则 称 x 让 交 于 y， 也 称 为 x 和 yy 是正 交 的 ， 记 之 为 x 上 yy。 类 似 地 ， 对 于 子 集 4，B CX ， 若 对 
所 有 的 cE.4 都 有 Ya， 则 记 为 xx 上 4 若 对 所 有 的 cc 4 和 所 有 的 56EB8 都 有 a1 6， 则 记 为 
4 也 。 


例 了 于 
3.1-3 欧 几 里 德 空间 R” 空间 R" 是 具有 内 积 
xX, Y> = 8101 + 86272 + e+ én (5) 


的 济 示 位 特 空 | 有， 其 中 x = (6;) = (8&1， >， "ny En)s y= (ni) = (n1s TH29 ***9 1%) o 
事实 上 ， 从 式 《5 ) 可 得 到 


x = 《xx>512 = (Ett +) 1 
而 由 此 得 到 欧 几 里 德 度量 
d(x, ») = | x ~ y» | = 一 ys XxX— YI72 =F[(CE 一 Di)2+。 ‘ot (Eo — 0) 1/ 


.2 完备 性 在 1. 5-1 中 证 明 过 。 


e 02 * 


《Xy y=X* Y=61n1 +6ns + sans 
其 中 x = (&1， 6 29 £43), y= (ni 好 2 9 773) 9 而 正 交 性 


xs yy>=XYe。y= 0 


也 和 初等 的 垂直 性 概念 吻合 
5.1-4 丁 空间 人 ” 2.2- -2 由 所 定义 的 空 zs 间 C 是 具有 内 积 
《Xs y= 十 Es7 + et Enns (6) 


的 希 尔 伯 特 空间 。 
事实 上 ， 从 式 《6 ) 可 得 到 范 数 


x) = Cx YX>1/2 = (EE 十 EE 十 we 十 二 E) 1 712 
= (|é1| ?+ él 2 十。 十 | 中 2 27 


在 这 里 我 们 也 看 出 ， 在 式 (6 ) 中 为 什么 我 们 要 取 复 共 罗 7,， 这 就 要 限定 C(y，x>= 《x，y》， 
它 正 是 (CTP3) 多 同时 也 保证 了 《Xs X > 是 实数 。 
3.1-5 空 间 L:Ca, by 在 例 2.2-7 中 ， 范 数 被 定义 为 


xz = EL 
它 可 以 从 由 
Cx, y> =| xDy(Ddi (7) 
所 定义 的 内 积 得 到 。 / 
在 例 2.2-7 中 ， 为 了 简 音 起见， 计数 被 限制 为 实 值 肖 数 。 而 在 一 些 应 用 方面 的 研究 中 ， 


这 一 限制 要 去 掉 ， 需要 考虑 复 值 函数 〈 如 前 仍 保持 自 ` 变 量 1€[a， 妇 是 实 的 ) ， 这 蛙 消 数 构 
成 一 个 复 矢量 空间 。 奉 我 们 定义 内 积 为 


2X9 y= x(t) y(t) dt (7”) 
它 便 成 为 一 个 内 积 空间 。 这 里 的 “一 ” 仍 表 示 复 共 斩 。 它 保证 (YP3) 成 六， 使 得 <x，%> 
是 实 的 。 这 个 性 质 在 和 芳 虞 范 数 时 也 是 必需 的 ， 范 数 和 被 定义 为 

x = (cpl2dt 


这 是 因为 x(1) x(t) = |x(t)1? 

对 应 了 于 式 《7) 的 度量 空间 的 完备 化 ， 是 实 空间 LL?[a，6] (〔( 见 2.2-7)》 。 类 做 地 ， 对 应 
于 式 〈7*) 的 度量 空间 的 完备 化 ， 称 为 复 空 间 艺 : [ac， 门 。 在 下 一 节 我 们 将 要 看 到 ， 内 积 能 
够 被 延 拓 到 它 的 完备 化 。 这 就 意味 着 L “5o，2 ] 是 一 个 项 尔 伯 特 空间 。 

5.1-6 希 尔 伯 特 序列 空间 1: 空间 /: 〈 见 2.2-3) 是 具有 内 积 


《X, y>= 革 和 友 (8) 


的 希 尔 伯 特 空间 。 根 据 假设 x*，yE€7*?， 从 $1.2 中 的 柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 (11) 可 推出 级 数 
: 。 83 。 


3511 是 收敛 的 。 还 可 看 出 式 〈《8 ) 是 式 (6) 的 推广 。 12 的 范 数 被 定义 为 
| x | = CX, X11/2 = (5 ER 中 /2 


其 完备 性 在 1.5-4 中 已 证 明 过 。 

/是 是 项 尔 伯 特 空 各 的 原型 。 它 是 由 希 尔 伯 特 (1912) 在 研究 积分 方程 理论 时 引入 的 并 加 
以 研究 。 但 希 尔 伯 特 空 间 的 公理 化 定义 ， 直 到 很 晚 才 由 。 冯 。 诺 依 曼 (J ，V on N eumann 
(1927)) 在 他 关于 量子 力学 的 数学 基础 的 一 篇 论文 (pp.15-17〉 中 给 出 。 也 可 参阅 / . 冯 。 
诺 依 曼 (1929 一 1930) pp.63-66 和 M 。 万 ,斯 通 C(M .已 。，9 tone(1932)) pp.3 一 4。 但 这 
个 定义 包括 了 可 分 性 的 要 求 ， 当 已 . 劳 维 格 ( 玉 , L6wig (1934))。 玉 。 瑞 勒 契 (FF.Rellich 
(1934) ) 和 已 。 黎 斯 〈( 严 。 民 resz (1934) 》 关于 绝 大 部 分 理论 证 明 可 分 性 条 件 是 一 个 不 
必要 的 限制 时 ， 便 从 定义 中 取 销 了 (这些 论文 列 在 附录 8 之 中 。) 

3.1-7 空 间 i? 在 p 夺 2 时 ，Pr 不 是 一 个 内 积 空 间 ， 当 然 也 不 是 一 个 名 尔 但 特 空 间 。 

证 明 ， 我 们 只 要 证 明 在 关 2 时 ， 记 上 的 范 数 不 能 从 一 个 内 积 得 到 就 够 了 。 为 此 ， 只 要 
证 明 产 上 的 范 数 不 满足 平行 四 边 形 公式 〈4 ) 。 事 实 上 ， 当 我 们 取 x = (1。，1，0，0，…) ， 
y=(1，-1，0，0，…) 时 ， 显 然 *，yE7， 且 可 算出 


外 xl=132=2 x+yll= 人 lx-y 站 =2 


人 不 满足 式 《4 〉 的 关系 。 
?是 完备 的 〈 见 1.5-4)》 ， 因 此 1?(p 丰 2》 是 一 个 已 拿 赫 空 间 ， 但 不 是 希 尔 伯 特 空间 。 
下 全 中 的 s 则 同样 如 此 。 / 
3.1-8 空 间 C [a。b] 空间 C [a， 仿 不 是 一 个 内 积 空 间 , 当然 也 不 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 。 
证 明 : 我 们 来 证 明 其 上 的 范 数 


| x | = max lx (| J = ra， 的 


不 能 从 一 个 内 积 得 到 ， 也 是 通过 证 明 该 范 数 不 满足 平行 四 边 形 公式 〈4 ) 来 达到 这 一 目的 。 
事实 上 ， 契 了 皮 X(t)= 1， y(t)= (1t-0a)/(b— 0), 显然 有 | 上 x = 上 y= 1。 并且 


加 t—a 

x(t)+ y(t)=1+ Fo 
ft-—a 
x(t) -y(t) =1- 


因此 ，|x+y 外 =2, jx-yl| =1， ety ll? + ls- yH*=5, 但 2CxH2+y?) 
= 4 。 这 就 完成 了 证 有明。 

最 后 ， 我 们 指出 一 个 有 趣 的 事实 。 我 们 知道 ， 一 个 内 积 通过 式 〈1 ) 可 给 出 一 个 相应 的 
范 数 。 值 得 注意 的 是 ， 反 过 来 从 相应 的 范 数 可 以 重新 得 到 内 积 。 事 实 上 ， 读 者 通过 直接 计算 
就 能 够 验证 ， 实 内 积 空间 有 


《X， y>= -人 (人 x+ 让 + 长 和 一 2) (9) 


se Rd 。 


而 对 于 复 内 积 空间 有 


1 9 
Relx, y=——(|x+yl’*- lx-yl’) 
(10) 
Imcx, y= (x+iyl:-— x—iy |?) 


公式 〈10) 有 时 又 叫做 极 化 恒等式 。 
习 题 


y + | 
1. 证 明 式 (4)。 ' 
2. 〈 毕 塔 格拉 定理 ， 或 勾 股 定理 ) 在 内 积 空 间 区 2 
中， 若 X | y， 证 明 (图 24) 。 
x+ yy | 


把 这 个 公式 推广 到 m 个 互相 正 交 的 矢量 。 

3. 若 习题 2 中 的 天 是 实 的 ， 反 过 来 从 给 出 的 关系 推出 x 上 y。， 若 针 是 复 空间 ， 证 明 这 
种 情况 可 能 不 成 立 ， 给 出 例子 。 

4. 若 内 积 空间 下 是 实 的 ， 证 明 从 条 件 ‖x | = 史上 可 推出 《x+y，x 一 》> = 0。 若 六 
= R*， 在 几何 上 这 意味 着 什么 ? 若 信 是 复 的 ， 这 个 条 件 又 蕴含 着 什么 ? 

5.[ 阿 波 洛 尼 厄 斯 (Applonius) 恒 等 式 】 通过 直接 计算 来 验证 ， 对 内 积 空间 中 的 任意 元 
泰 ， 都 有 

zx +l- yh: = 3 y+ + 


证 明 :， 从 平行 四 边 形 公式 也 能 得 到 这 个 但 等 式 。 

6 设 x 闪 0 ，y 关 0。(o) 若 xLy， 证 明 { xy? } 是 线性 无 关 组 。(2) 把 这 一 结论 推 
广 到 互相 正 交 的 非 零 天 量 X19 Xa ”9 Xno 

7 了. 在 内 积 空间 中 ， 若 对 所 有 的 x 都 有 等 式 CCX9 U2= 《Xs, Us 证 明 w = v。 

8. 证 有 明 式 (9)。 

9 .证 骨 式 (10) 。 

10. 令 z1 和 z, 表 示 两 个 复数 ， 证 朋 : 在 复 平 面 上 《zls zy》= zi12? 定 义 了 一 个 内 积 ， 它 也 
给 出 了 通常 的 度量 。 在 什么 条 件 下 可 有 正 交 性 。 

11. 设 对 是 所 有 复数 序 偶 构 成 的 矢量 空间 ， 试 疝 ， 能 够 从 一 个 内 积 得 到 4 上 的 范 数 

lx = E+ Cx= (6 62)) 

BS? 

12 藻 yY= (5E1，E2， …) ，3.1-6 中 的 上 x 上 =? 其 中 (a) 二 =2 和。 《0) Ea 


15 验证 ， 对 于 连续 函数 ，3.1-5 中 的 内 积 满足 (1 了 1) 全 (7P4) 。 
14 证 明 ，C ce， 的 上 的 范 数 在 线性 变换 + = ar+ fh 之 下 是 不 变 的 。 用 它 去 证 明 3.1-8 中 
的 论断 ， 先 把 Ca，5) 上 映 到 [0，12 上 ， 再 考 虚 函数 (7) = 1 及 8(r) =r， 其 中 rcEC0，I。 
15 车 天 是 一 个 有 限 维 矢 量 空间 ，(e/) 是 对 的 一 个 基 ， 证 明 ， 谍 上 的 内 积 完 全 由 ?= 
,> 确定。 我 们 能 够 以 完全 任意 的 方式 来 选取 这 些 7 "3 


《ei € 
归 AD 时 


$ 3.2 ”内 积 空间 的 其 他 性 质 


首先 让 我 们 来 验证 上 一 节 中 的 式 《 1 ) 确实 定义 了 一 个 范 数 。 
$2.2 中 的 (N1》 和 《(N2)》 可 以 直接 从 《7P4) 推出 。 员外 用 CP2) 和 CP3) 
可 得 到 CN 3) 0 事实 上 ， 


ax| := ax, ax>= aax, %X)= la| ?x2 


最 后 ， CN4) 的 证 明 包 含 在 下 述 引 理 之 中 。 
3.2-1 引 理 〈 许 瓦 效 不 等 式 ， 三 角 不 式 等 ) ”内 积 和 相应 的 范 数 满 足 如 下 的 许 瓦 效 不 等 
(a) 我 们 有 


[xy2 委 ix y| ( 许 瓦 兹 不 等 式 ) (1) 


其 中 等 号 当 且 仅 当 { x，» } 线性 相关 时 成 立 。 
(b》 相 应 的 范 数 满足 
lx+ryl<lxil+lyl ” 《三角 不 等 式 ) (2) 
其 中 等 号 当 且 仅 当 @ y = 0 或 X=cy Cc 之 0) 时 成 立 。 
正明 :，(a) 各 yy= 0， 则 由 于 《x。，0>= 0， 所 以 式 《1 1， 是 成 立 的 。 设 y 六 0， 则 对 
每 个 标量 a 都 有 z 
Ox-ayl?= Xx-ay, %--.ay> 
= Cx, xX a (x, YaLy, x>—-a Cy, y>) : 
可 以 看 出 ， 若 选取 & = (y。x2/(y，y>， 上 面 方 括号 […J 中 的 表达 式 等 于 零 。 这 时 不 等 式 


ys 入 、 CX: yy>| 2 
(xX, X>— 2 9 区 <x, y>= | % | zx， 


这 里 用 到 了 《y，x》= 《<y，%x》。 四 yl :对 上 面 不 等 式 的 的 测 端 ， 再 移 项 开 平方 。 便 得 
到 式 (1)。 
在 推 导 的 过 程 中 可 以 看 出 ， 当 且 和 仅 当 y= 0 或 0= 上 x-ay| :时 等 号 是 成 立 的 。 因 此 
有 x-cy= 0， 即 x= ay。 这 便 证 明了 x 与 > 是 线性 相关 的 。 
/ (b) 现 证 式 (2 ) 。 因 为 

x+yl?=<x+y, x+y>= hx ts, y+ <ys X> + yl 
根据 许 瓦 效 不 等 式 
: x, yy»| = ky, x) 志 上 |x| | yl 


人 i 


(D 注意 ， 对 于 等 式 这 一 条 件 关 于 x 和 7 正好 是 对 穆 的 ， x= 0 包含 在 x=cy (cw 0 诸 ) 之 中 ， 肠 以 有 了 一 kX， 
k=i/c (c> 0 时 ) 。 z 


De 


qe 


于 是 ， 根 据 数 的 三 角 不 等 式 得 

x+y) ?| xl ?+21x, y> + yl :| xj?+2 上 x| >| 

+ |y*l=(xll+l|y|?) 
两 边 同 时 开平 方便 得 式 (2) 。 
从 推导 的 过 程 可 以 看 出 ， 当 且 仅 当 

x y>+<y, X2>=21xi yl 
时 等 号 成 立 。 而 上 式 左 端 为 2Redx，y>。， 其 中 Re 表示 实 部 。 由 此 及 式 〈《1 ) 便 得 到 

Recxs y= 1 xy 站 Kx，yy| (3 ) 
因为 任 一 复数 的 实 部 不 可 能 超过 其 绝对 值 ， 所 以 必 有 等 式 成 立 。 再 根据 (a) 便 推出 {x，y } 
是 线性 相关 组 ， 也 就 说 y = 0 或 x = cy。 最 后 证 <c 为 非 负 实数 。 在 式 (8 ) 中 等 式 成 立 ， 即 
有 人 exy，y>= |%x，y>| 。 但 是 ， 若 一 个 复数 的 实 部 等 于 其 绝对 值 ， 则 这 复数 的 碟 部 必 为 
委 。 因 此 由 式 (8) 知 《x，y》= Recx。，y) 之 0 并且 从 

OX, y= cy, y=cllyl? 


推 知 c 之 0。 

许 瓦 兹 不 等 式 ( 1 ) 是 非常 重要 的 ， 并 且 在 以 后 的 证 明 中 要 反复 使 用 。 还 有 另 一 个 常用 
的 性 质 ， 即 内 积 的 连续 性 。 

5.2-2 引 和 理 《内 积 的 连续 性 ) 在 内 积 空间 中 ， 着 Xa”X， ya” yy 则 《x。， yy 《Xs 
y> 。 

证 明 ， 通 过 藉 减 项 的 办 法 ， 再 利用 关于 数 的 三 角 不 等 式 ， 最 后 用 许 瓦 兹 不 等 式 ， 便 得 到 


[Kx Yo Cxs YN = |(x yo 一 《Yo y+ xss yx yy| 
< [xs ys ~ y)| + ix, mx, y)| 
x lly-yl+lx.-xiiyl->0 


其 中 用 到 | 7 一 > co 有 y ,一 一 Us XxX, -XxX—0kk (X,) 的 有 界 性 。 

作为 这 个 引 理 的 第 一 个 应 用 ， 让 我 们 来 证 明 每 个 内 积 空间 都 能 够 被 完备 化 。 完 备 化 之 后 
是 一 个 希 尔 伯 特 空 间 。 若 把 同 构 的 空 s 闻 视 为 一 个 空间 的 话 ， 则 其 完备 化 空间 是 唯一 的 。 这 里 
对 同 构 定义 如 下 (和 $2.8 中 所 讨论 的 一 样 ): 

中 内 积 空间 乏 到 同一 个 域 上 的 另 一 内 积 空间 入 上 的 园 构 有， 是 一 个 对 射线 性 算 子 了 ， 从 
一 们 ， 并 且 保 持 内 积 不 变 ， 也 就 是 对 所 有 的 x，yE€XX 都 有 

《7 了 YX TT y= CX, yy》 

为 简单 起 见 ， 我 们 用 同一 符号 《< ，> 表示 革 与 入 上 的 内 积 。 这 时 称 久 和 让 同 构 ， 并 且 把 六 和 
广 称 作为 同 构 的 内 积 空 间 。 注 意 ， 对 射 和 线性 性 保证 了 了 是 线性 空间 六 到 证 上 的 一 个 同 构 ， 


所 以 全 保持 了 内 积 空 间 的 整个 结构 。 由 于 XX 和 义 的 度量 是 由 范 数 定义 的 ， 而 范 数 是 由 内 积 定 
义 的 ， 所 以 在 保持 内 积 不 变 的 情况 下 ， 距 离 也 是 保持 不 变 的 ， 从 而 了 也 是 一 个 从 式 到 久 上 的 


。 8f 。 


rT —r 


等 耻 算 寺 。 

关于 内 积 空 间 完 备 化 的 定理 可 陈述 如 下 ;: 

3.2-3 定 理 〈 完 备 化 ) 对 任意 的 内 积 空间 ， 都 存在 一 个 项 尔 但 特 空间 扩 和 一 个 从 
到 磋 的 一 个 稠密 子 空间 这 上 的 同 构 女 。 布 把 同 构 的 空间 不 加 区 分 的 话 ， 则 太 是 唯一 的 。 

正明 ， 根 据 定 理 2.3-2 ， 存 在 一 个 巴 拿 未 空间 太 和 一 个 从 到 杂 的 袜 密 子 空间 二 上 的 等 
距 算 子 .A4。 由 于 连续 性 ， 在 这 个 等 距 算 了 于 之 下 ， 广 中 两 个 元 素 之 和 及 矢量 与 标量 之 积 ， 对 应 
于 WY 中 两 个 元 素 之 和 矢 景 与 标量 之 积 。 所 以 4 也 是 XX 到 这 上 的 一 个 同 构 ， 这 时 把 X 和 斤 都 视 
为 髓 逃 空 则 来 考虑 的 。 引 理 3.2-2 表明 ， 我 们 能 够 在 总 上 定义 如 下 内 积 ; 


人? y> = | i1m<x,, ys> 


这 里 的 记 法 与 定理 2.3-2 (和 1.6-2) 一 样 ， 妈 (x,》 和 《yy.)〉 分别 是 2€ 如 和 9E 如 的 代表 。 
将 §3.1 中 的 式 (8) 和 (10)》 结合 进去 考虑 。 我 们 看 到 把 X 和 严 视 为 内 积 空 间 ， 女 仍 是 和 
到 矿 上 的 一 个 同 构 。 

定理 2.3-2 也 保证 了 在 把 等 距 空 间 视 为 同一 个 空间 的 话 ， 五 是 唯一 的 。 了 世 就 是 说 六 的 两 
个 完备 化 产 和 顾 由 等 距 算 子 三 ， 克 一 互 关 联 在 一 起 。 出 于 和 4 的 情况 相同 的 缘故 ， 可 得 出 7 
必然 是 杂 到 所 上 的 一 个 同 构 。 

内 积 空间 三 的 子 空间 了 ， 首 先 要 求 了 是 天 的 一 个 线性 子 空间 ( 见 $2.1》， 然 后 取 广 的 
内 积 在 了 7 x 了 上 的 限制 ， 了 也 是 一 个 内 积 空间 。 

类 似 地 ， 和 希 尔 伯 特 空间 五 的 子 室 间 了 ， 也 要 求 它 是 一 个 内 积 空间 。 但 要 注 上 悉 ，} 上 不必 是 
希 尔 伯 特 空间 ， 因 为 它 可 以 不 是 完备 的 。 事 实 上 ， 从 定理 2.3-1 和 2.4-2 立 即 可 推出 下 面 定 理 
中 的 (Ca) 和 (6) 。 / : 

3.2-4 定 理 ( 子 空间 ) 设 了 是 希 尔 伯 特 空 间 关 的 一 个 于 空间 ， 则 

(a) 了 是 完备 的 当 且 仅 当 了 上 在 妃 中 是 朵 的 。 

(b) 若 Y 是 有 限 维 的 ， 则 了 是 完备 的 。 

(C) 若 右 是 可 分 的 ， 则 Y 也 是 可 分 的 。 更 一 般 地 说 ， 可 分 内 积 空间 的 每 一 子 集 都 定 可 分 


(c)》 的 证 明 很 简单 ， 留 给 读者 证 明 。 
习 ”是 

1 在 Rz 或 Rs 中 的 许 瓦 北 不等式 是 什么 ? 在 这 些 特定 的 情况 ， 给 出 舅 一 个 证 明 。 

2 .给 出 /2 的 子 空间 的 例子 。 

5. 令 和 是 这 样 一 个 内 积 空间 ， 其 元 素 有 多 项 式 x= 0 ( 见 8 2.9 习题 9 的 注释) 和 所 有 

“次数 不 超过 2 的 的 实 多 项 式 ， 并 把 它们 看 作 实 变量 tfE[a， 的 的 函数 。 内 积 的 定义 与 3.1 式 

” (7 ) 一 致 。 证 明 久 是 完备 的 。 若 了 是 贸 中 所 有 满足 x (a) = 0 的 x 构成 的 ，Y 是 关 的 一 个 于 

” 宏 间 吗 ? 关中 所 有 次 数 等 于 2 的 x 的 集合 ， 能 构成 了 的 一 个 子 空间 吗 ? 

”4. 证 明 ，y 上 上 x. 和 x.>x 合 在 一 起 蕴含 着 Xx 上》。 

5 证 明 ， 对 于 内 积 空间 中 的 序列 (x.) ， 条件 x, 中 一 上 x 和 《x.， X7> 一 《2 X7> 
蔓 含 着 收敛 性 x, 一 X。 


* 28. 


6. 习 题 5 中 的 论断 ， 就 复 乎 面 的 特殊 情况 加 以 证 明 。 


7. 正 明 ;， 在 内 积 空间 中 ，xJJ y 当 且 仅 当 对 所 有 的 标量 c 有 jx+ayl|l= Ilx=-cyl 
(《 几 图 25) 。 


x+ay 
Gy 
> 
其 
-0y =0y 
%=y 
fz+ayj=lx=ay| [x*+ay|x|x- ay 


图 25 ”在 欧 几 里 德 平面 R 中 对 题 习 7 的 说 明 


8 . 正明:， 在 内 积 空间 中 ，x 上 y 当 且 仅 当 对 所 有 的 标量 ac 有 | 儿 x+ay 站 之 让 xl。 
9 .去 扩 是 / = [5c,5] 上 的 所 有 连续 复 值 冰 数 构成 的 矢量 空间 。 且 令 上 = (VV ,| 站)， 


其 中 中 xl = maxilx(D1，X= (F，|。1:)》， 其 中 
b 
Nx)la=<xs zx 《xs y=) xD yO di 


I 上 El 肖 ; 从 1 到 XX ,上 的 恒 等 鼎 射 x I-”X 是 连续 的 。 ( 它 不 是 一 个 同 构 。 入 ;不 是 完备 的 。 ) 


10. 〈 零 算 子 ) 设 了 ， 二 一 么 是 复 内 积 空间 天 上 的 有 界线 性 算 子 。 若 对 所 有 的 xE 从 都 有 
/xxX>= 0， 求 证 = 0。 


证 明 ， 在 实 内 积 空间 的 情况 下 ， 上 述 结 论 是 不 成 立 的 。 提 示 :， 考虑 欧 几 里 德 六 面 的 旋 
去。 
$ 3.3 正 交 补 与 直 和 和 


在 度量 空间 卫 中 ， 从 元 素 xEX 到 一 个 非 空 子 集 必 忆 XX 的 距离 8 定义 为 
8S= infd (x, 7) (M$) 


英 
y EM fF 
在 赋 范 空间 中 ， 它 就 变 成 of 
S=infl|lx-yll M49) (1) / 
y EM 


图 26 是 一 个 用 来 说 明 的 简单 例子 。 
我 们 将 会 看 到 ， 在 人 7 中 究 交 有 没有 一 个 y 能 请 


= ||x-y| C2 
之 下 的 问 直观 上 来 讲 ， 就 是 给 定 x€ 
公 在 中 的 说 明 
大， 有 没有 yEM， 它 是 M 中 最 接近 x 的 点 。 如 果 有 这 村 图 26 公式 (1) 


se 89 。 


的 yEM 存在 ， 那 么 又 要 间 它 是 否 唯一 。 这 便 是 存在 与 唯一 性 问题 。 在 理论 研究 和 实际 应 用 
当中 ， 例 如 在 研究 函数 逼近 时 ， 这 是 一 个 最 根本 和 最 重要 的 问题 。 

图 27 中 说 明了 ， 甚 至 在 欧 氏 平面 R :这样 一 个 极为 简单 的 空间 中 ， 给 定 了 x 及 M ， 可 能 没 
有 满足 式 〈( 2 〉 的 y 存 在 ， 也 可 能 恰好 有 一 个 或 者 更 多 的 满足 式 (2 ) 的 y 存 在 。 可 以 想象 
得 到 ， 在 其 它 空 间 ， 特 别 是 无 穷 维 空间 ， 情 况 会 变 得 是 多 么 复杂 。 对 于 一 般 的 赋 范 空间 ， 和 
确 症 如 此 《第 六 章 就 会 看 到 ) 。 但 对 于 和 希 尔 伯 特 空间 ， 情 况 要 相对 的 简单 。 这 个 事实 是 今 
怀 开 的 ， 并 且 有 各 种 理论 的 和 实用 的 结果 。 当 然 ， 过 全 是 着 从 信 特 室 间 的 是 讼 六 什么 “和 
巴 拿 赫 空 间 的 理论 要 简单 的 主要 原因 之 一 。 

为 了 考察 希 尔 伯 特 空间 中 的 看 在 与 唯一 性 问题 , 也 为 了 描述 一 个 关键 人 性 的 定理 (3.3-1)， 
需要 两 个 互相 关联 的 概念 ， 且 有 普遍 意义 。 


9” 9” Ph” 
\ | / IN 
| 
: 二 
| 
(无 >》) ( 叭 一 的 》) (无 限 个 ) 
《0) (5) 《c) 
图 27 满足 式 ( 2 ) 的 点 YEM 的 存在 与 了 瞧 一 性 ， 这 里 的 MC 有 :是 开 钱 段 
(a) 无 7，(b) 唯 一 的 7，《〈c) 无限 个 7。 [(a) 和 (b)] 和 一 个 国 弧 [(c) 


我 们 把 连接 矢量 空间 AX 中 两 点 YX 和 yy 的 线段 定 
义 为 所 有 形 如 


z=ax+ (ll-a)y (a€R, 0<acl) 
的 点 集 z€ 尘 。 对 于 于 集 衣 CX 来 讲 ， 布 对 任 总 xX， 
yEAM ， 联 结 x， y》 的 线段 整个 落 在 及 内 ， 则 称 太 是 
到 的 。 图 28 是 凸 集 的 一 个 简单 例子 。 

例如 ， 涉 中 的 每 个 子 空间 了 都 是 串 的 ， 凸 集 的 


也 是 吓 的 。 
现在 我 们 可 以 为 本 节 提供 一 个 主要 工具 。 
3.3-1 定 理 ( 极 小 化 矢量 〉 设 关 是 一 个 内 积 
空间 ，M ss 少 是 一 个 西子 集 并 且 (在 内 积 诱导 的 度 
量 之 下 ) 是 完备 的 。 则 对 每 个 YE 和 ， 有 唯一 的 yE 昼 满足 


图 28 用 来 说 明 凸 集中 线段 的 例子 


8=infllx~ yl = x- yl (8) 
y EM | 
证 朋 :; (a) 存在 性 。 由 下 确 界 的 定义 。 在 用 中 存在 序列 《y.) 满足 
/ 8.=|y zx) (4) 


现在 来 证 〈y。) 是 柯 西 序列 。 记 y。- x = pm， 则 有 ul = 8,。 并 且 
机 90 S 


-- -一 - 


w+ae = | y+ yo 2x =21 3(y, + y.) -x | >28 


这 是 因为 4 是 凸 的 , 故 有 2-(y。+ y。)EM。 此 外 ， 还 有 y。- y= v, ~ v。。 因 此 根据 平行 四 边 


了 公式 
yo ya) := | vv | = 一 + 二 20 站 + 站 ze) 
< 大 一 295) +2(52 十 93)~> 0 m, noo 
这 表明 (yy,) 是 一 个 柯 西 序列 。 又 由 于 M 是 完备 的 ， 所 以 〈y。 在 M 中 收敛 ， 不 仿 设 -> 
yEM。 由 于 yEM， 故 上 x 一 yy 之 3。 而 由 式 (4 ) 又 有 
x—-yilalx-y +ly—-yl=5+|y,.-y|—58 
合 在 一 起 便 证 明了 xx-y|=。 
(50) 唯一 性 。 我 们 假定 y，yoEM 都 满足 
上 x-y 上 =8 及 


上 x-yot=8 
汰 后 证 明 y。= y 。 根 据 平行 四 边 形 公式 


iy— yo ?= (yx)- (yo ~x))|? 
=2]|y—-xi +2 yo -x :- | (y~-x)+(y,。 -x) 1? 
— oN2 2 02 +iYo  _ 2 
232 +2082 一 22 | nr 2 | 


在 右 汕 由 于 -元 (+ yo)EM， 故 有 
y+y0) -x* ll >8 


这 哎 意 味 着 28? + 28? 一 4 本 (ytyo) -XH: 夺 00， 从 而 有 | 中 y-yo|l 和 过 0， 但 总 有 
上 yy-yo| 之 0， 故 必 有 | y - yo =0, Bly= y,。 

如果 把 任意 凸 集 换 成 子 空间 ， 则 可 以 得 到 这 样 一 个 引 理 ， 它 推广 了 类 似 于 初等 几何 中 的 
一 个 思想 ， 给 定 的 x 在 子 空间 了 中 的 唯一 的 最 近 点 y，。， 可 过 x 岗 地 作 垂 线 ， 而 垂 足 扣 便 是 y。 


5_ 5-2 引 理 《 正 交 性 ) 在 定理 3,3-1 中 ， 设 MM 是 一 个 完备 的 子 空间 YY ， 而 xE 姑 给 定 。 则 
有 z= x 一 9y 正 交 于 了 。 


正明 ， 若 z 上 了 不 真 ， 则 必 有 1EY 使 得 


《Zs y1>=p 夺 0 (5) 
显然 ，y1 下 0， 否则 便 有 《z* yi>= 0。 此 外 ， 对 任意 的 标量 4， 都 有 


lz-ayill?= -ay1s 2-Q0Y1> “ 


= (zy 2) a 2s Yi —ally1s 2 - wyi 1)) 
= 《2Zy z2>-_a BB-atph-atlyis yi12) 


。 91 。 


知 我 们 选 
一 Bb/lyi1, y》1> 
则 上 式 右 端 方 插 号 C… ] 中 的 表达 式 为 容 ， 从 (8) 式 又 有 z= 中 x-y 上 =8， 所 以 上 
Iz-ayi| ?= |z)?- IB 2/<y1, y1)<=<0’ 
但 由 于 
2z-Qy1=X-y: 其 中 y=y+ay1€y 
说 明了 ys= y + ay 1 是 中 离 * 最 近 的 点 。 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 与 y》 是 唯一 的 相 矛 盾 。 所 以 
式 〈5) 不 能 成 立 ， 引 理 得 十。 
我 们 的 目标 是 要 给 希 尔 伯 特 空间 一 个 特别 简单 而 适用 的 直 和 表示 ，。 以 便利 几 正 交 性 。 为 
了 弄 清 楚 情 况 和 所 雪人 研究 的 问题 ， 首 先 让 我 们 引进 直 和 的 概念 。 这 个 概念 对 任意 的 矢量 空间 
都 适用 ， 其 定义 如 下 : 
5.5-35 定 义 〈( 直 和 ) ”对 于 矢量 空间 人 和 它 的 两 个 子 空 间 上 和 2 ， 如果 对 每 个 xEA 兴 ， 都 
有 唯一 的 表达 式 
X= y+2z, yE€Y,， 2€EZL 
则 称 入 为 了 与 ZZ 的 直 和 ， 记 之 为 
X=YOZ 。 
并 且 把 了 叫做 地 在 X 中 的 代数 补 ， 反 之 亦 然 。 而 了 和 Z 又 称 为 中 的 一 对 互补 子 空 sIBj。 
例如 ，Y = 民 是 欧 氏 平面 只 :的 一 个 子 空 间 。 显 然 ， 了 在 只: 中 有 无 数 多 个 代数 补 ， 其 中 
的 每 一 个 都 古 :一 条 实 直 线 。 但 是 最 方便 的 还 是 与 上牌 直 的 那 一 条 。 我 们 在 选用 香 卡 尔 坐 标 系 
时 ， 就 是 利用 了 这 一 事实 。 在 Rs: 中 原理 与 上 述 情 岗 相 同 。 
类 似 地 , 在 一 般 的 希 尔 伯 特 空 间 豆 中 ， 主要 的 兴趣 是 研究 妃 用 其 闭 村 空 间 了 了 及 它 的 正 交 补 


+ = {zE 媚 |z| 了 


的 吉 和 来 表示 的 问题 。 了 + 是 所 有 与 垂直 的 矢量 集合 。 这 就 是 本 节 的 所谓“ 投影 定理 给 
出 的 主要 结果 。 至 于 为 什么 把 它 叫做 投影 定理 ， 后 边 的 证 明 阐 明了 理由 。 
3.3-4 定 理 ( 直 和 ) ” 设 V 是 希 尔 伯 特 空间 瑟 的 任 一 闭 子 空间 。 则 有 


H=YWmZ, Z=Y+ (6) 


| 证 明 ， 由 于 万 是 完备 的 ， 上 是 闭 的 ， 所 以 根据 定理 1.4-7 知 Y 是 元 备 的 。 文 由 于 了 十 串 
的， 则 定理 3.3-1 和 引 理 3.3-2 告 诉 我 们 、 对 一 个 xE 瑞 ， 都 有 唯一 的 yEY 满足 


X= y+z, 2EZ = V+ (7) 
为 了 证 明 表 达 式 (7 》 的 唯一 性 ， 假 定 有 : 

: X= y+2= yi1+2! 

其 中 y，yjEY ,2，21E2 。 则 >- yi =z: 一 ze 出 于 >y-y>ISY， 和 zj-zEZ=Y-， 所 


®° 92 。 
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以 y- ycEF7 们 Yt1= {0}， 这 表明 y= yi， 从 而 也 有 z= 2z1。 

术 《〈《7 了 7)》 中 的 y 叫 做 x 在 了 上 上 的 正 交 投影 〈 或 简称 x 在 上 上 的 投影 》。 这 个 术语 来 自 初 等 
几何 。 工 例如 ， 我 们 取石 = R*， 将 任意 点 X= (61，。5，) 投影 到 5- 轴 上 ， 则 5 - 轴 扮 演 了 贱 
二 全 IH 的 角色 ， 这 时 投影 便 古 y= (451， 0 )。】 

方程 (7) 定义 了 上 映射 


天， 万 一 
X jy 二 Px 
忆 吕 做 妃 到 冯 上 的 《〈 正 交 ) 投影 〈 或 投影 算 子 》。 从 图 29 明 显 地 可 以 看 出 ， 忆 是 一 个 有 界线 
性 合子 。 书 肌 -7x 
日 到 Y 上 ， z=poxf 一 / 
yY 到 自己 上 ， 


ZZ=Y- 到 {0} 上， 
并 由 半 村 等 的 ， 也 就 十 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


P*:= P y= 0* 
内 而 对 每 个 YE 已 

Pix= P(Px)= Px 
I 比 ， 卫 是 六 上 的 恒 等 算 子 。 而 关于 和 = 图 29 ”定理 3.3~4 和 公式 ( 9 ) 的 说 明 


7 -， 我 们 有 的 讨论 也 给 出 : 
3.3-5 引 理 〈 零 空间 )  ” 希 尔 伯 特 空间 瓦 的 闭 子 空间 Y 的 正 交 补 了 -~， 是 刀 到 了 上 的 正 交 
拉 影 了 的 次 空间 人 (了 了 )。 / 
下 交 补 是 一 个 特殊 的 老化 子 。 内 积 空 间 怀 中 的 非 空子 集 寻 的 零 化 子 M + 是 如 下 的 集合 中 
Mi= {xEX |x |M} 
丸和 而 ，xEM+ 当 且 仅 当 对 每 个 vc€M 都 有 《x，v》= 0 。 这 就 国明 了 其 名 字 的 来 历 。 
六 总 ， 由 于 对 任意 的 YX， yEA -及 任意 标量 C， bs 关于 一 切 vEM 都 有 
ax+pfy, v>= Qlx, 2>+ hy, v>= 0 
折 以 ax + ByEM+。 从 而 证 明 M+ 是 一 个 矢量 空间 。 
恋 老 自己 能 够 证 明 (习题 8〉》; M+ 是 闭 的 。 
(M+)+ 记 为 M++。 一 般 地 说 ， 有 
MCA 《8”) 


xEMOx | M+OxE(M!)+ 


ed 


QD@ 各 我 们 在 后 面 (§ 3.8) 所 要 看 到 的 那样 。 这 与 32.10 中 习题 13 并 不 抵触 。 


es 日 3 。 


但 是 对 十 闭 子 空间 ， 进 一 步 还 有 
3.3-6 引 理 《 闭 子 空间 〉 若是 希 尔 伯 特 空间 右 的 闭 子 空间 ， 则 


VY =Y++ (8) 


正明 ， 由 式 (8*) 知 ，Y CY+1:, 改 只 需要 证 有 明 Y 汪 Y 了 于。 任 取 xE€Y ++， 训 由 3 .3-4 知 
有 %= y+z， 其 中 y€Y CY+i。 由 于 了 是 一 个 矢量 空间 ， 又 假定 了 XE 直 ， 所 以 z= x - 
yEY 下 ， 因 此 z 上 Y 了 +。 但 根据 3.3-4，zEY+。 合 在 一 起 便 有 2」z， 因 而 z= 0 。 从 而 证 明 
X= y， 也 就 是 说 XE 了 。 已 知 x* 是 在 六 代 中 任 取 的 ， 故 有 了 ttCY。 

二 《8) 秆 我 们 在 课文 中 总 采用 闭 子 空间 的 一 个 主要 理由 。 由 于 2Z+= 和 以 = 天 ， 所 以 
公式 《6 ) 也 能 写 为 


H= ZO@Z+ 
这 样 通过 x lz 可 定义 一 个 从 五 到 Z 上 的 投影 (图 29) 
PpP,: H—2 (9) 


其 性 质 和 前 面 考 察 过 的 己 相 似 。 

定理 3.3-4 几乎 推出 了 在 希 尔 伯 特 空间 妃 中 ， 怎 样 的 子 集 所 张 成 的 子 空 间 在 如 中 是 和 
密 的 ， 其 特征 如 下 ! 

5.5-7 引 理 〈 负 密集) 万 是 一 个 项 尔 伯 特 空 间 ， 寻 是 万 的 一 个 非 空子 集 ， 则 当 且 仅 当 
M+= {0} 时 ，span {M} 在 及 中 稠密 。 

上 止 明 ， (a) 设 XEM2+ 并 且 信 = span {MM} 在 五 中 稠密 。 则 xE€8V = 太 。 由 定理 1.4-6(q)。s 
在 上 中 仔 企 序列 〈x。) 使 得 X。>%x。 又 由 于 xEM+ 且 M+LVF， 所 以 <x。，x》= 0。 由 内 积 的 
连续 性 ( 见 引 理 3.2-2〉 ， 有 《x,，。x》 一 《x，x》， 合 在 一 起 便 有 《<x，x》= ||x1:= 0， 故 
有 x = 0 。 而 由 于 x 是 从 M+ 中 任 取 的 ， 所 以 M+= {0}。 

6) 反之 ,假设 M+= {0}， 若 x*LV 便 有 xLM， 所 以 xEM1+， 因 而 x = 0 。 这 便 推出 

= {0}。 注 意 到 人 让 是 瑟 的 子 空间 、 置 YF = 多 ， 由 3- 3-4 便 得 


p=H 


习题 
: 议 羡 征 一 个 布尔 们 特 空间 ， 寻 C 瑟 是 一 个 凸 子 集 ，(x。)》 是 M 中 的 序列 且 满 足 上 x. 


Kihd 下。 证 明 〈x。) 在 巨 中 收敛。 在 R :或 Rs 中 举例 子 说 明 。 

2 .让 朋 复 空间 人”( 见 3.1-4) 中 的 子 集 

M = {y= (nm)| Zn = 1} 

“是 完备 的 凸 集 。 求 M 中 最 小 范 数 的 矢量 。 
”3.(a) 证 明 [ -1，1] 上 的 所 有 实 值 连续 函数 构成 的 矢量 空间 七 能 表 成 - 1，1 ] 上 的 
” 奇 连续 函数 集 与 偶 连 续 函 数 集 的 直 和 。 (8) 给 出 Rs 的 直 和 表示 的 例子 ， (1) 子 空间 与 它 
”的 正 交 补 ， (ii) 任意 两 个 互补 的 子 空间 。 
4. l(a》 车 症 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ，MCX 是 一 个 闭 于 空间 ， 证 了 明 定理 3.3-1 中 的 结论 也 


e YJ4*。 


是 成 立 的 。(b) 在 定理 3.5-1I 的 证 明 中 ， 如何 才 能 利用 阿波 洛 尼 捷 斯 恒等式 (8$3.1 习 题 5)。 

5. 设 和 =R:。 知 M 是 (o) {1X}， 其 中 yx= (51，5;) 志 0，(6b) 线性 无 关 组 {x1，x,}C 必 
对， 求人 M+。 

6 ,证 明了 = {x jx= (86) E12?，624= 0，nEN } 是 及 的 一 个 周子 空间 ， 并 求 二 +。 若 Y= 
spaniles Ee29 "9 CsCl 其 中 ey = (91,)， 了 -是 什么 ? 

7. 设 4 和 呈 二 4 是 内 积 空间 和 的 两 个 非 空 子 集 ， 证 明 

(a) 4C4tLL， (b) BiCA!, (ec) 44LL= A+ 

8 .证 朋 ， 内 积 空间 夭 中 的 集合 性 六 四 的 雪人 化 于 4 是 趟 的 团子 至 间 。 

9 .证 明 ， 希 尔 伯 特 空间 于 的 子 空间 Y 在 如 中 是 闭 的 ， 当 和 且 仅 当 Y = 了。 

10. 若 万 $ 是 希 尔 伯 特 空间 五 的 任 一 子 集 ， 证 明 及 车 是 万 由 包含 及 的 最 小 闭 子 空间 ， 
也 就 十 说 ，M 丫 包含 在 任 一 含有 凡 的 闭 于 空间 YY CC 及 内 。 


$ 3.4 ”标准 正 交 集 和 标准 正 交 序 列 


在 内 积 空间 和 和 希 尔 伯 特 空间 中 ，$ 3.1 中 所 定义 的 正 交 性 起 着 根本 的 作用 ， 这 在 上 一 节 

已 有 了 初步 的 印象 。 而 特别 有 意义 的 还 应 是 两 丽 互 相 正 交 的 矢量 构成 的 集合 。 为 了 丈 好 地 理 

和 解 。 先 让 我 们 回顾 一 下 在 欧 氏 空间 Rs 中 相 类 似 的 情形 。 在 R* 中 的 一 个 备 卡尔 直 角 坐 标 系 的 

=-- 个 坐标 轴 的 正方 向 上 ， 分 别 取 单 位 矢量 el，ez，es， 它 们 构成 了 民 * 的 一 个 基 。 所 以 只 中 
的 每 个 矢量 x 都 有 唯一 的 表示 《〈 见 图 30) 


% 一 C 区 16C1 十 Ce 十 Cs3es3 


el 


图 30 Rs 中 的 标准 正 交 组 (e,,es,es) 和 表示 式 x 王 06: 十 Qse: 十 0ses 
现在 我 们 来 看 正 交 性 的 巨大 优越 性 。 给 定 *， 通过 取 内 积 〈《 后 积 ) ， 便 很 容易 地 定 出 未 知 系 
QAI Cs Case 事实 上 ， 奖 求 Cl1， 只 要 上 式 的 两 端 同时 与 e: 作 内 称 ， lL 


《X 2e1>= QE1 e1>+Qa es E61> + Qs 6Es. E17 = 0Q1 


es。 5 * 


类 似 地 可 求 出 cz，cs。 在 更 一 般 的 内 积 空 s 间 中 ， 利 用 正 交 集 或 标准 正 交 集 ， 或 正 交 序列 ， 
也 将 有 类 似 的 或 巡 外 的 要 能 人 性， 十 面 将 要 前 明 。 事 实 上 ， 利 甲 这 样 的 正 交 集 或 正 交 序列 ， 可 
以 得 到 内 职 空间 和 布尔 伯 特 空间 整个 理论 中 最 为 核心 的 内 容 。 为 此 ， 让 我 们 先 引 进 几 个 必要 
的 慨 , 全 。 

3.4-1 定 义 〈 标 准 正 交集 和 标准 正 交 序 列 ) 内 积 空间 天 中 的 正 交 集 凡 是 指 由 两 两 互相 
正 交 的 关 盖 组 成 的 于 集 MWMCX 。 而 怀 准 赴 父 桌 怪 ， 除 了 要求 和 异 丰 直 区 嘛 外 ， 还 要 求 间 的 每 个 
矢量 的 沿 数 都 是 1， 册 对 所 有 的 x，yEM， 有 


0 XYy 
《Xs Yy»= (1) 
1 X=Yy 


全 正人 交集 或 标准 正 交 集 玉 是 可 数 的 ， 则 可 以 把 它们 写成 序列 的 形式 《y.)， 这 时 便 把 它 
们 叫做 止 交 序列 或 标准 止 交 序列 。 

更 为 一 般 地 ， 一 个 而 有 指标 的 集 或 族 (xs。〉，aE€1， 闪 对 所 有 的 a，BEJ Ha 寺 bB， 有 
Xs。L xpa， 则 称 〈x。》 是 正 区 的 ， 才 所 有 的 Xe 的 范 数 都 是 1 ， 又 称 〈x。) 是 标准 正 交 的 。 所 
以 对 所 有 的 a，bE1， 有 : 
0 aE8 


《NX as | (2) 
1 oa=p 


这 里 的 8。4， 如 同 $ 2.9 一 样 ， 为 克 罗 奈 兄 符 号 。 

如 果 读 者 需要 熟悉 族 及 有 关 的 概念 ， 可 看 附录 1 中 的 41.3。 读 者 将 会 注 意 到 ， 与 我 们 
在 定义 中 给 出 的 概念 有 密切 关系 。 对 入 的 任何 一 个 子 集 M， 我 们 总 是 能 找到 半 的 元 素 的 
族 ， 其 元 案 的 集合 就 是 吝 。 特 别 是 ， 我 们 可 以 用 以 到 X 的 自然 内 射 ， 来 定义 一 个 族 ， 即 把 久 
上 的 恒 等 映射 x :~>x 限 制 在 由 上 来 得 到 。 

下 面 来 考察 正 交 集 或 标准 正 交集 的 简单 性 质 及 例子 。 

对 于 互相 正 交 的 元 素 X，》， 有 《XxX， > = 0 。 所 以 很 容易 得 到 勾 股 定理 

[x+ yl ?= Hx?+ yl : 《83 ) 

图 31 给 出 了 大 家 熟悉 的 例 于 。 更 一 般 地 ， 涯 {x1， 


Ny ”9 xXx，} 是 一 个 正 交 组 ， 则 | 


xit Xs t x = x 
+ xyz2+w+ixs2 C4) 和 
事实 上 ， 各 7 三 k 便 有 <xjy，Xx>》 = 0。， 因 向 
| Sxill ?= Sx, Sx 1 x 
| 
= 之 x)? 
4 


“(入 是 从 1 到 取 的 ) 我 们 还 会 注意 到 有 下 述 结论 。 
3.4-2 引 理 〈 线 性 无 关 性 ) 标准 正 交 集 是 线性 无 关 的 。 
正 | 朋 ; 过 {els eye Cn} 是 标准 正 交 的 ， 往 由 方程 


Qieli 二 CQe 十 本 Cnen 一 0 


* 90 * 


用 固定 的 ei 与 上 式 两 端 作 内 积 ， 便 得 
《之 Zuei e617 = oie 2ji72 一 Cieiy E€;>=Q;= 0 
这 便 让 明了 任意 有 限 的 标准 正 交 集 是 线性 无 关 的 。 营 给 定 的 标准 正 交集 含有 无 限 多 个 元 素 ， 
根据 § 2.1 中 关于 线性 无 关 的 定义 ， 也 能 证 明 它 是 线性 无 关 的 。 
例 玫 - 
3.4-3 欧 氏 空 间 R? 在 空间 R 中 ， 三 修 单 位 矢量 (1，0，0) ，(0，1，0)，(0，0，1 
正午 直人 坐标 系 的 三 个 坐标 轴 正 方 回 上 的 单位 天 量 ， 它 们 构成 了 一 个 标准 正 交 集 。 见 图 30。 
3.4-4 空 间 l* 在 空间 让 中 ，(e,) 是 一 个 标准 正 交 序列 ， 其 中 e, = (6,;), 即 其 第 n 项 是 1， 
上 二 余 的 项 都 十 委 (出 3.1-6) 。 
3.4-5 连 续 函 数 ” 设 六 为 定义 在 [0，2x ] 上 的 所 有 实 值 连续 函数 构成 的 内 积 空间 ， 其 内 
积 定 义 为 ， 
Cx, y>=| x(t) y(t)dt 
( 几 3.1-5) 。 文 中 的 一 个 正 交 序 列 为 (4,) ， 其 中 


un(t) = cosnt n=0, ls 
另 一 个 正 交 序列 为 (v，) ， 其 中 
va(t)= sinnt 好 二 和，1，。。 


事实 上 ， 通 过 积分 便 能 到 得 
0 mn 


入 工 . 
Ums w= | cosmicosntdt=1 x m= n= ls, 2, “° (5) 
0 


27 m=n= 0 
关于 《〈zs》 有 类 似 的 公式 。 因 此 。 有 一 个 标准 正 交 序列 〈e,) ， 其 中 


Er) =1/ ww 2Nn 多 esfr) = = -一 cosnt (n= 1, 2 **») 


从 〈v,) 也 能 得 到 男 一 个 标准 正 交 序列 (8,)， 其 中 


_ «(t) 1 .. 
几 i 一 一 0 二 1 一 击 必需 


人 入 得 注意 的 是 ， 对 所 有 的 m，n， 还 有 4m_Lvrs。 《请 自己 证 明 ) 象 下 一 节 我 们 将 要 讨论 的 那 
笠 ， 这 些 序 列 出 现在 健 立 时 级 数 中 。 下 面 我 们 将 要 做 什么 ， 从 这些 例子 已 经 能 初步 地 体会 
本。 实用 上 最 重要 的 其 他 一 些 标准 正 交 序列 将 在 稍 后 的 一 节 〈8$ 3.7) 中 研究 。 

标准 正 交 序列 ， 比 一 般 的 线性 无 关 序 列 更 为 优越 。 若 我 们 知道 一 个 给 定 的 矢量 能 够 用 标 
准 正 交 序列 的 元 素 线性 表 出 ， 则 通过 正 交 性 可 以 准确 而 容易 地 定 出 组 合 系数。 事实 上 ， 若 
{e;，ey，…} 是 内 积 空间 怀 中 的 标准 正 交 序列 ， 且 有 xEspan {tel，e:，…，e, 这 里 的 * 国 
定 。 则 按 张 成 的 定义 《32.1) ， 有 


X= 2 Caes (6) 


e 97 。 


车 上 式 两 凋 和 固定 的 ei 取 内 积 ， 便 得 到 

《X e172 一 《之 0s 617 = 2 Oness e217 = 0 
用 这 些 示 族 代 和信 式 (6)， 便 硝 

X= 5 Xs, enen (7) 
这 表明 ， 更 确定 式 〈《6 ) 中 的 未 知 系数 是 很 简单 的 。 著 我 们 希望 在 式 〈《6 ) 或 式 (7 ) 中 再 添 
加 一 项 Cies+1s 民 [ 

六 =X+CasrieehitCsSpan{tel、eo%9 Earl 


则 只 需 担 计算 一 个 系数 Qni1， 而 其 余 的 系数 保 桂 不 变 。 这 就 更 加 明显 地 看 出 利用 标准 正 交 性 
的 优越 性 。 

一 般 地 ， 营 我 们 汐 虑 任 一 x<EX， 它 不 必 落 在 .= span {e1，es。*…，eo} 中 。 我 们 可 
以 通过 


》= 之 Xs EE (8a) 


来 定义 一 个 yE€ 了 了 ,， 这 里 的 是 轩 定 的 。 则 通过 

X= YY+2Z2 (C806) 
来 定义 z， 即 z= x ~ y。 我 们 来 证 明 z 上 yy。 要 理解 我 们 到 底 要 做 什么 ， 只 要 注意 下 面 的 推导 
就 清楚 了 。 对 每 个 YEY ,， 都 有 如 下 的 线性 组 合 

y= 5 Ue, 


从 前 面 的 讨论 知道 ， 其 中 的 cv= 《yy Ei> 。 我 们 这 里 要 做 的 是 ， 对 特别 选 定 的 cs = 《>x， es> 
R=1… 1 可 得 到 满足 z= X 一 yy 的 一 个 ?。 
为 了 证 明 这 一 扣 ， 首先 利用 标准 正 交 性 ， 可 得 


ly l= CB, eVess Slx, en)es)= 5 lx, el (9) 
再 用 这 个 结果 使 进一步 得 到 
《2Z9 y7 =《X 一 yy7> =《%，y> 一 《y， y= Cx, Sx,e es ~ | yl: 
= SCX, es> Xs es> 一 全 lx, ce» 2= 0 
从 而 证 明了 zy。 根据 勾 股 定理 式 (3 ) 便 有 


x12= 有 y+ / (10) 
将 式 《 9) 和 式 (10) 合 在 一 起 ， 便 得 到 / 
{z= xll?— ytl?= lxl*- 2 lx, el ? 


由 二 由 zi:0， 所 以 对 每 个 as= 1，2，…， 和 都 有 


。 与 6 。 


| 


5 lx eol 入 人 xl (12*) 
= 1 


文 个 和 式 的 每 一 项 都 是 非 负 的 ， 所 以 随 著 1 的 增加 构成 一 个 单调 递增 序列 。 由 于 这 个 序列 有 
四 ( 几 YY 和 2， 所 以 是 疏 化 的。 也 就 是 说 ， 它 是 一 个 站 和 敛 的 无 穷 级 数 的 部 分 和 序 烈 。 因 此 
《12”) 顷 含 着 如 下 的 定理 。 

5.4-6 定 理 〈 贝 塞 尔 不 等 式 ) ” 设 〈et) 是 内 积 空间 入 中 的 一 个 标准 下 交 序列 ， 则 对 每 
个 xEX 都 有 


区 Kx，eol2s1x1l* 《由 塞 尔 不 等 式 ) (12) 

公式 (12) 中 的 内 积 《xX, es> 叫做 x 关于 标准 正 交 序列 (e@,) 的 傅立叶 系数 。 

注意 ， 当 和 是 有 限 维 空间 时 ， 则 和 中 的 每 个 标准 正 交 序列 一 定 包 含有 限 项 ， 因 为 根据 
3.4-2 正 交 序 列 是 线性 无 关 的 。 因 此 式 〈12)》 中 是 有 限 和 式 。 

我 们 已 经 看 到 了 用 标准 正 交 序列 研究 问题 是 很 方便 的 。 留 下 来 的 实际 问题 是 ， 在 给 出 一 
个 线性 无 关 的 序列 之 后 ， 如 何 由 它 得 到 一 个 标准 正 交 序列 。 这 要 通过 一 个 构造 性 的 过 程 来 完 
成 。 这 个 过 程 就 是 所 谓 的 对 内 积 空 间 的 一 个 线性 无 关 序 列 〈x;) 施行 格拉 姆 - 施 蜜 特 (Cram- 
S chmid 1) 标准 正 交 化 的 过 程 。 所 得 到 的 标准 正 交 序列 Ce) 有 如 下 性 质 ， 对 每 个 m， 


span ie1s es “en = Span{Xys X29 9 Xn} 


其 过 程 如 下 ; 
第 一 步 ，(e》 中 的 第 一 个 元 素 e1 取 为 


e:=X1/| x | 
第 二 步 : xy 可 被 写成 


XxX, = 《XX,» e1761 +v, 


Vs = XX | 
未 是 还 估量， 因为 〈x)) 是 线性 无 关 的 。 由 于 有 《va，el>= 0， 故 ve1， 这 时 便 可 取 
es = vs/ Nv, | 
第 三 步 ， 和 天 量 
Vs = Xs~— Xss el12e1 一 《人 Xs9 E2786. 
不 是 零 矢 量 ， 并 且 vs Leli，vs- Le*， 故 我 们 取 
es=vs/ jzs | 
第 ?2 步 ， 矢量 〈 匈 图 33) 


i~— ~ 
Ve= Xs~— SE Xs E12 Ch \ (13) 
b™) 


k=1 
| 
— 《X23 2 
| Uv | 
| " | 
| | 
vu, | | 
| | 
| Cn 
C2 | -~ 1】 
el 《Xs el2B1l 人 《Xn 2RDER 
= 1 
图 32 ”格拉 姆 -~ 施 密 特 过 程 的 第 二 步 图 33 ”格拉 姆 ~ 施 密 特 过 程 的 第 n 步 


不 二 必 作 本 而 且 正 交 2 地 els C29 9 Cn-lo 由 它 又 可 得 到 
‘es= vo | ws (14) 
这 些 是 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 的 一 般 公 式 ， 它 是 由 已 。 施 密 特 〈1907) 提出 的 ， 也 可 参看 
“ 忆 :格拉 姆 (1883) 。 值 得 注意 的 是 ， 在 式 〈13) 右 端 被 减 去 的 和 式 了 《x.，ewYes 是 
Xs 在 气 lspan {e1，。ezs … en-1} 上 的 正 交 投影 。 换 句 话 说， 在 过 程 进行 的 每 一 步 ， 我 们 
都 从 x, 碱 去 它 在 已 经 求 出 的 各 标准 正 交 矢量 方向 上 的 分 量 。 这 样 就 得 到 了 v,， 然 后 再 乘 上 标 
景 1/ | ve | ， 便 得 到 范 数 为 1 的 矢量 。 对 任意 的 "，v, 都 不 能 是 零 撩 量 。 事 实 上 ， 若 有 一 个 
n， 它 已 使 0,= 0 的 最 小 自然 数 ， 则 式 〈13》 意味 着 x。 是 ce1，e。，…，e,-1 的 线性 组 合 ， 


克也 Xi X29 5 Xn-1 的 线性 组 合 0 这 便 与 {xils X29 ee Xs } 是 线性 无 关 的 发 生 了 
矛 厦 。 


/ 习 题 
1. 1 正 及 ; 任 一 有 限 1 维 的 内 积 空间 都 有 一 个 标准 正 交 基 ! bis b> ***» b.}o 《无 限 维 
的 情况 将 在 》3.6 中 竹 虑 。) 
2 .在 空间 R 中 (rn) 。， 从 几何 上 年 样 解释 式 〈12 ) 
3. 从 式 (12*) 推 得 许 瓦 兹 不 等 式 《3 3.2) 。 
4. 给 出 一 个 使 不 等 式 《12) 有 严格 不 等 号 成 立 的 xE1 的 例子 。 
5. 洁 (es》 是 内 积 空间 芋 中 的 一 个 标准 正 交 序 列 ， 并 且 xEX， 证 明 在 给 定 


y= 之 aes Qi= (Xs E> 
=]l 


后 ,， x 一 yLY.=spant{e:, es， ***» 2 z | 

: 6 (傅立叶 系数 的 极 小 性 质 》 设 {“;，“*，…，“, } 是 内 积 空间 天 中 的 标准 正 交 组 ”这 
里 的 "是 固定 的 。 又 设 < 大 下 生生 全 和 ， 有 y= Pie t+ Pes+ … 十 Pes。 则 x—-y| 
依 束 于 Bi1， Bz， ……， pro 通过 直接 计算 证 明 | x— yy》 当 且 仅 当 pi= 《x， 2e179 j=1,2,, 
7 有 时 大 到 聂 小 。 


100. 


7. 设 〈ei) 中 内 积 空间 不 中 的 任 一 标准 正 交 序列 。 证 明 对 任意 的 x，yEX， 有 
5 Kx evcys erl ll yl 


8 .证 明 内 积 空间 天 的 元 素 x 不 能 有 大 多 的 大 的 传 立 时 系数 《x，e,>， 这 里 的 (e,) 是 
给 定 的 标准 正 交 序列 ， 更 准确 点 说 ， 主 朋 使 得 
x, ed| > 
ni 
和 《<x，e:>》 的 个 数 nn， 必 满足 nm 过 m? x 人 
9 .把 序列 (x。，x1，。%*。，…，。，) 的 前 三 项 标准 正 交 化 ， 其 中 xj(1)=ti, 1E€[ 一 1, 1)， 


省 机 六 
证 积 为 | 
《Xx, »y>=| x(t)y(i)dt 
一 1 


10 .X11)=1t*, Xs(f)=1t, xs(t)=1。 按 X%X1，。X,， xs 的 次 序 和 习题 9 中 规定 的 内 积 
广 何 标准 下 区 化 ， 并 和 悦 题 9 加 以 比较 、 评 论 。 


S$ 3.5 与 标准 正 交 序列 和 标准 正 交 集 有 关 的 级 数 


还 有 一 些 事实 和 问题 是 与 贝 塞 尔 不 等 式 有 联系 的 。 本 节 我 们 首先 从 “ 传 立 了 时 系数 ”这 一 
术语 开始 ， 然 后 再 考虑 相对 于 标准 正 交 序列 的 无 穷 级 数 。 最 后 初步 地 研究 一 下 不 可 数 的 标准 


开交 储 。 
5.5-1 例 子 〔〈 傅 立 叶 级 数 ) 形 如 


ao 十 S (a,coskt + b,sinekt) 、 C1") 
n=1 


的 级 数 叫 做 三 角 级 数 。 定 义 在 R 上 的 实 值 函数 x， 如 果 有 正 数 已 ， 使 得 对 所 有 的 4ER 有 
‘x(t+p)=x(t) 


则 称 之 为 周期 函数 ， 而 p 则 做 x 的 一 个 周期 。 设 % 连续 且 周 期 为 2x， 则 据 定 义 ，% 的 传 立 时 
级 数 就 是 三 角 级 数 (1*》， 其 中 系数 ai。b; 由 欧 拉 公 式 纵 出 : 


1 《37 

a = 二 x (tydt 

a =—t | wt)eosktdi k=1, 2， be (2) 
HT -0 


p= lx)sinktdt hel, 2, ~ 
并 0 


这 些 系 数 又 叫做 x 的 健 立 叶 系 数 。 
世 x 的 传 立时 级 数 对 每 个 t 都 收 合 且 有 和 x (ft， 则 可 号 成 
4 j0l 。 


xX(1)=a,+ 5 (ascoskt +b,sinkt) (1) 
Ah=i1 


加 于 x 的 周期 为 2r， 所 以 在 (2 》 中 的 积分 区 间 [50，2zr ] 可 用 长 度 为 2r 的 任意 其 他 区 
国人 代替 ， 例 如 用 [ -x，x 】。 

停 立 叶 级 数 首 先 出 现在 物理 问题 的 研究 中 ， 它 最 早 由 贝 努 利 (DD。Bernoul1li 1753 研 
守 驼 霸 动 ) 和 傅 立 上 时 (J ，。 太 ourier1882 研究 热传导 ) 所 研究 。 这 些 级 数 使 得 我 们 能 够 用 简 
单 的 问 期 函数 〈 正 芒 函 数 和 余 蓄 函数》 来 描述 复杂 的 周期 现象 。 在 微分 方程 的 研究 〈 振 动 ， 
热传导 ， 势 的 间 题 等 中 它们 有 各 种 实际 应 用 。 

从 去 《2 ) 可 以 看 到 ， 要 确定 传 立 时 
系数 需 克 积分。 作风 
傅 立 夺 级 数 的 读者 理解 ， 我 们 研究 个 其 
体 实 列 〈 几 图 34) 。 


元 
SS 
X (上 ) = 
元 3 t tef ) 
一 所 一 一 妇 上 一 一 一 和 C 9 
2 ~ < 2 阿 34 mma | ”的 曲 久 
并 且 x (t+2x)=x(t)。 由 式 (2) 可 得 "titel, 
到 | ay = 0 ， k= 0， ls eeo 为 计算 方便 ， 
选 [ 六， 一 本 ] 作为 积分 区 间 ， 用 分 部 积分 可 得 
至 3 
bb = 一 | tsinktdt+ 二 | Gr-t)sinktdt 
Tn 1 
2 2 
1 1 (人 
一 一 [tcoskt) et 2 | cosktdt 
2 2 
sx 
el - -| cosktdt = 一 sin fu 
kh=1,2," l 
因此 式 《1 ) 取 如 下 形式 
4 。 1  ， 1 
x(t)= (sint 一 3 Sin3*+ 3 sin5t 一 …) 


读者 可 以 取 该 级 数 的 前 三 项 之 和 并 作出 其 函数 图 形 ， 然 后 与 图 34 中 的 x (1) 进行 比较 。 
中 人 到 一 般 的 傅立叶 级 数 上 来 ， 我 们 可 能 要 问 ， 这 些 级 数 怎 料 与 我 们 在 上 一 节 引 入 的 术语 
和 公心 易 合 起 来 。 显然 ， 公 式 《 1 ) 中 的 正弦 函数 和 余弦 函数 就 是 3.4-5 中 的 序列 ws》 和 
《kx) | 
us(t) = coskt, vn(t)= sinkt 
因此 ， 我 们 可 把 式 ( 1 ) 写成 
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re i 


er 


X(t1)=aouo (1)+ 5 [asus (ft) + bev, (t)) (383) 
= 1 


有 丫 回 定 的 心 玛 式 (38) 的 两 端 ， 再 关于 t+ 从 0 到 2x 取 积 分 ， 这 就 意味 着 取 Yx (+) 和 的 内 积 
(如 3.4-5 中 所 定义 的 ) o 假定 人 多 许 逐 项 栋 分 (一 致 收 合 便 足 人 够 了 ) 9 并 利用 《tv ) 可 (vU,) 
的 上 于 区 性 ， 以 及 对 所 有 的 j， kR 有 Wj.lLv,。 倒 可 得 人 

<xX, Uj;> = a0 uo, WU? + SD La uss Us> + bvUss 2 


= ajUys Uj> 
LTTG09 7 = 0 
=ajll ull?= 
Xadjis 7 = 1 ， 2， 生生 
参 问 8$3.4 式 5) 。 类 似 地 ， 将 上 述 过 程 中 的 ui 换 成 v; ， 便 得 到 
<x, v2=byllvoll =xb; 7=1 2，… 
求解 a; 和 b;， 并 利用 标准 正 交 序列 (ej) 和 (6861) ， 其 中 ejy= iw -iw 本 = 站 op 
可 得 到 


a;= jw)l-?<x, w= [| ul) ~i<x, es,> 
(4) 
b;= |v, | ~?<x%， Vi? 一 | Uj || -1i<x, E12 
六 入 ( 2 ) 是 等 同 的 。 也 表明 了 在 式 《 8 ) 中 有 
asus(t) = | Us | ~1i<x, er ult) = Cx, e.>e. (1) 
bv (tt) = xX, E17 Es 
凡 而 能 够 把 傅立叶 级 数 〈( 1 ) 写成 
w(t) = x, Coes+ DLLx, eert Xs Cs) Bs) (5) 
h=1 


文正 和 上 一 节 中 的 健 立 叶 系 数 相同 。 

我 们 介绍 的 这 个 例子 的 结果 ， 诗 老 可 以 在 WV* Rogosinski(1959) ， ReV, Churchill 
(1963) pp.77-112, 或 EKreyszig (1972) pp.377-407 关于 传 立时 级 数 的 介 绍 中 找 
守 |。 

我 们 的 例子 涉及 到 无 穷 级 数 ， 而 进一步 的 问题 是 ， 怎 样 将 我 们 的 研究 推广 到 其 它 的 标 锥 
下 交 序 列 中 去 ， 而 关于 相应 级 数 的 收敛 性 又 征 恕 何 ? 

在 希 尔 伯 特 空间 互 中 给 定 任 一 标准 正 交 序列 (e,) 。 我 们 可 以 考虑 形 如 1 


(6) 


Be 
2 Qes 
km 1 


的 级 数 ， 其 中 Ci Ca， 是 任意 的 标量 。 如 同 在 2.3 中 定义 的 那样 ， 若 存 在 一 个 s€H, 
使 得 该 级 数 的 部 分 和 序列 (2 .): 
Sa QIEI1TQ2€62 1 "Tt QEs 
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收 化 到 *， 即 当 xn~>co 时 有 有 川 s.- sj 一 0， 则 称 该 级 数 是 收敛 的 ， 并 有 和 s。 
35.5-2 定 理 〈 政 伍 性 ) 设 (e,) 是 希 尔 伯 特 空 间 玉 中 的 一 个 标准 正 交 序列 ， 则 
(a) 级 数 (6 ) 《 按 瑟 上 的 范 数 ) 收敛 当 且 仅 当 


2 lol < (7) 


(b》 若 级 数 (6 ) 收敛 ， 则 系数 ca 等 于 健 立 时 系数 《x，es2， 其 中 xx 为 级 数 (6) 的 
和 ; 因而 在 这 种 情况 下 能 够 把 式 〈6 》〉 号 成 


x = 5 x, CEs z (8) 


(c) 对 任意 的 xXE 万， 级 数 《x， eu>eiy 都 是 《 按 互 上 的 范 数 ) 收敛 的 。 


证 明 ，(a) 令 Ses=Ciel+ayey + e+ Oes 
Ce= {laf ?+ |wz|2+。 十 |a。|: 
由 于 标准 正 交 性 ， 对 任意 的 m 及 n>>m， 则 有 
Tis.— soll ?= | Qwesti t+anes)|? 
= laotil ++ lad*=0.~0. 


因此 ，(〈s.》 是 瑟 皇 的 柯 西 序列 当 且 仅 当 (cc.》 是 R 中 的 柯 西 序列 。 由 于 互 和 玉 都 是 完备 的 ， 
所 以 定理 中 的 〈c》 得 证 。 
(b》 取 s. 与 ej 的 内 积 ， 并 利用 标准 正 交 性 ， 使 得 


《SasE1 2 = 0 7=1，2，，…，R (<* 且 固定 ) 
根据 假设 .一 x 及 内 积 的 连续 性 〈 见 引 理 3.2-2) ， 有 
Qj= Sp E12—>X, ely (RR) 
因为 当 n>co 时 ,我们 可 把 h(n) 取 得 任意 大 ， 所 以 有 a1= 《xe2》， j= bb 2，…。 
(c) 从 定理 3.4-6 中 的 贝 塞 尔 不 等 式 可 以 看 出 


三 | 《Xx, e,>| 一 oo 
一 1 


和 再 外 (ay) 知 ， 了 《xX, ei>ex 收 敛 。 


若 内 积 空间 忒 由 的 标准 正 交集 (1) (hE7) 是 不 可 数 的 ( 即 指标 集 7 是 不 可 数 的 )， 我 们 仍然 能 构 
成 一 个 传 立时 系数 《x，es)。， 其 中 xE 磊 ，R&E7。 现 在 我 们 用 $ 3.4 中 去 (12*) ， 对 每 个 固定 


的 m= 1，2，，*…， 可 推出 满足 Kx，e,>| > 一 的 传 立 叶 系数 的 数目 只 能 有 有 限 多 个 。 这 就 


是 下 述 值得 注意 的 5| 理 。 
z 5-3 引 理 〈 侍 立时 系数 ) ”内 积 空间 万 中 的 任 一 x， 相 对 于 所 中 的 一 个 标准 正 交 族 
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(e,) ，A&E7， 至 多 能 够 有 可 数 多 小 非 零 传 立时 系数 《xY，en> 。 
因此， 对 任 一 给 定 的 x€ 右 ,我们 也 有 类 似 于 式 《 8 ) 的 级 数 


DX, ECE, 
Ef 


(9) 
并 且 可 按 非 零 的 系数 《x，ei 广 0 对 (e) 进行 排列 ， 而 得 到 序列 〈el，ez，…， ) ， 邱 
以 式 (9 ) 取 形式 《8 ) 。 从 定理 3.5-2 可 推出 其 收敛 性 。 并 且 还 能 证 明 这 个 和 与 es 的 排列 
次 序 是 无 关 的 。 

证 明 ， 设 (was) 是 〈e。) 的 一 个 重新 排列 ， 这 就 意味 着 存在 一 个 映射 ni 一 m(n)， 尼 在 
NN 到 自身 上 的 一 个 对 射 。 并 且 对 应 于 两 个 序列 的 项 是 相同 的 ， 即 ws oo， = e.。 我 们 中 


Cn 一 《X* Cas29 pea= Lx, Wh > 


和 


bo 


xi1= Zane, xs= 了 Nu- 
则 由 定理 3.5-2(8)》 知 

Cu= 《Xs es> = 《Xs eu7 

Bn= 《Xe > = 《XxX wa》 
又 由 于 e,= ws to 。， 因而 得 到 

4《X1 一 Xes7> = 《X19 ea7> ~ 《Xs zs (> 

= 《xX, Es> — 《Xs, In (te > = 0 

类 似 地 可 推出 《xi -xs*，wn> = 0， 合 在 一 起 就 推出 了 

[x1 Xl?= <%1 -Xs SAses~ SE prs) 

= SOLX1— Xs, E> — SPalx1—- Xs wa> = 0 


因此 ， xX1—X,= 0， Bx ,= Xx,o 由 于 取 的 (wa) 为 (€.) 的 任 一 重新 排列 ， 所 以 完成 了 证 
明 。 


习 是 
1. 若 式 (6 ) 收敛 到 和 xx， 证 明 式 (7 ) 有 和 半 x1|:。 


2. 从 式 (1) 和 (2 ) 推导 有 任意 周期 p 的 函数 z(t 的 函数 》 的 传 立 叶 级 数 表达 式 。 
3. 举 例 说 明 收 人 第 的 级 数 《x，e，> ex 其 和 和 未必 是 x。 


4. 若 《Xi) 是 内 积 空间 XX 中 使 得 级 数 三 x; 收敛 的 一 个 序 列 ， 证 明 (s,〉 是 一 个 林 
西 序列 ， 其 中 s,= Xi 十 Xa 二 十 Xeo 


5. 证 明 ， 在 希 尔 伯 特 空间 五 中 ， 允 外 >, 1 的 收敛 性 蕴含 着 三 x 的 收敛 性 。 
6. 设 《e:) 是 希 尔 伯 特 空间 右 中 的 一 个 标准 正 交 序列 。 证 明 ， 奉 
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ee ip re 


二 之 0127 多 二 2 bie 则 《xx，y> = 之 Qip, 
上 j = 三 1 


旦 绝 x 对 收 伊 的 级 数 。 
7. 人 (es) 是 项 尔 伯 特 空间 且 中 的 一 个 标准 正 交 序列 。 证 明 对 每 个 XE 及 ， 拓 量 


y= 之 《Xs, er> es 
=1 


在 及 中 存在 并 且 x 一 y 正 交 于 每 个 ei。 

8. 设 〈e,) 是 希 尔 伯 特 空间 互 中 的 一 个 标准 正 交 序列 ， 并 且 设 M = span(e;) 。 证 朋 对 
任意 的 xE 晶 ， 当 且 仅 当 x 能 用 式 (6 》 表 示 (系数 a, = 《x，es> ) 才 有 xE 形 。 

9 . 设 〈e.) 和 《〈g。) 是 希 尔 伯 特 空间 万 中 的 标准 正 交 序列 ， 并 且 设 Mi=span (e,) ， 
M, = span(g.)。 利 用 习题 8， 证 明 丰 ,= 再 : 当 昌 仅 当 


(a) Cn 一 5 人 nm (5b) Cs = 5 GO manm5 (mm 一 人 easy Em> 
m1 响 = ] 


10 .做 出 引 理 3.5-3 的 详细 证 明 。 


§ 3.6 完全 标准 正 交 集 和 完全 标准 正 交 序 殉 


左 内 积 空间 和 希 尔 伯 特 空间 中 ， 真 正 有 意义 的 标准 正 交集 应 是 这 样 的 ， 它 包含 的 元 素 充 
分 的 和 多， 使 得 空间 中 的 每 个 元 素 都 能 用 这 些 标 准 正 交集 表示 或 有 足够 精度 的 逼近 。 在 有 限 维 
(2 维 ) 空间 情况 是 简单 的 ， 所 需要 的 是 包含 ”个 元 素 的 标准 正 交集 。 而 在 无 穷 维 空 间 喜 处 
理 的 问题 又 是 什么 ? 有 关 的 概念 如 下 : 

5_.6-1 定 义 〈 完 全 标准 正 交集 ) ” 赋 范 空间 无 中 的 完全 集 (或 基本 集 ) 是 这 样 的 一 个 于 
集 MC 束 ， 其 张 成 的 子 空间 span (M) 在 下 中 是 稠密 的 《〈 见 1.3-5) 。 因 此 ， 内 积 空间 失 中 的 
标准 正 交 集 〈 或 序列 ， 或 族 ) 如 果 是 下 中 的 完全 集 ， 则 称 为 天 中 的 完全 标准 正 交 集 岂 〈 或 序 
列 ， 或 族 ) 。 

MM 在 站 中 是 完全 的 当 且 仪 当 

spanM =X 


根据 定义 ， 这 是 明显 的 。 

多 中 的 完全 标准 正 交 族 有 时 又 叫做 六 的 标准 正 交 基 。 然 而 ， 值 得 注意 的 是 ， 把 人 当 作 天 
最 空间 在 代数 意义 上 它 不 是 一 个 基 ， 除 非 X 是 有 限 维 的 。 

在 每 一 个 希 尔 伯 特 空间 及 { 0 } 中 ， 都 存在 一 个 完全 标准 正 交 霖 。 

对 于 有 限 维 的 态 ， 这 是 很 清楚 的 。 对 于 无 限 维 而 又 可 分 的 肪 ( 见 1.3-5) ， 用 格拉 短 - 施 


外 邮 i a 和 季 4— 意义 下 的 “ 完 
中 单词 "total” 及 "Complete" 都 月“ 完全 的 意思 ， 我 们 这 里 Complete” 只 用 于 定义 1.4-3 
备 的 "解释 ， 避 免 两 个 完全 不 同 的 概念 末 用 一 个 单词 . 还 有 些 作者 把 定理 3.6-~2 式 (1 ) 所 表达 的 标准 正 交 
上 集 M 特 性 的 “完全 性 "也 用 “Completeness ， 太 书 不 采用 这 一 术 匡 。、 
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芝 桂 过程 再 结合 归纳 法 便 可 证 明 。 对 于 不 可 分 的 右 ， 一 个 非 构 造 性 的 证 明 杰 通过 任 恩 引 理 
出 。 这 个 引 理 在 $4.1 中 为 了 其 它 的 目的 我 们 要 介绍 并 前 明 之 。 

作 一 个 给 定 的 着 尔 伯 特 空间 瓦 关 1 0 } 中， 所 有 的 完全 标准 正 交集 都 有 相同 的 基 葡 。 这 
个 基数 叫做 吾 的 希 尔 伯 特 维 数 或 正 交 维 数 ( 当 玉 = { 0 } 上 时， 其 正 交 维 数 定 义 为 窒 )。 

对 丁 有 限 维 的 瑟 ， 博 况 是 很 明显 的 ， 因 为 希 尔 伯 特 维 数 就 是 代数 意义 上 的 维 数 。 对 于 可 
分 的 无 窟 维 空间 有 右 ， 结 论 容 易 从 后 面 定 埋 3.6-4 推 出 ， 而 对 于 一 般 的 互 ， 结 论 的 证 正直 委 高 
冶 一 点 的 集合 论 方 面 的 工具 ， 可 参阅 禾 维 特 〈 己 .eu 上 和 斯 特 龙 但 格 ( 氏 .tromperg9) 
(1969) p.246。 

证 让 定理 有 明 ， 一 个 完全 标准 止 交 人 烷 不 能 再 增 添 新 的 元 素 而 成 为 一 个 更 大 的 标 : 稚 正 交 

3.6-2 定 理 〈( 完 全 性 》 设 衣 是 内 积 空 间 半 的 一 个 子 集 ， 则 

(a) 若 凡 在 藉 中 是 完全 的 ， 则 不 存在 非 稚 矢量 xEAX， 它 和 寻 中 的 每 个 天 星 邹 主 交 , 鲁 

xLM-> x=0 (1) 


(b) 若 环 是 完备 的 ， 上 述 条 件 对 财 在 藉 中 的 完全 性 来 说 也 征 充 分 的 。 

证 明 ，(a) 令 万 是 碟 的 完备 化 〈 见 3.2-3 ) 。 则 开 可 看 作 五 的 一 个 稠密 子 空间 。 根 据 假 
县 ，M 在 大 中 是 完全 的 ， 所 以 spanaG) = 大 从 而 有 入 = span(M) = 态 ， 这 表明 
span(M》 在 理由 是 称 密 的 。 从 引 理 3.3-7 可 推出 MM 在 右 中 的 正 交 补 M+= { 0 j)。 进 而 ， 右 
XEX 有 x LM， 必 有 X= 0。 

(60) 若 久 是 希 尔 伯 特 空间 ，AMH 满 足 条 件 《1)， 所 以 M+={ 0 }， 则 根据 引 理 3.3-7? 避 
推出 内 在 各 中 是 完全 的 。 

个 (6b) 中 ， 瑟 的 完备 性 是 根本 的 。 若 和 不 完备 ， 在 关中 可 以 不 存在 完全 的 标准 正 交 集 
让 直 了 达尔 (及 "J .Dixmier) (1953) 曾 给 出 一 个 例子 ， 也 可 参 员 布尔 巴赫 (N+ Bourbaki) 
(1955) p.155o 

关于 完全 性 的 另 一 个 重要 判 所 可 从 贝 塞 尔 不 等 式 《 见 3.4-6) 得 到 。 为 此 ， 我 们 来 考 绎 
寺 条 伯 特 空间 妃 中 的 任 一 给 定 的 标准 正 交 集 章 。 从 引 理 3.5-3 可 以 知道 ， 每 个 固定 的 xE 有， 
至 多 有 可 数 多 个 非 零 的 传 立 叶 系 数 ， 所 以 我 们 能 把 这 些 系数 排 成 一 个 序列 ， 册 如， 《2%， 
Ee1>， 《2X; E22> ， “**o 而 贝 塞 尔 不 等 式 (《 册 3.4-6) 为 


slix, el :|x| ( 贝 塞 尔 不 等 式 ) (2) 
由 

革 中 左 端 是 一 个 无 穷 级 数 或 一 个 有 限 和 式 .。 取 等 号 便 成 为 
scx， ex) 7:= x 上 ”《 帕 塞 瓦尔 等 式 》 (3) 
员 ， 


因而 给 出 了 完全 性 的 另 一 个 判 据 : 

5.6-3 定 理 〈 完 全 性 ) 着 尔 伯 特 空间 互 中 的 一 个 标准 正 交集 旭 ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 
xCH， 帕 塞 瓦 尔 等 式 《 8 ) 者 成 了 江 ( 即 x 相 对 于 M 的 所 有 目 零 传 立 叶 系 数 的 模 方 之 和 等 于 x 
的 范 数 之 平方 ) ， 它 才 在 互 中 是 完全 的 。 

让 明 ，(o) 若 对 在 互 中 不 是 完全 的 ， 出 据 定理 3.6-2， 有 xXE 万 且 x 装 0， 使 侍 x AMf。 
从 而 对 所 有 的 有 《x，e:> = 0， 这 时 式 《 8 》 的 左 问 六 (Kx，ew2= 0 而 右 端 届 x 
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< 0， 这 说 明 式 〈《3 〉 是 不 成 立 的 。 因 此 证 明了 ， 若 式 《8 ) 对 所 有 的 xE 已 成 立 ， 则 M 在 
及 中 一 定 古 完全 的 。 
(6) 反之， 假定 角 在 及 中 是 完全 的 。 沽 察 任 一 x*E 及 及 其 非 零 伟 立 叶 系 数 〈 见 3.5-3) 排 
成 的 序列 <x， Ee1>， 《XxX, 6€2> ， ,+， 若 它 们 只 有 有 限 多 项 时 , 则 按 某 一 确定 的 次 序 写 出 。 
现在 我 们 定义 y 
?二 之 CX, es> es | 《 生 ) 


注意 ， 在 无 穷 级 数 的 情况 下 ， 其 收 伍 性 由 定理 3.5-2 可 以 证 明 。 下 面 证 明 x - y 上 MA。 对 于 出 
更 在 式 (4 ) 中 的 每 个 ej， 利 用 标准 正 交 性 ， 便 得 


Xe12 =《X9 617 一 全 《Xe2 es 217 
= 《X, E> — 《Xs €1> = 
而 对 十 每 个 属于 及 但 不 含 在 式 《4 ) 中 的 wv， 当然 有 《x，v> = 0， 所 以 
CX ys Vv》 = Cx, Uv> 一 也 《X，ei>《ek， > =0—-0=0 


因此 ，Y- y1_M， 也 就 是 说 ，x 一 yE€M1+。 而 由 于 A 太 在 日 中 是 完全 的 ， 故 根据 3.3-7?7 有 
MM*= {0}。 从 而 有 Xx 一 y》= 0， 即 xyx=y。 利 用 式 (4) 及 标准 正 交 性 ， 从 


|x| “二 SX, Ci) ChS 之 《Xs Cw Em 一 > 《Xs er> 《Xs es > 


便 得 到 式 〈《3 ) 。 这 就 完成 了 证 明 。 

让 我 们 转 到 可 分 的 着 尔 伯 特 空间 。 根 据 定 义 1.3-5 ， 这 个 空间 有 一 个 可 数 的 稠密 子 集 。 
由 于 可 分 的 希 尔 伯 特 空 间 没 有 不 可 数 的 标准 正 交 集 ， 所 以 比 不 可 分 的 项 尔 伯 特 至 间 要 简单 
此 


me | 


3.6-4 定 理 〈 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 〉 设 末 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 。 则 

(a) 若 五 是 可 分 的 。 卫 中 的 每 一 个 标准 正 交 集 都 是 可 数 的 。 

(b) 车 瑟 包 含 一 个 完全 的 标准 正 交 序列 ， 则 妃 是 可 分 的 。 

证 明 : (a) 设 五 是 可 分 的 ， 呈 是 互 中 的 任 一 稠密 集 ， 而 杂 是 任 一 标准 正 交集 。 由 于 娘 中 
任意 两 个 不 同 的 元 素 x。y， 都 有 
x-yll*= 《x— ys xX- yy> = 《xX, XxX> t+ 《y, y> = 2 

也 就 是 x，y 之 间 的 距离 为 v 2 。 因 此 ，x 和 yy 的 半径 为 2 /3 的 球形 邻 域 NN :入 ,是 

/ ee 由 于 8 在 也 中 稠密 ， 故 有 b6，5EB 且 bENs，6EN5,。 因 为 NfiN,= 9， Hr 
以 bb。 是 不 可 数 的 ， 则 便 有 不 可 数 个 互 不 相交 的 球形 邻 域 ， 而 每 个 这 样 的 邻 域 又 部 含 
”有 8 的 点 ， “这 二 得 到 卫 是 不 可 数 的 结论 由 于 号 是 五 中 任 一 稠密 子 集 ， 所 雇 态 中 的 每 个 稠 


” 密 子 集 都 是 不 可 数 。 从 而 与 卫 是 可 分 的 发 生 矛 盾 。 因而 证 明了 MM 必定 是 可 数 。 
(b) 设 〈e\) 是 五 中 的 一 个 完全 标准 正 交 序 列 ， 而 4 是 所 有 形 如 


Vi‘'"e1t 2 es + 十 ?ea n=1s 2» °°° 


的 线性 组 合 的 集合 ， 其 中 7 人 ?= as 人 +16 <”， 日 @ co 和 如 (是 有 理 数 《〈 若 五 是 实 的 ， 则 
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0 = 0) 。 显 然 ，4 是 可 数 的 。 现 在 来 证 明 4 在 妃 中 是 稠密 的 。 也 就 是 证 明 ， 对 每 仆 x6 
太太 2 0， 部 存在 v€ 4 满足 上 x 一 v| < 之 e。 

由 于 《et) 在 恕 中 是 完全 的 ， 据 完 全 的 定义 知 spantel，ez，…) 在 太 中 稠密 。 押 以 对 
任意 给 定 的 xE 瑟 及 e 0 ， 都 存在 一 个 n， 使 得 在 站,=Span{fel，er，…，es jj) 中 有 一 点 ， 
它 到 x 的 距离 小 于 e/2。 特 别 是 x 在 VF, 上 的 正 交 投 影 y, 更 有 x- yj <e/2。 而 由 $3.1 式 

(8) 知 ， 


y= 3 《Xs Er> en 
因此 有 


| x— ,之 ， <x, es> es || <e/2 


由 十 有 理 数 在 RR 中 稠密 ， 故 对 每 个 《<x，e,>》 都 有 一 个 和 和 〈 它 具有 有 理 的 实 部 和 感 
部 》， 使 得 


| 2 Cx ei> — ps” Jesll <e/2 
因此 ， 由 下 去 

v= 2 Va es 
定义 的 v€E.A， 满 足 


x—-vl|= x- SY er i x 之 《xs es> es | 
全 3 工 


+ SS Cx, ee Sy "el <e/2+e/2= 8 
二 1 真一 


这 就 证 明了 4 在 互 中 是 稠密 的 ， 而 4 又 是 可 数 的 ， 所 以 五 是 可 分 的 。 
为 了 在 应 用 中 使 用 希 尔 伯 特 空间 ， 我 们 必须 知道 在 特定 的 情况 下 选用 什么 样 的 完全 标准 
正 交集 以 及 如 何 考 察 这 些 集 合 的 元 素 的 性 质 。 对 于 一 些 洋 数 空间 ， 这 个 问题 放 在 下 节 研 究 ， 
它 包括 出 现在 课文 中 的 有 实际 意义 的 特殊 函数 ， 并 且 对 它们 研究 得 很 详细 。 作 为 本 节 的 结 
点 。 我 们 指出 目前 的 讨论 还 有 进一步 的 结果 ， 这 些 结果 有 其 根本 的 重要 性 ， 我 们 能 够 用 希 尔 
伯 特 空间 的 同 构 来 描述 。 为 此 ， 首 先 让 我 们 把 $3.2 中 的 概念 加 以 引伸 。 
同一 个 域 上 的 希 尔 伯 特 空间 态 到 到 上 的 局 物 是 一 个 线性 对 射 了 ， 且 一 瑟 ， 并 且 对 所 有 的 
xY，2yc 忆 满足 
<Tx, Ty> = 《xs 27 (5) 
这 时 把 瑟 和 和 据 叫 做 同 构 的 希 尔 伯 特 空间 。 由 于 是 线性 的 。 所 以 它 保 持 了 矢量 空间 的 结构 。 
而 式 《5 ) 又 表明 人 是 等 距 的 。 由 此 和 全 的 对 射 性 可 以 看 出 ， 不 论 从 代数 上 还 是 从 度量 上 来 
香 ， 厅 与 和 都 是 没有 区 别 的 ， 除 了 它们 的 元 素 特 征 外 ， 基 本 上 是 相同 的 。 所 以 基本 上 可 把 H 
看 作为 是， 只 不 过 在 矢量 x 上 贴 上 一 个 标签 而 已 。 也 可 以 把 及 和 当 作 同 一 个 抽象 空间 的 
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两 个 严 贝 〈 模 型 ) ， 这 和 我 们 在 2 维 欧 氏 空间 常 做 的 一 样 。 

耕 上 上 述 讨 论 中 有 一 个 耐人寻味 的 事实 是 ， 对 于 每 一 个 寡 尔 伯 特 维 数 〈( 见 本 节 初 的 定 
义 ) ， 恰 好 有 一 个 抽象 的 实 希 尔 伯 特 空间 和 一 个 抽象 的 复 希 尔 伯 特 空间 。 换 句 话说 ， 同 一 个 
域 上 的 两 个 抽象 的 希 尔 伯 特 空间 只 有 在 希 尔 伯 特 维 数 上 有 所 差别 。 这 就 把 欧 氏 空间 的 情形 作 
了 推广 。 上 述 内 容 概括 在 下 面 的 定理 中 。 

5.6-5 定 理 〈 同 梅 和 希 尔 伯 特 维 数 ) 两 个 都 是 实 的 或 都 是 复 的 若 尔 伯 特 空间 总 和 并 ， 当 
且 仅 当 有 相同 的 大 和 尔 们 特 维 数 才 是 同 构 的 。 

涉 明 ， (ga》 若 右 与 入 是 同 构 的 ， 了 TT， 五 > 和 是 一 个 同 构 。 则 式 《 5 ) 去 明 ， 互 中 的 标准 
正 交 柴 在 T 之 下 的 象 是 详 中 的 标准 正 交 集 。 电 于 T 是 对 射 ， 故 T 映 瑟 的 每 个 完全 标准 正 交集 
到 玉 的 一 个 完全 标准 正 交集 上 ， 因 此 右 与 和 有 相同 的 希 尔 伯 特 维 数 。 

(6) 反之 ， 假 定 万 和 冰 有 相同 的 项 尔 伯 特 维 数 。 情 次 有 = {0 } 和 肥 = {1 0} 是 显然 的 。 
现 设 五 过 {10}， 则 开关 10)。 并 且 互 中 的 任 一 完全 标准 正 交 集 昼 和 豆 中 的 任 一 完全 标准 正 
交 千 首部 有 相同 的 维 数 。 所 内 我 们 能 用 同一 个 指标 幸 【全 } 米 标记 它们， 并 i M= (e,)， 
= (61) 。 

为 了 证 明 瑟 与 疾 同 构 ， 现 在 来 构造 一 个 五 到 豆 上 的 同 构 。 对 每 个 x€ 末 都 有 


X= > xX, ei1> en (6) 


上 -后 问 起 有 限 和 或 无 穷 级 数 (3.5-3) ， 而 且 根 据 贝 塞 尔 不 等 式 有 之 | 《x, e:>»| :<oo。 


珊 定 义 
= 《X= 之 Xs E> Es C7) 


和 抽 3.5-2 知 上 式 右 端 级 数 是 收敛 的 。 所 以 SE 和 及。 因为 内 积 关于 第 一 个 因子 是 线性 的 ， 所 以 算 
子 荆 是 线性 的 。 因 为 先 用 式 (7 〉 再 用 式 (6 ) 可 得 到 


zl ?= | Tx ?= > 1%, es>| 2= |x)|: 
所 忆 了 还 是 等 距 的 。 由 该 式 及 8 3.1 中 的 式 (9》、 (10) ， 可 以 看 出 TT 是 保持 内 积 不 变 的 
的 。 此 外 ， 等 距 还 蕴含 着 内 射 性 。 事 实 上 ， 若 7x= 7 2， 则 
lx-yil=ll7cx-y)il=il7x-7yi=o 


所 以 x = y， 由 2.6-10 知 了 是 内 射 。. 
后 来 让 明了 是 满 射 。 在 于 中 给 定 任 一 


= Onen 
根据 贝 塞 尔 不 等 式 有 过 las| 2 <ce。 因 此 根据 3.5-2 
之 Che: 


是 -个 有 限 和 或 是 收敛 到 xEH 的 一 个 级 数 。 根 据 同一 定理 还 知 ci=《x，%2。 再 根据 式 
C7) 便 有 z= 人 xyx。 由 于 #E 订 是 任意 的 的 ， 这 就 证 明了 了 是 满 射 。 
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习 题 
1. 若 忆 是 内 积 空间 和 中 的 一 个 标准 正 交 基 。 试 辣 每 个 XEA 失 者 能 用 让 的 元 素 的 线性 组 合 
衣 出 喇 ? 《 据 定 义 ， 线 性 组 合 是 有 限 多 项 构成 的 。) 
2. 证 明 ， 车 项 尔 伯 特 空间 杂 的 正 交 维 数 是 有 限 的 ， 则 它 等 于 杂 作 为 矢量 空间 的 维 数 。 反 
之 ， 车 五 作为 矢量 空间 其 维 数 有 限 ， 证 明 它 们 也 是 相等 的 。 
3. 人 在 nn 维 欧 几 里 德 空间 的 情况 下 ， 式 《8 ) 可 作为 初等 几何 中 什么 定 青 的 推广 。 
4. 从 式 《 8) 推导 下 面 的 公式 《和 营 常 叫做 由 塞 瓦尔 关系 ) ， 


4《X，。， > = 之 《X, E> KY, ei> 


5 .证 明 ， 和 希 尔 伯 特 空间 已 中 的 标准 正 交 族 (es) ，AET， 当 且 仅 当 对 每 两 个 x，yE€ 瑟 都 
有 习题 4 中 的 帕 塞 瓦尔 关系 成 立 ， 它 才 是 完全 的 。 

6. 设 万 是 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 ， 而 M 是 妃 的 一 个 可 数 稠密 子 集 。 证 明 通 过 对 杂 施 行 格拉 
好 - 施 密 特 过 程 可 得 到 太 的 一 个 完全 标准 正 交 序列 。 

7. 证 明 ， 若 希 尔 伯 特 空间 是 可 分 的 ， 吴 的 完全 标准 正 交 和 集 的 存在 性 不 用 传 恩 引 理 也 能 证 
明 。 

8 .证 明 ， 对 于 可 分 的 希 尔 伯 竺 空间 互 中 的 任 一 标准 正 交 序列 已 ， 一 定 存在 一 个 包含 环 的 
完全 标准 正 交 序 列 态 。 

9. 设 放 是 内 积 空间 XX 的 一 个 完全 集 。 若 对 所 有 的 xEMH 都 有 《v，x> = 《w，x>， 证 朋 
VU 二 Wo 

10 . 设 M 是 希 尔 伯 特 空间 旦 的 一 个 子 集 ， 而 且 v，w€ 如 。 假 定 对 一 切 xXEM， 《v，x》 = 
Cw，x》 蕴 念 着 w= w。 若 对 所 有 的 vw，wE€ 态 上述 假 定 都 成 立 ， 证 明 M 在 五 中 是 完全 的 。 


8$ 3.7 勒 让 德 、 埃 尔 米 特 、 拉 盖 尔 多 项 式 


知 尔 伯 特 空间 的 理论 已 被 应 用 到 分 析 的 各 个 专题 中 。 本 节 讨 论 一些 经 常用 来 研究 实际 问 
题 的 完全 正 交 和 完全 标准 正 交 的 序列 ， (例如 ,在 十 一 章 关于 量子 力学 的 研究 中 将 会 用 到 。) 
这 些 序 列 的 性 质 都 已 被 很 详细 的 研究 过 ， 标 准 的 参考 读物 有 列 在 附录 3 中 的 4 Erdelyi 
(1953-55) 等 等 。 
z_7-1 勤 让 德 多 项 式 “定义 在 [ - 1，1 上 的 所 有 实 值 连续 函数 构成 的 空 则 人 ， 在 其 上 
定义 内 积 
《Xs y=) x yd! 


> 天 和 人 糙 窑 间 ， 5， 记 之 为 工 2[ -1，13。 
按照 定理 3.2-3 完 备 化 后 成 为 一 个 项 尔 但 和 将 空 | 见 例 3.1-5， 记 之 为 
我 们 希望 在 上 *L-1， 1 中 得 到 一 个 由 易于 处 理 的 函数 系 所 构成 的 完 全 标准 正 交 序列 
(e.) 。 多 项 式 是 这 样 的 类 型 ， 它 可 用 一 个 很 简单 的 思想 来 造 出 。 从 察 汰 数 xo，xi， … 出 


发 ， 其 中 
xolt)=1, X(t)= 1 x tt)=t!, -tCEL— 1» 1 (C1) 


。 1lie 


这 个 序列 是 线性 无 关 的 (自己 证 明 〉。 施 行 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 《8 3.4) 可 得 到 一 个 标准 正 
交 序 列 (ee.) 性 由 于 在 正 交 化 过 程 中 ， 我 们 取 的 是 (x1) 的 线性 组 合 ， 所 以 每 个 e， 种 是 一 个 
多 项 式 ， 将 会 看 到 e, 的 次 数 是 n。 
(2e.) 在 志气 -1，1] 中 是 完全 的 。 
证 明和 根据 定理 3.2-3， 集 合 记 = A (XX ) 在 空间 ZL [一 1， 了 中 是 移 密 的 。 因 此 ， 对 任 -， 
固定 的 xEL 上 [一 1，1i 和 给 定 的 0， 都 有 一 个 定义 在 [一 1, 1 上 的 连续 责 数 7 满足 
| x- >) <e/2 
对 于 这 个 y， 有 多 项 式 > 对 所 有 的 4E[5- 1， 匡 满足 
[y(t) -z(t) |<e/2v 2 
这 一 点 可 从 》4.11 证 明 的 维尔 斯 特 拉 斯 定理 得 到 保证 。 而 这 意味 着 


2 RE” 


ly-zllz= | jy (1) -2 dt<2(s 7 二 = 
再 用 三 角 不 等 式 便 得 
lx-zllellx-yH+ly-zl<e 


格拉 姆 - 施 密 特 过 寸 程 表 了 明 ， 根据 式 Ci) 对 某 一 充分 大 的 fs ZEsSpan {eo El1s oo Ea }。 
由 于 xE 工 :5[--1，1] 和 s>> 0 是 任意 的 ， 所 以 证 明了 (e.》 的 完全 性 。 
为 实用 上 的 方便 ， 我 们 需要 一 个 显 式 ， 这 就 要 求 


es(t) 一 -Pt) 好 二 0 1， hb (2a) 
其 中 
-1 dd ri 1y 
P.(t) = Dnt dF (C(t 1) ) (2b5) 


已 ,叫做 nn 阶 的 勒 让 德 多 项 式 。 公 式 〈2b》 叫 做 罗 德里 艾 《Rodrigue》 公 式 。 式 (2a) 中 方 
根 使 得 也.(1) = 1。 这 个 性 质 我 们 不 予 证 明 ， 因 为 后 面 的 研究 不 用 它 。 
对 (1? 一 1)" 用 二 项 式 定理 展开 ， 再 进行 n 次 微分 ， 由 式 〈26) 便 得 到 


_ ji (2n — 27)! ni 
遇 1 ) = 一 ]】 一 -一 一 一 一 一 一 - i 】 
Fl) 这 1) 2 .71(1— J)i(n— 27)1 (2c) 


其 中 ， 若 是 偶数 ，N = --， 若 二 是 奇数 ， N= 因此 (图 35》 有 
Po(t)= 1 P(t)=t 


P, (1) = (31? 1) Ps(t) = (5t? — 31) (2*) 


P,(t) = 二 (0351 _30t2+3) Ps,(t)= (31 _7013 +15t) 


六 《2a) 和 (〈20) 的 证 明 ， 分 两 部 分 进行 。 
(ca):， 先 证 明 可 从 〈22) 推出 


,1 9 
P= PADAdD! = Vi 


(8) 
大 以 《2a) 中 的 e: 是 通过 修改 P(t) 的 范 数 使 之 等 
小 1 而 得 到 的 。(6》， 我 们 来 证 朋 .《P,) 是 空 昌 
LL:[-1， 沁 中 的 正 交 序列 。 瞧 于 下 面 的 理由 ， 这 
足以 建立 式 (2a) 和 (25) 。 首 先 我 们 把 式 《2a) 
中 的 右 端 记 为 yx(t)， 则 y,(1) 是 nn 次 多 项 式 ， 第 
合 (a)、(5) 的 证 明 ， 便 推出 (3,) 是 上 ?C5-1,1】 
中 的 标准 正 交 序列 。 令 

六 ,=spanfei，，%…， ee 小 ==Span{fxXo，。，X 小 =Sspanfyi ……， Ye} 

其 中 第 二 个 等 号 是 由 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 演算 推出 的 ， 而 最 后 一 个 等 号 是 根据 dimY ,=n+1 
及 3,4-2 所 述 { yo ya1s “"， y。} 为 线性 无 关 的 条 件 而 得 到 的 。 因此 y.。 有 表达 也. 


ys 二 0 (4) 


图 35 勒 让 德 多 项 式 


根据 正 交 性 有 
ye LY,.1= span{yos 3 Wa-i} = spanieos ***, Ca-1} 


这 就 推出 了 ， 对 于 R= 0，1，…，7 一 1 有 
0= 《ye ex> = Za 《es er> = Cn 


因此 式 《〈4)》 便 导出 y。= Quers 由 于 由 yy 人 = 上 es,j| = 1， 所以，ja.| = 1 ， 准 确 扣 说 ， 由 
于 y,，e. 都 是 实 矢量 ， 故 a.= + 1 或 - 1 。 又 由 于 式 〈2c) 中 #" 的 系数 是 正 的 ， 所 以 对 足够 
大 的 t， y(t) 沁 > 0， 从 而 对 足够 大 的 1， 象 从 $3.4 中 《13〉、 (14)》 和 x.(1) = 1" 所 能 够 看 
到 的 那样 ， 也 有 e.(t) 之 0。 因此，、Q。,= + 1 且 y,= ee。 这 就 证 实 了 由 式 (25) 给 出 的 了.(#) 
使 式 《2a) 成 立 。 : | 

在 《a) 、 (65) 的 证 明 完成 之 后 ， 再 结合 上 面 的 证 明 结果 ， 便 完成 了 整个 的 证 明 。 

(a) 我 们 从 式 (265) 推出 式 (83) ， 记 &= 绊 -1， 则 函数 w" 和 它 的 各 阶 导数 《x"*)”， 
CD sg 01) 在 t= 土 1 为 零 。 而 (4") (2") = (2n) ! 。 对 式 (265) 用 分 部 积分 法 进 
行 n 次 积分 可 得 

(2°n1)? | P,.l|’*= | ceo) (7 (Cd 


= Cu) ur) | -| (2 CI ) Cs+i 可 
-1 -一 4 
“1 1 ， 
= = (1)" (2n)1| urdt=2(2n)1| (1— 1+:) dt 
z 一 上 


/和 
=2(2n)!| / cos:*+1rdrt (t= sin7t) 
0 : 


= 22+1(n1)?/(2n + 1) 
。113。 


两 边 除 以 (2"n1 ) : 便 得 到 式 (8 ) 。 
(b) 纲 十 < P,, P > = 0， 其 中 0 二 W 过 nn。 出 于 五. 是 多 项 式 ， 只 要 对 < zi 正明 5Cx。， 
P,> = 0 就 够 了 。 其 中 x。 是 式 〈1 ) 中 所 定义 的 。 这 个 结果 通过 m 次 分 部 积分 便 能 得 到 |: 


2°n1 Cxns 及 .> = -tk di 
1 ”1 
= tC) | -m| tm-i(u") "~ dt 
一 一 了 
= 一 (一 1) mi! 人 (2 ) 0 一 mo 
一 于 


=(-D"m(u) "| = 0 
这 就 完成 了 对 式 〈2c》 和 (20) 的 证 明 。 
畦 让 德 多 项 式 是 重要 的 勒 让 德 微 分 方 枉 
(1 t2 Pr 2tPr+n(n+1)Ps= 0 C5) 
的 解 。 而 式 〈2c) 也 可 以 通过 对 方程 《5 ) 用 过 级 数 法 求解 而 得 到 。 
此 外 ， 空 间 乙 xsCo， 的 中 的 一 个 完全 标准 正 交 序列 为 Cg.) ， 其 中 


t—b 
b—a 
着 我 们 注意 到 a<1<6 通过 线性 变换 1->s 与 -1<s<1 一 一 对 应 ， 且 正 交 性 保持 不 变 ， 便 能 
证 明 上 述 结论 。 

因 布 对 任 一 紧 区 间 Ec，0]， 空 间 志 2:[c， 的 都 有 完全 标准 正 交 序列 。 从 而 定理 3.6-4 列 含 


qs= ps/ pll, plt)= Pl(s), s=1+2 (6) 


着 

实 空间 上 ?Ca， 的 是 可 分 的 。 

5_7_2 埃 尔 米 特 《〈Hermite》 多 项 式 有 实用 价值 的 空间 还 有 上? (- co，+co)， 
了 :ro，+co)， 工 :(- ceo， 0] 。 这 些 空间 不 能 象 定理 3.7-1 那样 直接 对 〈x,) 施行 格拉 姆 - 
施 密 特 正 交 化 过 程 来 得 到 它们 的 标准 正 交 序列 ， 因 为 积分 区 间 是 无 限 的 。 但 是 ， 如 果 我 们 对 
宕 函数 序列 〈x,) 的 每 一 项 都 乘 上 一 个 简单 而 递减 很 快 的 函数 ， 便 可 望 使 无 穷 积分 取 有 限 
值 。 亚 然 ， 有 适当 指数 的 指数 函数 便 是 一 个 很 自然 的 选择 。 

现在 考虑 实 空 间 L:(-%， + ooo), 其 上 的 内 积 为 


《Xx» > = | x(t)y(t)adt 
我 们 对 册 数 列 z 
: wt)=e /2 twt), tw(t), 


施行 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 。w(1) 的 指数 中 的 因子 1/2 纯 属 习惯 的 取 用 ， 没 有 更 深 的 含义 。 这 
些 函 数 是 上 :( - co，+ ce) 中 的 元 素 。 事 实 上 ， 它 们 在 R 上 是 有 界 的 ， 假 定 对 所 有 的 上 有 
|t"w(t1)| 和 ， 因 而 有 

人 re er /2dt hos) erdt= hare 2 


。 lji4e 


格拉 妊 - 施 密 特 过 程 给 出 标准 正 交 序列 (e。) ， 其 中 (图 36) 。 
eat)=01/(2n!1 27 )1 /ie 28.,(t) 


图 36 式 (7a) 中 含有 埃 尔 米 特 多 项 式 的 函数 estt) 的 曲线 


Ho(t)=1, H(t)=(-1)e" 人 (e-′ ) n=1, 2 


人 .MM 做 4 阶 的 埃 尔 米 特 多 项 式 。 
将 式 ,《765》 中 的 微分 完成 后 ， 可 以 得 到 


2"~2) Ro 
一 — jj 一 全) 
HD 
共 中 各 到 是 偶数 ， N =n/2; 大 nn 是 奇数 ， N= (n— 1)/2。 注意 ， 当 n = 2, Ss 
(7c) 也 能 写成 


和 — j 
H(t)= 5 nn 1) en 27 + 1) C2)" -2 


ef 
前 几 个 埃 尔 米 特 多 项 式 的 显 式 为 
H,(t)=1 H(t)= 21 
H,(t)= 4t*—2 H(t)=8t” — 12t 
H(t)=16t* ~ 48t*+12 H(t)y= 3215— 1601 + 1201 
由 式 〈7c) 和 (70》 定义 的 序列 (e,) 是 标准 正 交 的 。 
证 明 ,， 式 《7c) 和 76) 表明 ， 我 们 必须 证 明 


0 ， mn 


了 H.(t)H,.(t)dt-= | 
一 | 2?11A XxX m= 


对 式 《7c'》 微 分 便 有 


H(t)= 2n 之 ( 2 (n—1)(n—2)*(n— 27)(21)™ 2 i—| 


= 人 0 


=2nH..1(t) (zx 之 1) 


(7a) 


《7D) 


(7c) 


se 去 


(7c/) 


(7 ) 


(8) 


* 1115 。 


其 中 若 n 是 偶数 ,MM= (nm 一 2)/2， 若 nn 是 奇数 ， 则 衣 = (nn 一 1)/2。 关 于 态 . 也 写 出 类 似 的 关系 
式 ， 并 假定 wn。 为 简便 计 ， 用 v 表示 式 《 8 ) 中 的 指数 函数 e-*， 作 m 次 分 部 积分 ， 则 由 
式 《76》， 可 得 到 
(TD 人 (iD 有 Ci)dt=| “H.Wu vat 
= H(t)v 1) [| 2amHo tv di 
gp (Hoon dt = 


=( 一 1) 2 mi [Hom dt 
其 中 态 , (1) = 1。 若 m 过 n， 由 于 vw 及 其 导数 当 t> 土 co 时 趋 于 0， 所 以 只 要 再 积分 一 次 便 得 
到 零 。 这 便 证 明了 (e,》 的 正 交 性 。 关 于 m= n 时 证 明 式 (8 ) ， 需 要 用 〈7c) 限定 ‖e.|| = 
1 。 若 m= wn， 把 上 面 最 后 的 积分 式 记 为 /7， 则 
7 = (edt=v a 
这 是 大 家 熟悉 的 一 个 结果 。 为 验证 它 ， 我 们 来 计算 J:， 利 用 极 坐标 r>，0 和 dsdt=rdfdr， 
有 


/i= |e ds| e- t* dt= 全 三 e (+ sdt= 人 全 erdrde 


和 = 


这 就 证 明了 式 (8 ) ， 因 此 (e.》 的 标准 正 交 性 得 证 。 

传统 上 我 们 常常 把 式 《 8 ) 说 成 是 ， 埃 尔 米 特 多 项 式 右 ,相对 于 权 消 数 w” 形 成 一 个 正 交 
序列 ， 其 中 就 是 开始 时 定义 的 沙 数 e-“ 人。 

还 能 证 明 由 式 〈7c) 和 《72) 定义 的 《〈e。》 在 实 空 间 志 2:(- ee，+ ce) 中 是 完全 的 。 因 
此 该 空间 是 可 分 的 〈 见 3.6-4) 。 

最 后 我 们 指出 ， 埃 尔 米 特 多 项 式 态 , 满足 埃 尔 米 特 微分 方程 


H.”—2tH.+2nH.= 0 C9) 


注意 ， 很 遗憾 ， 在 文献 中 的 术语 是 不 统一 的 。 事 实 上 ， 由 
Hes(t)=1, He(t)=(-1)'eri (er n=1, 2, ~ 
所 定义 的 函数 昌 e, 也 叫做 埃 尔 米 特 多 项 式 ， 并 且 更 严重 的 是 ， 有 了 时 也 用 态 ,来 记 它 。 

在 $11.3 中 我 们 将 研究 埃 尔 米 特 多 项 式 在 量子 力学 中 的 一 个 应 用 。 
”3.7-3 拉 盖 尔 多 项 式 ”空间 工 :(- oo，65) 和 上 :[a，+ coe) 中 的 完全 标准 正 交 序列 分 别 
用 变换 1=b-s 和 t=s+a， 可 从 L*[0，+ coo) 中 的 这 样 一 个 序列 得 到 。 

为 此 ， 我 们 先 考 虑 空间 L:*50，+ ceo) 。 对 序列 


e-'/2, te™-'/?*, te™'/2, eunp 


9 116。， 


施行 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 ， 便 得 到 一 个 标准 正 交 序列 (e.)。 可 以 证 明 (e,) 在 过" [0，+ co) 
是 完全 的 。 而 (en) 是 由 
e.(1)=e /2 LL.(+t), n= 0, ], 。。。 (100) 


舍 出 的 《 见 图 37》，。 其 中 上 ,.(1) 为 n 阶 的 拉 盖 尔 多 项 式 ， 它 被 定义 为 


L(t)=1, L(t)=_ < qd” (re-'), f=], 2, “*. (10065) 
n! dt 
亦 即 
(10c) 
图 37 含有 拉 普 尔 多 项 式 的 (10a) 函 数 es(t) 
朋 几 个 拉 盖 尔 多 项 陈 的 显 式 为 
L(t)=1, L(t)=1-1t, 
a 1 2 3 2 ] 3 闪 
2 2 6 
1] 2 228， 1 ,, 
L(t)=1-4t+3t 3 t* 十 37 1 
拉 盖 尔 多 项 式 上 ,是 拉 盖 尔 微 分 方程 
tL ”+(1-t1)L,. +nL,.= 0 (11) 


的 解 。 
要 事 详 细 地 了 解 拉 盖 尔 多 项 式 ， 可 参阅 A4。 Erde’1yi (1953-55》， 也 可 看 柯 和 朗 和 项 


尔 伯 特 (1953-62) Vol.1。 
习 题 
1 .证 明 勒 让 德 微 分 方程 能 够 被 号 成 


C4- 12) PI’= -n(n+1)P, 
本 JTJ17 全 


用 忆 . 环 这 个 方程 ， 用- 忆 , 乘 关于 中, 的 相应 方程 ， 再 把 两 个 方程 加 在 一 起 。 把 所 得 到 的 方程 
从 - 工 到 1 进行 积分 ， 证 明 (PP,) 是 空间 ZL ?:[-1，1) 中 的 正 交 序列 。 “ 

2. 从 去 〈20) 推出 式 (2c) 。 

3. 《生成 函数 ) 证 明 
1 
ri 

左 问 的 吧 数 叫做 勒 让 德 多 项 式 的 生成 溺 数 。 在 研究 各 种 特殊 溺 数 时 ， 生 成 溺 数 是 有 用 的 。 参 
网 柯 朗 和 希 尔 伯 特 (1953-62) 及 A。EErde’1yi 等 (1953-55)》。 
4 . 止 朋 


= 5 P(t)w' 


1 1 
1 1 spl(cos0 (二 ) 
r vv 112 十 让 2- 一 2rircCOSsb ry 5 "(© 3 ry 


其 中 + 是 R 中 给 定点 4 !1 和 4 ; 间 的 距离 ,如 图 38 所 不 。 
A 0 (这 个 公式 在 电位 理论 中 是 有 用 的 。) 
5. 有 人 人 
xX(1)=co+cit+c,.t”+ 
代入 秆 让 德 方程 。 证 明 。 通 过 确定 系 教 便 能 得 到 解 


X= 三 coX1+c1X。， 上 其 中 


n(n+1),s (nn(nt1) (n+3) 1 _.. 


X17 2 41 


Cn Dnt2) yay Cm-3)Cn- Dn+2) (nt4) go 
31 91 
证 明 ， 对 nEN ， 这 两 个 函数 之 一 便 化 为 一 个 多 项 式 。 若 选 ce,= (2m)1/2"(nl): 作为 1" 的 系 
数 ， 它 和 三 .是 一 致 的 。 
6 . 《生成 函数 ) 证 朋 | 3 


xX, = 


ww2 一 


2 
区 二 从 


左 端的 函数 叫做 埃 尔 米 特 多 项 的 式 生成 冰 数 。 
7 ,利用 式 《76》 证 有 


H..1(t)=2tH,(t)- H. (+t) 
8. 习题 6 中 的 生成 函数 关于 + 求 微分 ， 证 朋 
H.’(t)=2nH.-1(+t) 《2 之 1) 


并 利用 习题 7 ， 证 明 瓦 ,满足 埃 尔 米 特 微分 方程 。 
9 .用 埃 尔 米 特 多 项 式 解 微分 方程 y + (2n+1-1 )y= 0。 
10. 用 习题 8、 证 朋 
(e-*H.)= 一 2pe- HHH. 


ee 118。 


利用 这 个 结果 和 习题 1 中 阐明 的 方法 来 证 明 式 〈7a) 定义 的 函数 在 R 上 是 正 交 的 。 
11. 《生成 函数 ) ”用 式 〈10c)》 证 明 


pt, ww) = 1 exp| - -各 |= 5 L(t)w 


1—w 


12. 习 题 11 中 的 关于 ww 微分， 证 明 
(a) (n+1)Lr(t)—- (2nt+1-t) L(t)+nL-1(t)= 0 
» 关于 1 做 分 ， 正明 
(D) L(t)= L(t)—- LL’.(+t) 
15. 利 用 习题 12， 证 有 明 
(c) tL (1t)=nL.(t)-—-nL.-1(t) 
利用 (c》 和 习题 12 中 的 (5)〉， 证 明 工 ,满足 拉 盖 尔 微分 方程 (11》。 
14 .证 明 式 (10a》 的 洱 数 的 范 数 等 于 1。 : 
15. 证 明 式 〈10c) 的 函数 构成 空间 也 250，+ ce) 中 的 一 个 正 交 序列 。 


8 3.8 希 尔 伯 特 空间 上 泛 函 的 表示 


知道 各 种 空间 上 的 有 界线 性 泛 函 的 一 般 形式 ， 有 其 实际 的 重要 性 。 这 一 点 和 曾 在 $2.10 中 
指出 并 说 明 过 。 对 于 一 般 的 巴 拿 赫 空间 ， 这 些 公式 及 其 推导 有 时 是 很 复杂 的 。 然 而 ， 对 于 和 项 
尔 伯 特 空间 ， 情 况 却 寞 党 简单 。 : 

5 8-1 黎 斯 定理 《〈 希 尔 伯 特 空间 上 的 泛 函 )  ” 希 尔 伯 特 空间 及 上 的 每 一 个 有 界 线性 泛 户 
者 能 表示 成 内 积 的 形式 ， 关 


f(x)= Cx, 2Z7 (1) 
1 zl = fi : (2) 


证 明 ， 我 们 分 以 下 几 步 证 朋 

(a》 ff 有 表示 (1)， 

(b》 C1) 中 的 2 是 唯一 的 ， 

(c》 公 式 (2) 成 并 。 
其 详细 证 朋 如 下 。 

(a) 若 /=0， 我 们 取 z=0，〈1) 与 (2) 家 成 立 。 设 起 0。 为 启发 证 明 的 思路 ， 
先 让 我们 考虑 若 表 示 《 1 ) 存在 ， z 必须 有 什么 性 质 。 首 先 ，z 坟 0， 否则 f = 0。 其 次 ， 对 
:此 足 f(x) =0 的 一 切 x 都 有 《x，z》= 0， 也 就 是 说 ， 对 f 的 零 空 间 中 所 有 的 Xx、 有 《XxX， 
2》=0。 因 此 z 上 (有 )。 这 就 提示 我 们 去 考 虚 7(f) 和 它 的 正 交 补 (1) 。 

根据 2.6-9，V (有) 是 一 个 矢量 空间 、， 并 且 由 2.7-10 还 知人 AV(f) 是 闭 的 。 此 外 ，f 六 0 纺 
全 善 (f) 太 晰 ， 所 以 根据 投影 定理 3.3-4 有 (1) 40j。 因此 ，#( 有 + 包含 一 个 zo=e0。 
我 们 置 

e。 tl19 。 


v= 三 (X)zo — f(z0)% 
其 中 x€ 太 是 任意 的 。 两 边 用 f 作用 、 便 得 到 
flv)=f(x)f (20) -f(z0)f (x)=0 
这 就 证 明了 v€A (1)。 由 于 z。|LA(f)， 我 们 有 
0 = Cv, 20> = 《f(x)z0 — f(z0)xX, 20> 
= f(x) Cz0s 20> -f(z20) Cx, 20> 
注意 《zo，zo> = 上 zo 上 ?六 0， 所 以 能 够 关于 f(x) 解 出 ， 结 果 是 


f(x)= -2 《%, z07 


这 就 能 够 按 ( 1 ) 的 形式 写 出 ， 其 中 


f (26) 
《20s 20> 


出 于 xE 瑟 是 任意 的 ， (1 ) 被 证 明 。 
《5) 现 证 (1)》 中 的 z 是 唯一 和 的。 假定 对 所 有 的 xE€ 末 ， 有 


f(x)= x, 21:> = 《XxX, 2,> 
则 对 所 有 的 x 有 《Xx， 21:1 一 2.> = 0。 特别 选 x = 21 一 2,， 便 有 
《<X, Zi— 2 = 《21 一 229 2z1 一 22> = | z: 一 > | “= 0 


因此 >; -> = 0， 所 以 z1=2z,， 唯一 性 得 证 。 
(c) 最 后 证 明 (2) 。 车 f= 0， 则 z= 0，【〈2) 显然 成 YY。 者 /不 0， 则 z 二 0。 
将 《1) 中 的 x 取 成 2:， 再 利用 $2.8 中 的 《8) ， 便 得 到 


zll?= <z, 2> = f(z) 人 lf 由 zl 


用 上 z 中 志 0 去除 不 等 式 两 端 ， 便 得 上 z 上 寺中 fi 咱 。 其 余 要 证 明寺 上 z 目 。 由 (1) 和 
许 瓦 兹 不 等 式 《33.2) ， 可 看 出 


fCx)| = lx 22 |x iz1 


z= Zo 


这 就 推出 
f=sup lx, 2> [12 

Ns = 1 
合 在 一 起 ， 便 证 明了 (2》。 
在 《5) 中 证 明 唯一 性 的 思想 ， 对 于 后 面 的 使 用 是 值得 注意 的 。 
3.8-2 引 理 (等 式 ) 若 对 内 积 空间 4 中 的 所 有 zw 都 有 《vi，mwmy> = 《vs w> 。 则 v= 
7。 特别 是 ， 看 对 一 切 wE 有 都 有 《zi，mw> ， 则 vi = 0。 
证 明 ， 据 假设 ， 对 所 有 的 wEA 有 

《2D1 一 DZ2， 上 > = 《vs WY> — v2, WwW = 0 


se 120。 


在 取 w= vi -v，， 便 得 到 vj -zs 和 := 0 从 而 有 v1i~v2=0， 故 vi1=v。 特 别 是 ， 在 
v1， w> = 0 中 取 w=v， 便 有 上 v1 *= 0 所 v1= 0。 

市 尔 伯 特 至 辣 上 有 界线 性 泛 汞 的 实用 价值 在 很 大 程度 上 是 基于 黎 斯 表示 (1) 的 简明 
性 。 

几 外 ， 在 希 尔 伯 特 空间 的 算 子 理论 中 ， 特 别 是 下 一 节 关 于 有 界线 性 算 于 所 定义 的 大 和 尔 
们 特 伴 随 算 子 了 “， 黎 斯 表示 《1 ) 也 是 十 分 重要 的 。 为 此 ， 我 们 需 妥 一 些 预 备 知识， 这些 
知识 也 有 其 普 明 的 意义 。 让 我 们 从 下 面 的 定义 开始 。 

5.8-5 定 义 〈 一 个 半 的 线性 形式 ) 设 半 和 六 是 同一 个 域 久 (= R 或 C) 上 的 两 个 矢量 空 
局 。 则 六 x 了 上 的 一 个 半 的 线性 形式 (或 一 个 半 的 线性 返 洋 ) h 是 一 个 映射 


h, XxY—K 

并 对 所 有 的 Xx，xX1，%，€ 太 和 yy，y1，y》2E€ 了 以 及 所 有 的 标量 a，b 满足 
ARCxi+Xs， yy)=h(x1, y)+h(xs, y) (3a) 
h(xs Yi1+ y2)=h(xs, y1)+h(x, ya) (36) 
h(ax, yy)=ah(x, y) (3c) 
h(x, By)= Bh(x, ») (3d) 


及 此 ，8 关于 第 一 个 变 元 是 线性 的 ， 而 关于 第 二 个 变 元 是 共 轿 线性 的 。 若 壮 和 了 都 是 实 空间 
(K=R)， 则 (3d) 位 化 为 


h(x, py)= Pha(x, yy) 


Hi 于 它 关 于 第 二 个 变 元 也 是 线性 的 ， 所 以 把 h 叫做 双 线 性 的 。 
若 全 和 了 是 赋 范 空间 ， 又 若 存在 实数 c。 使 得 对 一 切 x，y 有 


iaCx, yellxH ly (4) 
则 称 h 是 有 界 的 ， 而 把 数 


_ z laACx, y)| 
叫做 站 的 范 数 。 
罗 如 ， 内 加 就 是 一 个 半 的 线性 形式 ， 并 且 是 有 界 的 。 注 意 ， 从 〈4 》 和 《5 ) 可 以 推 得 


IaCxs SUB zy 《6 ) 


在 $3.1 中 已 章 含 着 “一 个 半 的 线性 ? 这 个 术语 的 函 义 。 在 定义 3.8-3 中 ，“ 形 式 ” 和 
“ 泡 孙 ”这 两 个 词 是 通用 的 ， 至 于 使 用 哪 一 个 就 看 各 自 的 爱好 了 。 对 于 两 个 变量 的 情况 ， 用 
“形式 ”一 词 或 许 稍 好 一 点 ， 而 留 “ 泛 函 ” 一 词 用 在 诸如 定理 3.8-1 中 只 有 一 个 变量 的 情 
况 。 这 就 是 我 们 要 做 的 准备 。 

站 党 有 址 的 是 ， 从 定理 3.8-1 我 们 能 够 得 到 希 尔 伯 特 空间 上 的 一 个 半 的 线性 形式 的 一 般 
未 不。 


se 2 。 


5.8-4 定 理 (〈 黎 斯 表示 ) ” 设 且 ,入 ;都 是 希 尔 伯 特 空间 ， 并 且 
hs HH, ~ H,—kK 
是 有 界 的 一 个 半 的 线性 形式 。 则 月 有 表示 


h(x, 34) = 《Sx, y> (7) 
其 中 >， 万 :一 已 :是 一 个 有 界线 性 算 子 。” 由 站 唯一 地 确定 ， 并 且 有 范 数 
上 SHH= 站 有 (8) 


证 明 ， 我 们 考察 hx，y) 。 由 于 取 了 复 共 轿 ， 所 以 h(x，y》〉 关 于 y 是 线性 的 。 为 
了 使 得 定理 3.8-1 可 用 ， 我 们 让 x 保持 不 变 。 这 时 把 ACx，y) 中 的 y 看 作 变 量 ， 它 是 > 的 
线性 江湖 ， 故 有 表示 


hx, y) = Cy, 2 
因此 


h(x, y)= yy, 2> = C2, y> 《9 ) 


其 中 zE 互 :是 唯一 的 ， 当 然 是 依赖 于 我 们 所 固定 的 YE 万 ,。 这 样 ， 由 (9) ， 每 给 定 一 个 
变量 xEH,, 便 有 唯一 的 z€ 肆 ;与 之 对 Wy 因此 定义 了 一 个 算 子 : 
S， 刁 1/ 习 态 ;,， 由 z= SX 给 出 
把 >= Sx 代入 (9)， 便 得 到 (7》。 
S 是 线性 的 。 事 实 上 ， 其 定义 域 为 拓 量 空间 Hi， 从 (7) 和 一 个 尝 族 性 性 ， 对 所 有 的 
y€ 态 ,有 
z 《JJ(cxi+px，)，7y7> =h(axit+ px, y) 
= ah(x,, y) + Bh(x,, y) 
=a 《Sx,, y> +BLSx,, y> 
= asxi+pSx,, y> 
所 以 根据 引 理 3.8-2 便 有 
9 (cxXi+DOx)=woxi+Pox， 


9 是 有 界 的 。 实 际 上 ， 投 开明 显 的 情况 S = 0， 从 (5) 和 (7) 便 有 


CS vy | NLSu, S41 oo NSxl 1s 
el sap Tay up Nel Ts sp ial Sl 
这 就 证 明了 5S 的 有 办 性， 并且 是 #1 之 中 SN。 
已 用 许 瓦 兹 不 等 式 


i CS y> | I Sxlyll Is 
NTT 


便 推 出 上 4 和 外 SS 中 ， 合 在 一 起 ， 便 证 明了 (8)。 


122. 


a 


S 过 唯一 的 。 事实 上 ， 假定 有 线性 算 丁 ， 7 : Hi>H,, 对 有 所 有 的 xE€H， 和 yE 姜 :也 


| 


h(x, 多 二 《人 Xi y> 一 《了 2X， y> 


则 由 引 理 3.8-2 知 ， 对 所 有 的 XE€ 石 /有 了 x= 3x。 因 此 ， 据 定义 有 = >。 


py 题 
1. 《空间 Rs》 证 朋 ;，R 5 上 的 任 一 线性 沁 妙 f 者 能 用 点 积 
f(xX)=X* 2=6161 1+Esb2 +dsbs 
来 友 示 。 
2, 《空间 i*〉 证 明 ;，1?* 上 的 每 一 个 有 界线 性 泛 函 f 都 能 表示 成 如 下 形式 
f(x)= SEE (z=(C6) EL) 
3. 若 z 是 内 积 空 间 XX 的 任 一 画 定 的 元 素 ， 证 明 f(x) = 《x，z》 在 基 上 定义 了 一 个 有 界 
线性 泛 函 f， 且 f= Jzj|。 | 
4. 芳 察 习 题 8 。 如 果 z ! 一 了 所 给 出 的 映射 C。 关 一 外 ' 是 满 射 ， 证 明 关 一 定 是 希 泵 但 等 
2 |B]。 
5 .让 肖 ， 实 空间 有? 的 对 偶 空 间 是 1* (用 3.8-1) 。 
6 .i 正明 。 定理 3,8-1 定义 的 等 距 对 射 
了 7， H—H! 
zi->/.=《。，, 2> 
不 是 线性 的 。 而 是 共 罗 线性 的 ， 妈 
az+ pulraf .+ pf, 
7 .证 明 ， 希 尔 伯 特 空间 瓦 的 对 偶 空 间 妃 "是 具有 内 积 《。，“。》> | 为 
《 厂 .， 1 .>1 = 《Zs v> = 《vv, 2 
的 希 尔 伯 特 空间 ， 其 中 f :(x) = 《XxX，2z》， 等 等 。 
8 证 明 ， 任 一 希 尔 伯 特 空 间 瓦 都 和 其 二 次 对 偶 空 间 妃 "= (及 和 )^ 同 构 〈( 见 3$3.6 ) 。( 这 
叫做 五 的 自 反 性 ， 它 将 在 3 4.6 中 关于 赋 范 空间 作 更 详细 的 讨论 ) 。 
9. 〈 零 化 子 ) 就 希 尔 伯 特 空间 互 的 子 集 内 < 峭 的 情况 ， 阐 明 》2.10 习题 13 中 的 MM" 与 
Y 3.3 中 的 ML 之 间 的 关系 。 
10_ 证明 ， 内 积 空间 天 上 的 内 积 《。，“。》> 是 一 个 有 界 的 一 个 半 的 线性 形式 A。 在 这 种 
情况 下 ， 站 天 站 是 什么 ? 
11. 若 XX 是 一 个 矢量 空间 ，h 是 Xx 关上 的 1 线性 形式 ,证 明 ; 对 于 固定 的 y。。f 1(%) = 


h(x，y,) 在 XX 上 定义 了 一 个 线性 泛 函 f 1， 固定 x。， 而 f(y) = 和 (x。os》) 也 在 党 上 定义 了 一 
个 线性 泛 阔 f ，。 
12 .设计 和 了 都 是 赋 范 空间 。 证 明 ， 革 x 了 上 的 一 个 有 界 的 一 个 半 的 线 狂 形式 如 关于 
。 1123 * 


两 个 变量 都 是 连续 的 。 
13.( 埃 尔 米 特 形式 设 羡 是 域 上 的 矢量 空间 。XX x 天 上 的 埃 尔 米 特 1 。 线 性 形式 或 
简称 壹 尔 米 特 形式 h。 是 这 样 的 一 个 映射 抽 在 x 天 -> 天 。 它 对 所 有 的 x，y，zE 瑟 和 ceE 天 满 


1 ~ 


定 
PXT+yY 2)=h(x, 2)+h(y, 2) 


h(ax, y)=ah(x, »y) 


h(x y)= hly, X) 


若 和 =R， 最 后 的 条 件 A(x，y) = h(y，x ) 变 成 什么 ? 要 使 得 h 是 荆 上 的 一 个 内 积 ， 还 必 
须 对 有 再 施加 什么 条 件 ? z 

14. 〈 许 瓦 兹 不 等 式 ) 设 针 是 矢量 空间 而 有 是 年 x 天 上 的 一 个 挨 尔 米 特 形 去 。 寿 对 所有 
-的 xEA 者 有 AZX，xX) 之 0， 则 称 关 是 半 正 定 的 。 证 明 六 满足 许 瓦 效 不 等 却 


Ih(x, yy)| ?h(x, x)h(y, yy) 


15.〈 半 范 数 ) 阁 有 满 足 习 题 14 中 的 条 件 ， 证 明 p(x)=w h(x，x) (之 0) 在 么 上 定 
义 了 一 个 半 范 数 。〔 见 $2.3 习题 12) 


$ 3.9 希 尔 伯 特 伴随 算 子 


上 一 节 的 结果 能 使 我 们 对 希 尔 伯 特 空间 上 的 每 一 个 有 界线 性 算 子 耳 ， 引 入 一 个 希 尔 伯 特 
伴随 千 子 。 这 个 算 子 是 在 研究 矩阵 和 线性 微分 方程 以 及 线性 积分 方程 中 的 问题 时 提出 的 。 我 
门将 于 看 到 ， 这 个 算 子 能 帮助 我 们 来 定义 三 类 重要 的 算 子 〈 即 所 谓 自 伴 算 子 ， 西 算 于 ， 正 规 
算 子 ) ， 由 于 这 些 算 子 在 各 种 应 用 中 起 着 关键 的 作用 ， 所 以 被 广泛 的 研究 。 

5.9-1 定 义 〈 希 尔 伯 特 伴随 算 子 T*) 设 互 ,和 万 , 是 希 尔 伯 特 空间 ， 了 :， 已 :一刀 :是 一 
个 有 界线 性 算 子 。 则 使 得 @ 对 所 有 的 xE 妃 ;和 y6E 已 ;满足 


<Tx, y> = 《x, 7 77 : C1) 
的 算 椰 
7 五 :一 4 
叫做 的 希 尔 伯 特 伴随 算 于 了 7*。 : 加 
当然 ， 首 先 需 要 证 明 这 个 定义 是 有 塌 义 的 ， 也 就 征 识 ， 对 于 给 定 的 TT。 这 样 定义 的 了 
是 存在 的 。 


sz 9_? 定理 (存在 性 ) ”定义 3.9-1 中 了 的 希 尔 伯 特 伴随 算 于 T* 是 存在 的 ， 唯 一 
的 ， 而 且 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 其 范 数 / 
T= | (2) 


-一 


am 由于 内 积 中 的 元 素 已 表 计 它们 所 在 的 空间 ， 所 以 我 们 能 用 同一 个 符号 〈 .，，》 来 表 记 Hi 和 H: 上 的 内 职 。 
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证 明 ， 因 为 内 积 是 1-3- 线 性 的 ， 了 是 线性 的 ， 所 以 公式 


h(y, xX)= 《<y, Tx> 《8) 
在 条; x 已 ,上 定义 了 一 个 1 ; 钱 任 形式 。 事实 上 ， 从 


hl(y, axit+phx.)= 《ys Tl(axit+ phx,)> 
= Cy, aTXI+pbTx,> 
=&a 《ys Tx1> +B ly, Tx,> 
= Gh(y, XxX1)+ ph(y, x,) 
可 以 看 出 天 的 藉 恩 线性 性 。 事 实 上 ， 从 许 瓦 兹 不 等 式 
la(y, x)| = 1<y, Tx> ly TxilelTHIxI yi 
串 以 看 出 是 有 界 的 。 同 时 也 推出 上 #| 专 了 工 上 。 此 外 ， 从 


> 
还 可 推出 4|| 之 || 了 咱 ， 合 在 一 起 ， 便 有 

a = (4) 
定理 3.8-4 给 出 的 一 个 黎 斯 表示 ， 将 该 表示 中 的 S 写 成 T*， 便 有 

hy, x)= <T*y, x (5) 
条 号 由 定 埋 3.8-4 还 知道 。，7“:， 万 :一 五 :是 被 唯一 确定 了 范 数 〈 见 (和 4)) 为 

Te = JI = 人 ET 


的 有 界线 性 算 子 。 这 就 证 明了 (2) 。 将 (8) 和 (5 ) 加 以 比较 便 有 《y，Tx> = 《<T”y， 
xx>， 取 共 斩 就 得 到 (1 ) ， 从 而 看 出 二 "就 是 我 们 所 和 项 望 的 算 于 。 

在 研究 希 尔 伯 特 自 伴 算 子 的 性 质 时 ， 使 用 下 述 引 理 将 会 带 来 方便 。 

5.9-35 引 理 〈 零 算 子 ) ”设计 和 了 都 是 内 积 空间 ， 而 且 Q: 七 -> 了 是 一 个 有 界线 性 算 
子 。 则 z 

(ao) Q = 0 当 旧 仅 当 对 所 有 的 XE 和 和 yE 了 都 有 《QQx，y> = 0。 

(0) 车 Q， 瑟 一 有 ， 其 中 和 是 复 内 积 空间 ， 并 且 对 所 有 的 XE 么 各 有 《Qx，x> = 0， 
则 Q= 0。 

证 上 明 ，(c) Q= 0 意味 着 对 一 切 x* 有 Qx= 0 因而 有 

<Qx, y> = 《0, y>=0 《w, y> = 0 

反之 、， 若 对 所 有 的 x 和 yy 都 有 《 Q%， ?> =0， 则 由 3.8-2 知 ， 对 所 有 的 x 有 Qx= 0， 从 而 
据 定 义 知 Q= 0。 

(6) 握 候 设 ， 对 每 个 = cx + YE 着 有 《Qv，v》= 0 ， 也 就 是 


0 一 《O(ax+ vy), aXx+y> 


cj :CQx，x>+Qy，y>+adcQx，y>+GCQy，xXy 
根据 假 议 ， 于 云 右 疹 的 前 两 项 为 零 。 取 a = 1 ， 便 有 
COQX, y>+OQy, xX>=0 
再 取 a = 1 代入 ， 又 得 
<《GQX，y>-《Qy，xX> = 0 
两 志 相 州 可 得 《Qx，y> = 0， 由 (a) 便 推 出 Q= 0 。 
在 3 引进 的 (5〉 中 ， 关 为 复 空间 是 必 不 可 少 的 。 事 实 上 ， 夺 广 是 实 空间 ， 结 论 可 以 不 成 
。-- 个 反例 是 ，Q 是 平面 Rz 上 的 一 个 90* 旋 转 ， 显 然 它 是 线性 的 ， 且 Qx_Lx， 改 对 所 有 的 
CR 4《Qx，x> = 0， 但 Q 志 0。 (这 样 一 个 旋转 在 复 平 面 中 是 什么 ? ) 
现在 我 们 能 够 列 出 并 可 证 明 希 尔 伯 特 伴随 算 子 的 某 些 共同 性 质 ， 在 以 后 应 用 这 些 算 于 
上 时， 我 们 要 第 常用 到 这 些 性 质 。 
3.9-4 定 理 ( 希 尔 伯 特 伴随 算 子 的 性 帮 )》 设 妃 :和 如 :是 硕 尔 位 符 空 [1 


了， 娓 五 :是 有 界线 性 算 子 ，c 是 任意 标量 。 则 有 
(a) <T*y, X> = 《<y, 1x> (x€EH, yEH;,) 
(6) (CS+TT)*=o°"+71 
(c) (aT)*=GT z 
(Cd) CT*)*=7 | (6) 
(e ) TT TT 


(f) T*T=0<<>I=0 
(g) (ST)*= To (假定 五 := 
证 明 ， 《a) 从 (1) 可 得 到 (6a) ， 四 | 
CT*y, x> = Xxs Ty = <Tx, y> = 《yy» Tx? 
(5) 根据 (1》， 对 所 有 的 x*，y》 有 
Cx (S+T)*y> = CL(S+T)x, y> 
: : 《Sx, y> + 《<Tx, y> 
x, SYy> + 《%, 了 ?> 
《Xs (5 十 T*)y> 


LE 


i 


因此 ， 根 据 3.8-2 对 所 有 的 > 有 《>” + Tsy=(S*+T*)y， 再 据 定义 侯 央 (S+T)*= 


S*+ 了 T*， 此 即 〈60)。 
Lo) 注意 不 要 把 公式 《6c) 和 公式 了 "(2%) 5 aT x 混淆 。 通 过 下 甸 的 计算 并 把 引 奸 


3.9-3(a) 应 用 到 Q= (aT)* -3 ， 便 得 到 《6c) 。 
claT)*y, %> = 《2 (aT)x> =《2?， a(T%)> 
-zy Tx> =0《1y, x = 《GT*ys %2 


* 120% 


(d) (Ts*)* 叉 记 作 Ts、 从 (6a) 和 《1 )》 ， 对 一 切 x6E 万 ,和 yE 万 ,有 
4《(7 了 ”) ”MX y> = <x, 7 > = 《Tx, y> 


二 把 引 理 3.9-3(a) 应 用 到 Q= (了 ) 一 7， 便 推 出 (6d) 。 
(e) 首先 可 着 到 了 了 * 了 了， 天 一品 1 7 7; 万 一石 ，。 根据 许 瓦 兹 林 等 云 ， 司 


| Tx|*= <Tx, Tx> = <T°Tx, xX> 委 | /7 xi 中 > 
< TTHIx|? 


关于 一 切 范 数 等 于 革 的 Y 取 上 和 确 界 ， 便 得 到 | 人 站: 委 有 下 7 人 站。 再 必用 2.7 中 的 《7) 
及 本 节 的 《2 ) ， 便 得 到 


i 
因此 证 明了 7T* 了 = 上 荆 中 ?将 荆 与 7* 的 位 置 交换 ， 再 次 利用 (2 》， 又 得 到 
737i= 1?= 


由 《〈6d ) 知 ， 这 里 的 。 了 “= 了。 上 所 以 《6e)》 得 证 。 
(f) 从 〈6e) 立即 可 得 《〈6j ) 。 
(9) 反复 应 用 《1 ) ， 便 有 


<x, (ST)*y> = <(ST)x, y> = <Tx, S*y>》 = <x, Ts yy》 
据 引 理 3,.8-2 知 (3 TT)*y= T*S*y， 从 而 所 定义 证 明了 (69) 。 


习 题 

1. 证 明 0 ”= 0 ， 1*=1。 

2. 设 互 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ， 个 ， 万 -> 万 是 一 个 对 射 有 界线 性 算 子 。 其 着 是 有 界 的 。 证 
明 CT*)~! 存 在 ， 并 且 : 

(T*)-1=(T-1)* 

3. 冰 《TT,) 是 项 尔 伯 特 空间 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 序列 ， 且 了 ,一 人， 证 明 7 一 了 

4. 设 互 : 和 已 :都 是 害 尔 但 特 空间 ， 了 了 上， 已 :一 万 : 是 一 个 有 界线 性 算 于 。 帮 MM 己 刁 和 
M,C 性 日 ,满足 7T(MI)CM,,，。 证 明 Mi3 汪 TT*(M.,+) 。 

5. 设 习题 4 中 的 桩 1 和 六 ,是 闭 子 空间 。 证 明 T(M1)CM;, 当 且 仅 当 Mi 汪 TT*(M3) 。 

6. 若 习题 4 的 人 1 = 注 (T)= {X17Tx= 0}，。 证 明 

(a) T*(H, CMti, 4) [7 (万 |) CT )，(c) M,= CT*(H,))。 

17. 设 ! :和 了 :是 从 复 和 大 和 尔 伯 特 空 同 已 到 妃 的 有 界线 性 算 村 。 洗 对 一 切 xE 已 都 有 (7 1%， 
xX>= 《1,x, XD 9 证 明志 ;= { ,o 

8. 设 ”= 了 7+ 了 7 了 ”7 五 一 互 ， 其 中 了 是 线性 有 界 的 ， 证 明 ~ -1: =”( 已 ) 一 已 存在 。 

3. 证明， 和 有希 尔 但 特 空间 互 上 的 有 界线 性 算 于 了 ， 五 一 玉 ， 当 且 仅 当 二 能 表示 成 


Tx= 5 CX UV wis Cvjs wiEH) 
j=1 


1T27。 
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其 值 域 才 是 有 限 维 的 。 

10.《 右 移 位 算 子 )” 设 le, 是 可 分 的 希 尔 伯 特 空间 且 中 的 完全 标 准 正 交 序 列 ， 而 所 
请 及 上 的 右 移 位 算 子 是 指 这 样 的 一 个 线性 算 子 荆 ， 万 一 有 万， 对 n=1，2，、…， 有 Te,= ei。 
解释 这 个 名 字 的 来 历 ， 求 它 的 值 域 ， 零 空间 ， 范 数 和 希 尔 伯 特 伴随 算 子 了 *。 


3.10 目 伴 算 子 ， 凋 算 子 ， 正 规 算 子 


实用 上 最 重要 的 有 界线 性 算 子 类 可 用 和 希 尔 伯 等 伴随 算 子 来 定义 。 
35.10-1 定 义 〈 自 伴 算 子 ， 西 算 子 和 正规 算 子 ) 项 尔 伯 特 空间 瓦 上 的 有 界线 性 算 子 了 ， 
HH 
右 7 = 了 7 了， 则 称 王 是 自 伴 的 或 埃 尔 米 特 的 ， 
右 了 是 对 射 且 7*= 了 -1， 则 称 了 是 西 算 子 ， 
大 了.7*= 了 7 了 *， 则 称 了 是 正规 算 子 。 
7 的 希 尔 伯 特 伴随 算 子 了 是 由 》3.9 中 (1 ) 来 定义 的 ， 也 就 是 
《了 X， y> 一 CX， 了 “多 > 
咎 7 是 自 伴 的 ， 则 上 式 变 成 
CTx, y> = Cx, Ty» / / (C1) 
厂 了 是 自 伴 的 或 是 西 算 子 ， 则 工 是 正规 的 。 
这 从 定义 立即 可 以 看 出 。 然 而 ， 正 规 算 子 不 一 定 是 自 伴 算 子 或 西 算 子 。 例 如 ， 者 7:， HH 
下 万 是 一 个 已 等 算 子 ， 则 了 =217 便 是 正规 的 ， 因 为 T*= -247 ( 见 3.9-4)。， 改 77 = 
7 人 =47， 但 T* 二 了 T 且 7 二 TI= 一 -il。 
从 下 一 个 例子 很 容易 导出 非 正规 的 算 子 。 读 者 可 以 证 明 $ 3.9 习 题 10 中 的 算 了 于 7 也 是 一 


个 非 正规 的 算 子 。 
在 个 阵 的 研究 中 也 采用 定义 3.10-1 中 的 术语 。 我 们 下 面 鹿 明 这 样 做 的 理由 ， 并 指出 某 些 


重要 的 关系 。 | 
3_ 10-2 例 子 《 和 矩阵 ) 我 们 考虑 空间 C6"， 其 上 的 内 积 定 义 为 《 见 3.1-4) 。 
《XxX, y> = x'Yy C2) 
潍 中 x 和 被 号 成 列 矢量 ， 表示 转 置 ， 因 而 x*"= (5&1，52， …。 <，) 。 并 且 采 用 通常 的 和 起 阵 
乘法 。 


设 卫 ，C" 一 C "是 一 个 线性 算 才 (其 有 办 性 在 定理 2.7-8 中 已 证 明 ) 。 C 的 一 个 基 一 旦 给 
定 后 ， 我 们 便 能 用 两 个 * 险 方 阵 来 表示 人 及 其 希 尔 伯 特 伴随 算 于 T*， 不 妨 设 它们 分 别 为 4 和 
B 


心 


利用 《2 》 和 常用 的 矩阵 乘积 的 转 置 运算 法 则 ，《〈Bx)T= xTBT7 我 们 得 到 
<Tx, yy> = (Ax)'I=xTATY 


。 1 8 。， 


及 

<x, T*y> =x'BY 
根据 §3.9 中 的 (1 )， 上 两 式 的 左 端 对 所 有 的 x，yE€C"” 是 相等 的 ， 因 此 必定 有 4A7= 5。 结 
果 便 得 到 

B= AT 


ne 
给 定 C" 的 一 个 基 ， 则 CC” 上 的 一 个 线性 算 子 关于 这 个 基 有 一 个 矩阵 表示 ，。， 而 其 希 尔 伯 

后 休 随 算 子 便 可 用 该 和 阵 的 复 站 t 因 转 置 来 表示 。 : 

因此 ， 有 如 下 结论 : 

7 是 自 伴 的 ， 则 表示 息 阵 为 埃 尔 米 特 息 阵 ; 

若 了 是 丁 算 子 ， 则 表示 起 阵 为 西 起 阵 ， 

共 了 是 正规 算 子 ， 则 表示 和 矩阵 为 正规 滤 阵 。 

类 似 地 ， 对 线性 算 子 TT，R"->R"， 其 结论 是 ， 

若 了 是 自 伴 的 ， 则 表示 算 阵 为 实 对 称 阵 ; 

人 是 西 算 子 ， 则 表示 息 阵 为 正 交 起 阵 。 

就 此 来 说 ， 需 要 记 住 如 下 定义 。 对 方 阵 4 = (ar)》 而 言 ， 

如 果 47= 4， (因此 5 = Cj) ， 则 4 叫做 埃 尔 米 特写 阵 ; 

如 果 47= -4 (因此 zw = 一 i) 。 则 A 叫做 反 埃 尔 米 特 起 隆 ， 

如 果 有 47= 4-1， 则 用 叫做 西 滤 阵 矩 阵 。 

如 果 A A4'= 474， 则 4 由 做 正规 党 泗 。 
对 实 方 阵 妇 4 向 言 : 

如 果 .A4"= 4，【《 因 此 a = Qi ) 则 4 叫做 《 实 ) 对 称 和 矩阵 ; 

如 果 47= - 4，( 因 此 au = -ai ， 则 4 也 做 〈 实 ) 反 对 称 矩 阵 ; 

如 果 AT= A-!，。 则 4 叫做 正 交 和 矩阵 。 
内 此 ， 实 厄 米 特 和 矩阵 是 ( 实 》 对 称 和 矩阵 ， 实 反 厄 米 特 矩 阵 是 〈 实 》 反 对 称 矩 阵 ， 实 西 阵 就 是 
王 交 算 纵 。( 埃 尔 米 特 矩 阵 是 在 法 国 数学 家 Charles Hermite (1822-1901) 死 后 被 命名 
的 。) 

现在 回 到 任意 希 尔 伯 特 空间 上 的 线性 算 于 上 来 ， 并 且 陈 述 一 个 关于 自 伴 性 的 重要 和 而 义 相 
当 简 单 的 判 据 。 

5 10-5 定 理 〈 自 伴 性 ) 设 T， 态 一 晶 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 及 上 的 有 界线 狂 算 十 ， 则 

(a) 落下 是 自 伴 的 ， 则 《GTx，x> 对 一 切 xE 已 都 是 实 的 。 

(56) 落石 是 复 的 且 《7Tx，x> 对 一 切 xE 万 都 是 实 的 ， 则 算 于 了 是 自 伴 的 。 

证 明 (a) 若 了 是 自 伴 的 ， 则 对 一 切 xE 妃 有 

CTx, x> =《X Tx> = 《Tx, %> 


因此 《< Tx，x》 等 于 其 复 共 轿 ， 所 以 它 是 实 的 。 
(5b) 若 《Tx，x> 对 一 切 x%E 互 都 是 实 的 ， 则 
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Da 


CTx, x> = <Tx, x) = <x, Taexy- 《Tax，xXy 
因此 


0= <Tx, x> -<T*x, x> = 《(T- 7)x, x> 


并 且 了 了 -7*= 0，。 这 是 因为 如 是 复 的 利用 引 理 3.9~3(5》 推 出 的 。 

在 该 定理 的 (6) 中， 五 是 复 的 这 一 条 件 必 不 可 少 。 很 明显 ， 对 实 空 间 态 来 讲 ， 其 上 的 
内 积 总 是 实 的 。 所 以 对 线性 算 子 了 不 作 任何 进一步 的 假设 ，《 了 xx，x> 也 是 实 的 。 

自 伴 算 子 的 积 〈 合 成 出 ) 在 应 用 中 经 党 出 现 ， 所 以 下 述 定理 是 很 有 用 的 。 

5.10-4 定 理 〈 积 的 自 伴 性 ) 希 尔 伯 特 空 间 刀 上 的 两 个 有 界 自 伴 线性 算 子 S 和 了 的 积 ， 
当 且 仪 当 ”与 ! 是 可 交换 的 ， 即 


SS7 = 了 4 
7 是 自 伴 的 。 
让 戎 ， 由 假设 和 上 布 中 的 《6g)〉， 有 
(ST)*= T*S*=TS 
对 此 
ST=(ST)* 和 人 > ST=TS 
这 就 完成 了 证 有明 。 
在 各 种 问题 中 还 会 出 现 自 伴 算 子 的 序列 ， 为 此 我 们 有 
3.10-5 定 理 〈 自 伴 算 子 的 序列 ) ” 设 (了 。) 是 希 尔 伯 特 空间 互 上 的 一 个 有 界 自 伴 算 地 
了 ,， 万 -一 万 的 序列 。 假 定 〈 了 。) 是 收敛 的 ， 比 如 说 


7 一 7 了， 也 就 是 TT, 一 了 一 0 
其 中 | 。 外 是 空间 瑟 ( 互 ， 万 ) 上 的 范 数 ， 见 $ 2.10。 则 极限 算 子 了 是 鼠 上 的 有 界 自 伴 线性 算 
证 明 ， 我 们 应 该 证 明 7 = 了。 这 从 | 了 -六 站 = 0 可 以 推出 。 为 此 ， 用 3.9-4 和 3.9-2 
有 
TT = TT = 
再 用 号 ( 态 ， 玉 ) 中 的 三 角 不 等 式 便 得 
LT- Tt T- T+T- T+ 
= 7T-T+orlT-TH 
=21 了 .一 人 了 人 一 0 (n>00) 


因此 上 7- 7 = 0， 从 而 T*= 
关于 自 伴 线性 算 子 的 基本 性 质 ， 上 定理 给 于 我 们 一些 初步 的 概念。 这 对 我 们 进一步 的 


PE 
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@ 关于 映射 合成 力 面 的 术语 和 记 法 ， 在 革 录 1 的 A1.2 中 有 一 个 复习 材料 。 
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Nf 究 是 有 攻 助 的 ， 特 别 是 对 研究 这 些 算 子 的 谱 论 (第 九 草 ) ， 更 是 如 此 。 在 那里 将 研究 它们 
的 其 他 性 质 。 

现在 我 们 转 到 西 算 子 并 考察 它们 的 某 些 基本 性质。 

5.10-6 定 理 ( 西 算 子 ) 设 口 ， 万 一 万 ， 矿 ， 万 一 互 都 是 丁 算 了 于， 妃 是 布尔 但 特 空 间 。 
刚 

(a) [是 等 距 算 子 〈 见 1.6-1》 ， 因而 对 一 切 xXE 互 有 由 CCx = x， 

(b) 倘若 巨 六 10)， 1 避让 = 工 ; 

(ec) U-I(= LU ) 是 西 算 村 

(d) UV 是 丁 算 子 ; 

(e) U 是 正规 算 子 
上 比 外 ， 还 有 

(f》 复 希 尔 伯 特 空间 昌 上 的 有 界线 性 算 子 荆 是 西 算 子 ， 当 且 仅 当 人 是 等 距 的 满 射 。 

i 月 ， (a) 可 从 下 式 推 出 ， 

Uxi?=<Ux, Ux = xs U*Ux>= x, Ix>= x 。 


(b》 能 直接 从 《a》 推出。 
(c》 由 于 U 是 对 射 ， 所 以 Um! 也 是 对 射 ， 据 3.9-4 
(U0*= Us=U=(U-1)-! 
(d) UV 是 对 射 ， 而 由 3.9-4 和 2.6-11 便 得 
(UV = VU VU-1= (UV)-! 
(e) 可 从 LT-1= 1U 和 DTU-I=DU IDU = /推出 。 
(f 》 假定 个 是 等 距 满 射 。 等 距 意 味 着 内 射 性 ， 所 以 了 是 对 射 。 现 证 T* = 了 -:。 根 据 党 


此 
CT*Tx, YX>=(TYX，TYX> = (x, X= 《JX, %> 


因此 
《( 了 * 了 一 丰 )X，X> = 0 


并 且 根 据 引 理 3.9-3(5) 有 Ts*T -7= 0， 故 了 * 了 =7。 由 此 又 可 得 
TTe=TTeOTT-I)=T 了 CT7T)7 了 -= 了 777=! 
全 在 一 起 有 T*T= TT*=J。 因 此 7T*= T-:， 故 了 是 西 算 子 。 反 过 来 ， 若 了 是 西 算 了 于， 内 


据 定义 知 了 是 满 射 ， 而 据 〈c) 知 了 是 等 距 的 。 
亚 注 意 ， 等 距 算 子 未 必 是 丁 算 子 ， 因 为 它 可 以 不 是 满 射 。 由 


(&1» E2683» "°°) 一 (0，519 <，， 二 3 ses ) 
所 给 出 的 右 移 位 算 子 了 了， /? 习 1 就 是 一 个 例 于 ， 其 中 x = (61) El?。 
局 题 
1. 若 S 和 是 希 尔 伯 特 空间 厅 上 的 有 界 自 伞 线 性 算 子 ，& 和 8 是 实数 ， 证 明 个 =a5S+ 
中 131 . 


6 了 7 是 自 伴 的 。 
2. 我 们 怎样 能 够 利用 定理 3.10- 3 关于 复 希 尔 伯 特 空间 来 证 明定 理 3 10-5? 

5. 证 明 ， 若 了 7， 万 -> 万 是 有 界 自 伴 线性 算 子 ， 则 对 正 整 数 w，7T" 也 是 有 界 自 伴 线性 算 
子 。 
4 .证 明 ， 对 H. 上 的 任意 有 界线 性 算 子 TT， 算 子 


T= (T+ T*) 和 T= (T- Ta ) 


是 自 伴 的 。 并 证 明 
了 = T+i1,, T*= T,-iT， 


同时 证 明 分 解 的 唯一 性 ， 也 就 是 ， Ti+?7:,= S11+?S; 葵 含 着 S$ ,= TT 和 5S，,= T,; 这 里 
的 3 ;和 ; 据 假 设 是 自 伴 的 。 

5 .在 ( 见 3.1-4》〉 上 用 Tx= (£,+i€,, £1 一 8652 ) 来 定义 算 子 全 ， C:->C?:。 其 中 x = 
C61，62) 。 求 T”。 证 明了 * 了 = 了 T=21。 求 习题 4 中 所 定义 的 了 ,和 了 了 ;。 

6. 若 T， 矿 > 电 是 有 界 自 们 线性 算 子 ， 并 且 了 二 0， 则 T" 二 0。(a)》 关 于 n= 2，4, 8， 
16，… 来 证 朋 上 述 结 论 ，《《5〉 关 于 每 个 nEN 来 证明 上 述 结 论 。 

7. 让 明 ， 沂 矩阵 的 列 和 撩 量 相 对 于 CC"* 上 的 内 积 构成 一 个 标准 正 交 组 。 

等 距 线 性 算 子 卫 ， 万 一 妃 满 足 7 ”7 =7， 其 中 7 是 万 上 的 恒 等 算 子 。 
.证 明 ， 非 西 算 了 于 的 一 个 等 距 线 性 算 于 了， 五 一 下 里 希 尔 伯 特 空间 已 到 已 站 一 个 其 国 

si 

10 . 设 碟 是 一 个 内 积 空间 ， 了 7， 无 一 大 是 一 个 等 距 线 性 算 子 。 若 dim 关 < 之 co， 证明 本 是 
. 《 西 等 价 性 ) 设 S 和 是 着 尔 信 特 空间 万 上 的 线性 第 于 。 畴 在 志 上 存在 西 算 于 U， 
网 由 
S=UTU-!1=ULU" 
则 称 算 子 S$S 西 等 价 于 T。 若 TT 是 自 伴 的 ， 证 明 S 是 自律 的 。. ， 
12. 证 明 ， 7 是 正规 算 了 当 具 仅 当 习 古 4 中 的 1 和 了 :是 可 交换 的 。 用 一 级 的 正规 起 阵 
来 说 明之 。 
15 其 耻 ,， 万 -> 万 (=1，2，…)》 是 正规 线性 算 子 县 了 .~ 了， 证 明 了 是 正规 线性 算 
”14. 着 S$ 和 人 T 是 满足 $7T*= T*S 及 TS*= S "了 的 正规 线性 算 子 ,证 明 其 和 + 了 和 其 
积 S 人 也 是 正规 线性 算 子 。 
15 .证明 复 希 尔 伯 特 空间 马上 的 有 界线 性 算 子 TT， 日 > 日 当 且 : 仅 当 对 一 切 xE 末 有 
Te*w = 中 Tx 呈 ， 它 才 是 正规 算 于 。 利用 这 个 结论 证 明 ， : 对 正规 线 性 算 子 有 | 了 |- 
人 区 外。 
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第 四 章 ” 峰 范 空间 和 巴 拿 赫 空 间 的 基本 定理 


粗略 地 讲 ， 这 一 章 包 含 了 赋 范 空 则 和 巴 拿 持 空间 的 其 他 的 理论 基础 。 如 果 没有 这 些 理 
论 ， 扎 拿 寿 至 闻 的 理论 价值 以 及 它们 在 实际 问题 中 的 应 用 都 相当 有 限 。 本 章 的 四 个 重要 定理 
是 汉 轩 - 巴 拿 浆 (Hahn-Banach》 定 理 ， 一致 有 界 性 定理 ， 开 了 映射 定理 ， 和 闲 图 定理 。 它 
们 是 巴 拿 寿 空间 理论 的 疯 茜 石 。 (第 一 个 定理 对 任意 的 赋 范 空间 都 成 立 。) 


本 童 内 容 概 要 


1 . 汉 恩 - 巴 拿 灰 定理 4.2-1 《变形 4.3-1，4.3-2)。 这 是 一 个 关于 矢量 空间 上 线性 泛 消 的 
延 拓 5 定理 。 它 保证 了 在 赋 范 空间 上 能 充分 地 填补 线性 泛 函 ， 从 而 获得 足够 的 对 偶 空 间 的 理论 
以 及 完满 的 伴随 算 子 的 理论 (》$ 3 4.5。4.6)。 

2 . 巴 拿 灰 -斯 坦 因 豪 斯 (Banach-Steinhaus ) 的 一 致 有 界 性 定理 4.7-3。 这 个 定理 给 出 了 
(| 了 ,有 外》 是 有 界 的 充分 条 件 ， 其 中 了 ,. 是 巴 拿 赫 空 间 到 赋 范 空间 的 有 界线 性 算 子 。 它 在 分 
析 中 有 各 种 (简单 而 深刻 的 ) 应 用 ， 例 如 在 研究 健 立 时 级 数 ( 见 4.7-5)， 强 收敛 性 ( § $ 4.8， 
4.9)、 序 列 的 可 和 性 ($4.10)， 数 值 积分 (§ 4.11》 等 方面 。 

3. 开 映射 定理 4.12-2。 这 个 定理 是 说 ， 从 一 个 巴 拿 赫 空间 到 一 个 巴 拿 糙 空间 的 有 界线 性 
算 子 了 是 一 个 开 贾 射 ， 即 且 开 集 到 开 集 上 。 因 此 ， 若 了 是 对 射 ， 了 :是 连续 的 《“ 有 界 着 定 
理 ”) 。 

4. 闭 图 定理 4,13-2。 这 个 定理 给 出 了 闭 线性 算 子 〈( 见 4.13-1) 为 有 界 的 条 件 。 在 物理 和 
其 它 的 应 用 中 ， 闭 线性 算 子 是 重要 的 。 


$4.1 佐 思 引 理 


在 证 明基 本 的 汉 恩 - 巴 拿 赫 定理 时 ， 我 们 需要 用 佐 恩 引 理 。 汉 恩 - 巴 拿 赫 定理 是 线性 沁 果 
的 延 拓 定理 ， 在 建立 这 个 定理 时 我 们 将 论述 它 为 什么 重要 。 佐 恩 引 理 有 各 种 应 用 ，。 本 节 稍 后 
将 给 出 两 个 例子 。 引 理 的 背景 是 半 序 集 。 

4.1-1 定义 〈 半 序 集 ， 链 ) 一 个 半 序 集 是 指 在 其 上 定义 了 “ 半 序 “关系 的 集合 旭 ， 也 
就 是 存在 一 个 满足 如 下 条 件 的 二 元 关系 “《 委 : 

(Pol) 对 每 个 aoEM 有 a 委 a。《 自 尺 性 ) 

(Po2) 若 o<28 且 5 和 co， 则 ao=2。《(〈( 反 对 称 性 ) 

(Po3) 若 a<b 且 bc， 则 ac。《 传 递 性 ) 
这 里 的 《“ 半 ”是 强调 ， 骨 可 以 包含 既 不 满足 go 委 9, 又 不 满足 8 委 a 的 元 素 a 和 65。 这 时 把 a 和 
b 叫做 不 可 比较 的 元 素 。 反 之 ， 若 元 素 a 和 4 满足 关系 4<&b 与 6<&a 之 一 或 都 满足 ) ， 便 
叫做 是 可 比较 的 元 素 。 

全 序 集 或 链 是 每 两 个 元 素 皆 可 比较 的 半 序 集 。 换 句 话 说 ， 链 是 一 个 不 合 有 不 可 比较 元 素 
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的 半 序 集 。 
闭 序 集 间 鸭子 集 矿 的 一 个 上 界 是 指 这 样 的 一 个 元 素 4EM， 它 使 得 对 每 个 x EVV 都 有 
x 
(4 依赖 于 M 和 矿 , 它 可 能 存在 ,也 可 能 不 存在 。) 1 的 极 大 元 是 措 这 样 的 一 个 mEAf， 它 使 得 
mxX 缠 仿 着 轴 = XxX 
《同样 ， 旭 可 能 有 也 可 能 没有 极 大 元 。 要 注意 ， 极 大 元 不 必 是 一 个 上 界 。 ) 
例 寺 
4.1-2 实数 设 M=A 人 A， 并 且 x 委 y 取 通常 的 含义 。M 是 一 个 全 序 集 。M 没 有 极 大 元 。 
4.1-3 竹 集 设 (XX) 是 由 给 定 集合 么 的 所 有 子 集 构 成 的 集合 ， 岂 做 艺 的 攻 集 。 令 
于 如 开 术 AC 必 BB 的 意思 ， 即 A4 是 8 的 子 集 。 则 六 ( 计 ) 是 一 个 灶 序 集 ，F( 针 ) 的 唯一 极 大 元 
为 万 。 
4.1-4 元 实 序 组 设 内 是 所 有 形 如 
X= (E19 5 5 ) 9 Y= (7i 2 “*0 9 7 ) 
等 的 n 元 实 序 组 构成 的 集合 。 令 * 志 y》 表示 对 每 个 了 = 1,2,…n 都 有 51 志 71， 而 其 中 各 志 7y 取 
通常 时 含义 ， 这 便 在 好 上 定义 了 半 序 。 
4.1-5 正 整 数 集 设 M = 人 N， 即 所 有 正 整 数 集 。 令 ms 委 ” 表示 m 能 整除 n。 这 也 在 M 上 
定义 了 半 序 。 
在 习题 中 给 出 了 另外 的 例子 。 也 可 看 G. 伯 柯 夫 5 已 frpAoj (1967)]。 
有 了 4.1-1 中 定义 的 几 个 概念 ， 我 们 促 能 路 描述 任 恩 下 再 ， 它 是 被 当 作 一 个 公理 四 来 看 
待 的 。 
4.1-6 佐 帅 引 理 设 MH 和 六 4 是 半 序 集 。 假若 每 一 个 链 ccM 部 有 一 个 上 界 ， 则 M 至少 
有 一 个 极 大 元 。 | 
应 用 
4.1-7 哈 梅 尔 (Hamel) 基 每 个 矢量 空间 XX 六 {0} 都 存在 一 个 哈 梅 尔 基 ( 见 $2.1)。 
证 明 ， 设 内 是 革 的 所 有 线性 无 关子 集 构成 的 集合 。 由 于 失 瘤 {0}， 所 以 有 0 过 xE 居 ， 从 
而 有 {x}EM， 说 明了 M 冯 由。 用 集 的 “包含 ”关系 在 M 上 定义 半 序 ( 见 4.1-3) 。 每 个 链 CC 
 M 都 有 一 个 上 界 , 即 CC 中 所 含 久 的 所 有 子 集 之 并 。 因 此 ,根据 伍 因 3 引 理 MM 有 一 个 极 大 元 加。 可 
以 断言 8 就 是 了 的 一 个 蛤 梅 尔 基 。 为 此 ， 令 了 =span(B8)， 则 了 是 于 的 一 个 子 空间 ， 特 别 
有 Y= 六。 否则 ， 便 存在 -EX 且 z 竺 了 ,从 而 BU {2} 便 是 一 个 以 8 为 真子 集 的 线性 无 关 集 ， 
即 BU 1{z}EM， 这 就 与 8 的 极 大 性 发 生 矛 盾 。 
4.1-8 完全 标准 正 交集 ”每 个 希 尔 伯 特 空间 H* {0} 都 存在 一 个 完全 标准 正 交集 《 见 
3.6)。 
汪 明 ， 设 内 是 刀 的 所 有 标准 正 交 子 集 构成 的 集合 。 由 于 囊 羡 {0}， 故 有 0 兰 xE 瑟 ， 从 而 
五 的 标准 正 交 子 集 为 {9},{y} ={1 xl-:xicM, 这 说 明 M< 和 。 仍 用 集 的 “包含 “关系 在 M 
上 定义 半 序 ， 则 M 为 半 序 集 ， 显 然 M 中 的 每 个 链 C 都 存在 一 个 上 界 ， 即 C 中 所 含 光 的 所 有 子 


@ “ 引 理 "一 词 是 历史 造成 的 。 佐 思 引 理 能 从 选择 公理 推出 所谓 选择 公理 ， 是 说 对 给 定 的 案 合 忆 , 存 在 一 个 从 等 集 
(已 ) 到 EE 的 映射 c( "选择 函数 ")， 使 得 若 BC 忆 ，B 兰 中 ， 便 有 c(B)EB。 反 之 ， 选 择 公 理 也 能 从 佐 轧 引 理 推出 , 所 以 信和 总 
” 研 于 与 选择 公理 是 等 价 的 公理 。 
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年 之 并 。 据 佐 罗 引 理 ， 导 有 一 极 大 元 尺 。 现 证 屎 是 女 中 的 完全 标准 正 交 集 。 采 取 反 证 法 ， 若 
A 不 是 完全 的 ， 则 根据 定理 3.6-2，、， 一 - 定 存 在 0 寺 z2E 石 和 目 z1L 下 。 因 此 下! = FU {te} 也 是 一 
个 标准 正 交 集 ， 其 中 e= 上 ziz。 故 五 ,EM， 且 FF ,以 下 为 其 真子 集 。 这 就 与 下 的 极 大 性 
上 生 了 矛盾 。 

习 题 

1 .验证 例子 4.1-3 中 的 论断 。 

2. 设 涉 是 区 间 50，13 上 的 所 有 实 值 函 数 构 成 的 集合 ， 而 x 魏 y 意 味 着 对 所 有 的 41E50,1] 都 
有 X(t) 志 y(t)。 证 明 这 样 可 定义 一 个 半 序 。 它 是 一 个 全 序 吗 ? 天 有 极 大 元 吗 ? 

3 .正明 ， 对 于 所 有 复数 >=x +1y，zZ=2+ 纪 的 集合 ， 规 定 z 志 w 意 昧 着 x 二 ut 和 y 声 
2”， 便 能 定义 一 个 半 序 ， 其 中 对 于 实数 而 言 ， 委 就 取 通 常 的 含义 。 

4 .相对 于 例 4.1-5 中 的 半 序 ， 求 出 内 的 所 有 极 大 元 。 其 中 M 是 (a) {2,3,4,8}、(65) 所 有 
素数 的 集合 。 

5 . 求 正 ， 有限 半 序 集 4 至 少 有 一 个 极 大 元 。 

6. (最 小 元 ， 最 大 元 ) 证 明 ; 半 序 集 寻 至 多 能 有 一 个 元 ce， 使 得 对 一 切 xEAM 有 a 委 x， 
并 且 至 多 能 有 一 个 元 2， 使 得 对 一 切 xEM 有 x 三 5。[ 车 这 样 的 a (或 5) 存在 ， 便 叫做 M 
的 最 小 〈 最 大 ) 元 ， ] 

7. 《下 界 〉 半 序 集 以 的 子 集 4 二 $9 的 一 个 下 界 ， 扣 对 一 四 yE 4 都 满足 x*<y 的 xEM。 
求 例 4.1-5 中 子 集 4 = {4，6} 的 上 界 和 下 界 。 

8 .六 序 集 凡 的 子 集 4 夺 $5 的 最 大 下 界 是 指 4 的 这 样 一 个 下 界 x， 它 使 得 对 4 的 任 一 下 界 
1 都 有 Ex 记 之 为 Y=9.104=inf4。 类 似 地 ，4 的 最 小 上 界 , 记 之 为 y= up 4 = 
supA, 是 4 的 这 样 一 个 上 界 y， 它 使 得 对 4 的 任 一 上 界 % 都 有 ?三 ze (a) 若 4 有 一 个 9。 1 .5， 
证 明 它 是 唯一 的 。(65) 例 4.1-3 中 的 g.1.b6{A4，B} 和 iwur6b{A，B} 各 是 什么 ? 

9 .和 烙 一 个 半 序 集 半 ， 如 果 它 的 任意 两 个 元 素 x*，y 都 有 一 个 9 六 5〈 记 为 xX 人 y) 和 
一 个 六 40( 记 为 YVy)， 则 称 M 为 一 个 格 。 证 明 例 4.1-3 中 的 半 序 集 是 一 个 格 ,其 中 A4 八 B = 
ANMNMB, AVB= AU 2B, 

10 .一 个 半 序 集 凡 的 极 小 元 是 指 满足 "y 委 xx 之 y=x ”的 xEM。 求 习题 4(a) 中 的 所 有 极 小 
元 。 


3 4.2 汉 思 一 巴 拿 薪 定理 


汉 恩 - 巴 拿 赫 定 理 是 一 个 线性 泛 函 的 延 拓 定 理 。 在 下 一 节 我 们 将 会 看 到 ， 这 个 定理 保证 
了 贼 范 空间 充分 地 配备 了 有 界线 性 泛 函 ,并 且 使 我 们 有 可 能 得 到 足够 的 对 侦 空 间 理 论 ,而 这 些 
理论 也 是 赋 范 空间 一 般 理 论 的 根本 部 分 。 从 这 个 意义 上 来 说 ， 汉 恩 - 巴 拿 灰 定理 古 关 于 有 认 
线性 算 子 的 最 重要 的 定理 之 一 。 此 外 ， 我 们 的 讨论 还 表明 ， 该 定理 还 表征 线性 沁 陆 可 按 预 先 
设计 的 值 进行 延 折 。 该 定理 是 在 1927 年 由 妖 * 汉 恩 发 现 的 。 而 目前 较为 一 般 的 形式 (定理 
4.2-1) 是 在 1929 年 由 9 ., 巴 拿 灰 重新 发 现 的 ，1938 年 博 南 布 卢 斯 特 (局 .了 . Bohnenblust) 
和 索 布 茨 克 (4 .Sobczyk) 把 它 推广 到 复线 性 空间 (定理 4.3-1) 。 见 附录 8 中 的 参 孝文 
两。 

一 般 地 说 ， 在 延 拓 问题 中 我 们 所 考虑 的 数学 对 象 〈 比 如 队 射 ) 左 来 是 定义 在 给 定 集合 从 
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的 一 个 子 集 4 上， 和 希望 把 它 从 2 延 拓 到 整个 的 世上 ， 并 且 要 求 原 对 象 的 某 些 性 质 在 延 拓 后 能 
继续 保留 。 

在 汉 思 -已 拿 耕 定理 中 ， 被 延 拓 的 对 象 是 定义 在 线性 空间 所 的 子 空 间 Z 上 的 线性 泛 函 
1/ ， 还 要 求 这 个 泛 函 具有 一 定 的 有 界 狂 质 ， 而 这 个 有 界 性 质 是 用 次 线性 泛 函 来 描述 的 。 所 请 
次 线性 这 了 沙 ， 古 定义 在 线性 空间 XX 上 的 一 个 实 值 泛 函 p， 并 且 是 次 可 加 的 ， 即 


plx+y)Sp(xX)+ p(y) 对 一 切 x，。 y€X C1) 
plox)= ap(x) 对 并 中 一 切实 数 ” a 之 0 及 XEX (2) 


(注意 ， 峰 范 空间 上 的 范 数 就 是 这 样 的 一 个 泛 亩 。) 

我 们 将 假定 ， 要 延 拓 的 泛 函 ff 在 Z 上 用 定义 在 了 上 的 这 样 一 个 泛 孙 p 来 强制 ， 并 且 在 将 
/从 Z 征 折 到 计 上 后 ， 仍 保留 其 线性 性 及 被 强制 的 条 件 ， 所 以 延 拓 到 于 上 的 泛 孙 了 仍然 是 线 
性 的 和 仍 为 p 所 强制 。 这 也 是 定理 的 难点 。 在 这 一 节 , 考虑 的 空间 是 实 的 ,定理 在 复 空间 的 
推广 放 在 下 一 节 。 

4 2-1 汉 恩 - 巴 拿 区 定理 (线性 泛 函 的 延 拓 ) ” 设 于 是 一 个 实 矢量 空间 ，p 是 定义 在 XY 上 
的 一 个 次 线 人 性 泛 渍 。 此 外 ， 设 f 是 定义 在 的 子 空间 Z 上 的 一 个 线性 泛 范 ， 且 满足 


f(x)<<p(lx) 对 一 切 XEZL (3) 
则 ff 有 一 个 从 Z 到 计 的 线性 延 拓 7， 且 .满足 
f (x)SRp(x) 对 一 切 xEX 《3”) 


即 了 是 XX 上 的 一 个 线性 泛 注 ， 在 立 上 满足 (3")， 对 每 个 xEZ2 有 f(x) = f(x)。 
证 明 ;， 证 朋 过 程 分 以 下 几 步 ， 
(a) 设 上 是 1 的 所 有 这 样 的 线性 延 拓 g 的 集合 ,在 它们 的 定义 域 儿 (9g) 上， 都 满足 9 (x) 专 
p(xX)。 在 瑟 上 定义 半 序 ， 再 据 佐 恩 引 理 得 到 EE 的 极 大 元 f， 
(5b) 证 明了 是 定义 在 整个 空间 X 上 。 
(c) 证 明 一 个 在 (5) 中 利用 的 辅助 关系 。 
下 高 开始 证 明 
(a) 设 是 所 有 满足 下 述 条 件 的 f 的 线性 延 拓 9 的 集合 ， 即 对 所有 的 xE 乡 (9) 有 
DC(X) 福 户 (X) 
由 于 /EC 必 ， 显 然 达 六 出。 通过 
gh 意味 着 是 9 的 一 个 延 扰 
能 够 在 瑟 上 定义 半 序 ， 即 据 定 义 ， 乡 (月 分 (9) 并 且 对 每 个 xES49) 有 ALGX) = 9(x)。 
对 任意 一 个 链 CCE， 我 们 用 
若 XED(g), 0(x%)= 9CX) (gEL) 
来 定义 9，9 是 一 个 线性 泛 浪 ， 其 定义 域 为 


DO) = U2(9) 
因为 C 是 一 个 链 ， 故 儿 (9) 是 一 个 矢量 空间 。 1 的 定义 是 明确 的 。 事 实 上 ， 对 于 gi， 92€C 


/ ED(9 I P(g) 由 于 C 是 一 个 链 , 所 以 有 9 委 9: 或 9 和 91， 从 而 9gi(X)=9z(Cxio 
很 显然 ， 对 所 有 的 EC 有 5 过 儿 因此》 是 C 的 一 个 上 界 。 由 于 CC 达 是 任意 的 ， 轩 而 据 佐 
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岂可 昱 忌 有 -一 个 极 大 元 了。 而 据 玉 的 定义 ， 了 是 /的 一 个 线性 延 拓 ， 了 且 注 足 
f(x)<<p(x) XED(F) (4) 
(b》 现 在 来 证 明 儿 (了 ) = 半 。 假 车 多 (了 ) 寺 于， 则 可 选取 一 个 y1 E 症 -多 (7 了)。 考 察 了 的 
子 至 闻 和 := span( 儿 (了)，y1)。 注 意 到 0€9B(7)， 政 y1 二 0。 故 每 个 xEY ,都 能 写成 
X=YyY+Qy1s yEDZ (TY) 
站 是 这 个 表示 是 唯一 的 。 事实 上 ， 右 Y+Qy1 =y+ pyi1s y€E DZ (1F), Wy—-F= (pp- a) yi16 
中 yy 一 EB(f), 又 y1#¥ 多 (了 )， 故 只 能 有 y- 立 =0 和 一 4 =0。 这 就 推出 了 唯一 性 。 
在 上 :上 用 
gi(y+ay1)= f(y)+ac (5) 
来 定义 泛 裔 g! 。 其 中 c 是 任 一 实 常数 。 不 难看 出 gi 是 线性 的 。 此 外 ， 对 a =0 还 有 gi(y) = 
j(y)。 因 此 g! 是 的 一 个 真正 延 拓 ， 也 就 是 说 ， 这 个 延 拓 使 得 8 (7) 是 (91) 的 真子 集 。 
如 果 我 们 能 证 明 对 所 有 的 xES(9i) 满足 ， 
91(X) 委 户 (X) (6) 
则 便 证 明了 gi1€ 上 ， 这 将 与 了 的 极 大 性 发 生 巴 盾 ， 从 而 说 明 多 (7) 寺 针 是 不 真 的 ， 而 多 (了 ) = 
X 是 真实 的 。 
(c) 按照 (5b) 的 需要 ， 最 后 我 们 必须 证 明 用 适当 的 c 在 (5 ) 中 所 定义 的 9g: 是 满足 (6 ) 
的 。 
我 们 来 考察 任意 的 y，z€E€ 多 (7 了)。 从 (4) 和 (1) 我 们 得 到 
1 (3) -41(2)= f(y-2)Rp(y -2) 
= p(y+ y1 ~ y1 一 2) 
p(y+y1)+p(~—y1~2) 
把 上 式 最 后 一 项 移 至 左 端 ，F(y) 项 移 至 右 端 ， 我 们 得 到 
-pl(—y1-2) -FCp(y+y1) 一 于 (y) (7》 
其 中 yi1 是 固定 的 。 由 于 左 端 不 含 y， 而 右 端 不 含 > 所 以 若 左 端 关 于 2zEB(7) 取 上 确 界 (ic 
之 为 mo)， 硬 占 关 于 yE€ 多 (了 ) 取 下 确 界 〈 记 之 为 mi ) 不 等 式 仍 然 成 立 。 因 此 有 和 mo 委 mi。 而 
取 c 满足 1o 委 c 委 mi1。， 便 从 (7 ) 可 推 得 
-由 (一 yi 一 2) 一 站 (z) 委 c 对 一 切 zE€ 多 (了) (8a) 
cply+y1) ~ f(y) 对 一 切 yE€ 多 (7) (8b) 
我 们 首先 就 《5 〉 中 的 a 为 负数 时 来 证 明 (6 )， 然 后 再 就 & 为 正 数 时 证 明 。 对 于 a<<0， 在 
(8a) 中 取 z=“~!y，。 便 有 


-p( ~ ~ oy ) 一 了 (Ly )<e 
玉江 用 一 a 之 0 去 乘 ， 便 得 
ap( -yly)+FWS-ac 
从 该 式 和 《5)， 再 用 y+Qqy1=x( 见 上 面 )， 便 得 到 所 需要 的 人 不等式 
gi1(x)= f(y) tac< -ap(—» 一 到 ) = Pay + y)= p(X) 


对 于 a =0 有 x*E9 (了 )， 没 有 什么 可 证 明 的 。 对 于 a>0， 在 《8b) 中 取 y=a-!y， 便 得 到 
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‘<1 ) -1 (12) 
用 a ~0 去 乘 上 式 两 端 便 有 
acSap( -y+y: ) -了 (2) = p(x) -Fy) 
由 此 和 (5 》 便 得 


91(x)= f(y)+ac<p(x) 


不 用 佐 恩 引 理 能 够 证 明 这 个 定理 吗 ? 这 个 问题 很 有 意思 ， 特别 是 引 理 没有 给 出 一 个 构造 
性 的 方法 。 如 果 在 〈5 ) 中 我 们 取 了 = fA， 对 每 一 个 实数 c， 便 得 到 f 的 一 个 从 多 (f) 到 子 空 
则 和 1 = span( 儿 (1 ) U1{y1}) 的 线性 延 拓 g1, 并 且 能 够 选 c 使 得 对 一 切 xE2 1 都 满足 g1 (x) 志 
六 (X)， 在 (c) 的 证 明 中 只 1 要 取 了 = 就 能 办 到 。 若 X = Z !， 讶 有 明 便 告 结束 。 若 了 万 Z1， 取 
yazc 兴 -Zi 重复 /到 Z:,=span(Z:，y*) 的 延 拓 过 程 。 如 此 下 去 ， 便 得 到 一 个 子 空 间 序 
列 (Z .)， 并 用 对 每 个 2 都 有 2Z.CZ,:， 使 得 /能够 线性 地 从 2 , 延 拓 到 2 ,:: FF， 还 对 一 切 
XE~ 满足 gs(X) 委 DY)， 这 里 的 9, 是 上 延 拓 到 二 . 上 的 线性 泛 水 。 若 


X=UZ, 
fm 1 


则 延 析 n 次 后 便 告 完成 。 但 大 


X=UZ 


我 们 能 够 用 归纳 法 证 明 。 然 而 ， 若 天 没有 这 样 的 一 个 表示 ， 我 们 必须 象 上 面 证 明 的 那样 求助 
于 佐 恩 5 理 了 。 

当然 ， 对 一 些 特 狐 的 空间 整个 情形 可 能 要 变 得 简单 些 。 和 希 尔 伯 特 空 间 就 是 这 种 类 型 ， 因 
为 该 空间 上 的 线性 泛 防 有 黎 斯 表示 3.8-1， 在 下 一 节 我 们 就 要 讨论 这 一 事实 。 


习 是 


1 .证 明 ， 线 性 泛 函 的 绝对 值 具 有 (1 ) 和 (2 ) 所 描述 的 性 质 。 
2 .证 明 ， 矢 量 空间 和 上 的 范 数 是 上 的 一 个 次 线性 泛 明 。 


3 .证 明 : p(x)= limé,. ， 其 中 x = (£,)E1”,6， 是 实数 ， 在 疡 上 定义 了 一 个 次 线性 沦 函 。 


4 .证 明 ， 次 数 性 泛 函 p 满 足 p(0) =0 和 p( 一 X*) 之 一 p(X)。 
5 .〔 凸 集 》 若 p 是 矢量 空间 六 上 的 一 个 次 线性 泛 阔 ， 证 明 M = {x jp(x) 亿 7，?>0 是 固 
定 的 } 是 一 个 凸 集 。 ( 见 $3.3.) 

6 . 若 赋 范 空间 了 上 的 次 加 性 泛 函 p 在 0 是 连续 的 且 p(0) = 0， 证 明 对 一 切 “GE4 ，# 是 连 
续 的 。 

7. 和 pl 和 上 p， 是 矢量 至 间 从 上 的 次 线性 泛 团 ， 而 c1 和 cs 是 两 个 正 的 第 数 ， 计 明 p= 
ci1p1 +c,ps 是 汪 上 的 次 线性 沁 晴 。 
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8 . 右 赋 范 空间 4 上 的 次 加 性 泛 函 在 球面 {x| jx 外 = ”} 外 是 非 负 的 ， 证 明 它 在 整个 世上 
部 是 韭 负 的 。 

9. 设 p 是 实 和 天 量 空间 关上 的 次 线性 沁 函 ,而 f 是 用 f(x) =ap(xo) 在 2Z = {xEX|x= ax 
wxER} 上 定义 的 沁 亢 ， 其 中 x。€ 针 是 固定 的 。 证 明 是 Z 上 满足 f(x) 志 p(x) 的 一 个 线性 泛 
PN。 

10. 吾 p 古 实 和 拓 量 空间 XX 上 的 一 个 次 线性 泛 函 ， 证 有 明 在 上 存在 一 个 线性 泛 孙 j 满 足 。 

-pp(-x)Qf(X)SERPp(X) 


“ 34.3 复 矢 量 空间 和 起 范 空间 的 汉 恩 - 巴 拿 薪 定理 


议 加 -已 拿 桩 定理 4.2-1 是 关于 实 矢 量 空 间 的 。 其 包括 到 复 矢 量 空 间 的 一 个 推广 是 由 
民 .六 .者 责 布 上 户 斯 特 和 -4 . 索 布 次 克 (1938) 得 到 的 。 

4.3-| 汉 央 - 书 拿 赫 定理 (推广 ) 设 汉 是 实 的 或 复 的 矢量 空间 ， 思 是 不 上 的 一 个 次 可 加 
时 实 值 志 澳 ， 即 对 一 切 x%，yYE 和 有 


访 (X 十 y) 委 让 (X) 十 力 (7) (1) 
〈 问 定理 4.2-1 一 样 ) ， 并 且 对 每 一 个 标量 & 满足 
plax)=|a| p(x) (2) 
此 外 ， 设 /是 定义 在 4 的 子 空间 4 上 的 一 个 线性 泛 函 且 满 足 
1f(x)|<<p(x) 对 一 切 xEZ (8) 
则 f 有 一 个 从 Z 到 闫 的 线性 延 拓 7， 且 满足 
1 (Xx) |p(x) ”对 一 切 xEX (3*) 


让 明 (c) 实 天 量 至 闻 。 若 泽 是 实 的 ， 情 形 是 简单 的 。 则 式 (3 ) 缠 含 着 对 一 切 xEZ 有 f(x) 志 
p(x)。 办 此 ， 据 信息 -已 拿 赫 定 理 4.2-1 存在 从 2 到 4 的 一 个 线性 延 拓 j， 且 满足 
f(x)< p(X) 对 一 切 x€EX (和 4) 


由 此 式 和 《〈2 ) 使 得 到 

-f(x)=f(-x)<p(-x)=| -1| p(x)= p(x) 
小 由 了 (Xx) 之 -p(x)， 与 (4 ) 合 在 一 起 就 证 明了 (3”)。 

(0) 复兴 量 空 间 。 设 半 是 复 的 。 则 ZZ 也 是 一 个 复 天 量 空 间 。 因 此 f 是 复 值 的 泛 费 ， 我 们 

可 把 它 写 成 

f(x)=f1(x%)+if (x) x€EZ 
其 中 户 和 和 户 部 是 实 值 的 。 等 一 会 我 们 把 和 和 2 看 作为 实 和 天 量 空间 ， 并 分 别 用 A ,和 ,来 表 
未 它们 ， 这 就 简单 地 意味 着 ， 我 们 限制 在 只 用 实数 作 标 量 乘 法 《代替 了 复数 ) 。 由 于 /在 2 
上 是 线性 的 ， 并 且 f 1 和 / 是 实 值 的 ， 所 以 f1 和 上/, 是 Z, 上 的 线性 沁 孙 。 因 为 复数 的 实 部 
不 能 起 过 其 绝对 值 ， 故 有 /1(x) 志 | f (x)| 。 因 此 ， 根据 (8) 有 
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f 1(x)<p(X) 对 一 切 xEZ ， 
根据 汉 恩 -出 合 赫 定理 4.2-1， 存 在 /1 的 一 个 从 Z ,到 和 ,的 线性 延 拓 j 1， 且 满足 
fi1(x)<p(X) 对 一 切 xEAX， (5 
这 就 解决 了 f1， 现 转 到 ff,。 回 到 2Z 并 利用 f=f!+if。， 对 每 个 x€2 我 们 有 
iCf1(x) ttf (x) =if (x)= f(x)=f1(ix) + if, (1x) 
两 端的 实 部 一 定 是 相等 的 : 


De 


f(x)=—f1(ix) xXEZL (68) 
轩 此 ， 汉 对 一 切 XE 和 有。 令 
f(x)=f1(x)—1if1(ix) xEX (7) 


则 从 (6) 可 以 看 出 ， 在 Z 上 有 了 (x) = f(x)。 这 就 证 明了 f 是 f 的 一 个 从 Z 到 六 的 延 拓 。 
剩 下 的 任务 是 安 下 有 明 
(7) 了 是 复 和 拓 量 空间 XX 上 的 一 个 线性 泛 消 ， 
(1 在 水 上 了 满足 (3 )。 
利用 〈7 〉 及 了 1 在 实 矢 量 空 间 X ,上 的 线性 性 ， 对 任意 的 复 标量 a+ 16， 其 中 a，56 为 实数 ， 
通过 下 面 的 计算 
fila+ib)xj= fi(ax +ibx)—ifi(iax— bx) 
=afi(x) +bf1i(ix)— iCafi(ix)— bf (x)) 
= (ga+ 6)Cf1(x) -if1(i1x)) 
= (a+ i6b)F (x) 


便 能 看 出 (i) 是 成 立 的 。 现 在 证 明 (11)。 对 任意 满足 (x) =0 的 x，。 根 据 式 (1 ) 和 式 (2) 可 


推出 plx) 之 0， 所 以 (i 让 是 成 立 的 ,也 见习 题 1 , 设 x 使 得 了 (x) 夺 0。 利 用 复数 的 指数 形式 表 
不 。 可 把 了 (x) 写成 
jx)=| f(x)|e'’, 故 | 了 (x) |= f(x)e™'* = 了 (e' x) 
由 于 | (x)| 起 实 的 ， 所 以 了 (ex) 也 是 实 的 ， 因 而 等 于 其 实 部 。 因 此 由 (2 ) 便 得 到 
| F(x) |= (le x)=f1(e x)<p(le™ x)= | e "| p(x)= p(x) 

这 就 元 成 了 整个 的 证 明 。 
/ 虽然 汉 恩 - 巴 拿 赫 定 理 没有 直接 谈 到 连续 性 ， 但 这 个 定理 的 一 个 主要 应 用 是 研究 有 界线 
性 这 函 的 。 这 就 要 回 到 赋 范 空间 ， 它 也 是 我 们 最 关心 的 。 事 实 上 ， 定 理 4.3-1 蕴含 着 下 面 的 
基本 定理 。 | 

4.3-2 汉 岂 - 蔬 拿 赫 定 理 〈 巍 范 空 间 ) ” 设 f 是 定义 在 赋 范 空间 半 的 子 空间 4 上 的 一 个 有 
只 线性 泛 函 。 则 在 天 上 存在 一 个 有 界线 性 泛 函 了 ， 它 是 /的 从 2Z 到 和 的 一 个 延 拓 ， 并 且 有 和 +/ 
相同 的 范 数 ， 员 | 
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F=f (8) 
其 中 


Fs=suplf eb Hsuplf Cx) | 
ix!!= 1 


ji = 
《者 在 2 = {0} 的 情况 下 ， fiz=0) 
正明 : 邦和 = {0}， 则 f =0， 因 而 其 延 拓 为 = 0。 设 2Z 专 {10}。 我 们 布 望 刊 用 定理 4.3-1。 
对 此 我 们 先 必须 找到 一 个 适当 的 如 。 由 于 对 一 切 xE24 有 
f(x) fs lx 
之 就 是 (8 〉 的 形式 ， 其 中 
p(x)= | /zx (9 ) 
找 们 看 到 ， 这 个 户 是 定义 在 整个 4 上 的 。 此 外 ， 由 三 角 不 等 式 
plx+y)= fzcix+yla fz lx ll + lf yll=p(x)+p(y) 
可 推出 ，p 在 六 上 满足 (1 )， 和 而 由 于 
plax)= fizllaxll= lal fllzllxi= lal p(x) 
汉 坊 在 三 上 还 满足 (2)。 因 此 便 能 够 应 用 定理 4.3-1 而 得 到 ， 在 关上 存在 一 个 线性 泛 阴 站， 
已 是 大 的 一 个 延 拓 ， 且 满足 
| fx)| p(x)= 由 zx x€EX 
关于 一 切 范 数 等 于 1 的 xE 兴 取 上 确 界 ， 便 得 到 不 等 式 
Fi x = Sup If (*)| < 中 /|: 


由 于 在 延 拓 之 下 这 个 范 数 不 会 碱 小 ， 所 以 又 有 了 x 之 是 f i:。 合 在 一 起 使得 到 (8 ;， 定 
理 获 证 。 

在 特殊 的 情况 下 ， 上 述 情形 可 能 变 得 很 简单 。 希 尔 伯 特 空间 就 是 如 此 。 事 实 上 ， 若 Z 是 
备 尔 伯 特 空间 = 五 的 一 个 财 子 空间 ， 则 f 有 一 个 黎 斯 表示 3.8-1， 比 如 说 


f(x)= x, 2> 2€Z 


其 中 z= 1 个。 当然 ， 由 于 内 积 定 义 在 整个 如 上 ， 这 就 立即 给 出 了 f 的 一 个 从 到 及 的 
线性 延 拓 7， 央 为 据 定理 3.8-1 有 用 7 =1zl= 1 ， 所 以 三 和 有 相同 的 范 数 。 因 
此 ， 在 这 种 情况 下 延 折 是 很 直接 的 。 

从 定理 4.3-2 我 们 还 能 推导 出 另 一 个 非常 有 用 的 结果 ， 粗 略 地 说 ， 它 表明 研 范 空间 失 的 
对 偶 空 间 瑟 /由 充分 多 的 有 界线 性 泛 函 组 成 ， 这 些 泛 图 多 到 可 以 用 来 分 辩 入 的 点 。 关 于 伴随 
算 子 ( § 4.5) 和 所 谓 的 弱 收 敛 性 〈》4.8) 的 研究 ， 它 将 成 为 不 可 缺少 的 工 其 。 

4.3-3 定 理 (有 界线 性 泛 函 ) “” 设 式 是 一 个 赋 范 至 闻 。 而 xs 二 0 是 从 的 任 一 元 素 。 则 在 
关上 存在 一 个 有 界线 性 泛 永 j， 尼 满足 
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f=1, f(xo)= |xol| 
证 明 ， 我 们 劣 虑 蕊 的 子 空间 2 = s pan(x。)。 则 任 一 x*E€2Z 有 x = ax。，Qa 是 标量 。 在 2 上 
我 们 定义 线性 近东 f 如 下 
f(x)=f(axo)=a|xo|| (10) 
由 于 
Jox) = f(axo)| = |al jxol = Haxoll= xj 
故 f 是 有 界 的 ， 且 有 范 数 上 f 中 = 1。 再 根据 定理 4.3-2，f 有 一 个 从 Z 到 XX 的 线性 延 拓 ， 
且 范 数 上 了 中 一 上 了 让 = 1。 从 式 (10) 便 可 看 出 f(xo)=f(x0)= | xo | 。 
4.3-4 推 论 ( 范 数 ， 零 矢量 ) 对 于 赋 范 空间 XX 中 的 每 个 x， 都 有 
FO 
| x 4 TF (11) 
因此 ， 告 xo 对 所 有 的 上 EAX 都 有 jf (x0) =0，。 则 x%。 = 0。 
正明 ， 在 定理 4.3-3 由， 把 x。 换 成 x*， 便 有 


3 上 FN 下 于 让 
而 从 | (x) 夺目 fx 中 文本 得 到 


sap S| > oo -xl al 


1.〈 半 范 数 ) 证 明 (1) 和 “(2》 理 含 着 (0) =0 和 p(x) 之 0， 所 以 p 是 一 个 半 范 数 ( 见 
$2.3 习题 12〉。 : 

2 .证 明 式 (1 ) 和 式 (2 ) 北 含 着 |p(x) 一 p(y 所 p(x 一 >»)。 

3 ,11 经 证 明 式 (7 ) 所 定义 的 了 是 复 矢量 空间 X 上 的 一 个 线性 泛 消 。 证 明 ， 为 此 全 要 证 
明了 (ix) = 1 了 (Xx) 就 够 了 。 / 

4 _ 设 bp 是 定义 在 矢量 空间 XX 上 的 且 满 足 (1》 和 (2) 的 泛 函 。 证 明 ， 对 任 一 给 定 的 
x,EX， 都 存在 匀 上 的 一 个 线性 泛 孙 了， 它 满 足 了 了 (xo)= p(xo) 并 对 一 切 xEX 还 满足 
[f(x)| p(x), | 

5 兰 定 理 4.3-1 中 的 天 是 一 个 赋 范 空间 ， 而 对 某 一 A>>0 有 户 (X)<A|x 上 ， 试 证 目 了 十 
Ek。 | / z 
6 .为 了 说 明定 理 4。3-42s 考虑 用 f (X) =Q161 +asd2ss %= (S14» $2)s 在 欧 氏 平面 R2: 上 
定义 的 泛 函 jf， 给 出 它 的 到 R: 的 线性 延 拓 了 及 相应 的 汇 数 。 

7 .在 项 尔 伯 特 空间 的 情况 下 ， 给 出 定理 4.3-3 的 另 一 个 证 明 。 

8 六 久 是 一 个 赋 范 空间 ， 关 /是 其 对 侦 空 间 。 帮 让 六 40， 证 明基 和 也 不 能 十 10}。 

9 对 可 分 的 贱 范 空间 和 X， 不 用 佐 恩 引 理 ， 试 给 出 定理 4.3-4 的 直接 证 明 。 〈 佐 恩 引 理 被 
闻 拉 地 应 用 在 定理 4.2-1 的 证 明 中 。) 
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10 . 表 接 从 4.3-3 得 到 4.3-4 中 的 第 二 个 论断 。 

11. 若 对 赋 范 空 同 和 人 上 的 每 一 个 有 寞 线性 沁 冰 了 都 有 f(x) = f(y)， 试 明 xX=»。 

12 .为 了 说 明定 理 4.3-3， 设 和 是 欧 氏 平面 R:， 求 江 孙 了 。 

13 .证 明 ， 在 定理 4.3-3 的 上限 及 下 ,在 % 上 有 一 个 有 界线 性 这 
员 了 , 它 满足 上 了 = xo -1 及 f(x6o)=]1。 

14 .( 超 平面 ) 证 明 ; 对 赋 范 空间 兰 中 的 任 一 球面 S (0; r) 
相生 一 点 xo€5SC0; r)， 都 存在 一 个 超 平 面 忆 ,3xe。， 使 得 球 
(0; r) 整个 都 落 在 出 及。 所 人 确定 的 两 个 半空 间 中 的 一 个 之 内 . 

《 见 $2.8 习题 12，15.》 图 39 给 出 了 一 个 简单 的 说 明 。 
15 . 落 峰 范 空间 二 中 的 一 点 xo。， 对 所 有 范 数 等 于 1 的 EX Ho 


部 有 1 (x,)| 志 ce， 证 朋 上 x6 | 声 e 图 39 在 欧 氏 平面 人 的 情况 
者 有 1 (Xxo)l <c， 证 明 lixollSe 。 下 对 习题 14 的 说 明 


S4 .4 应用 到 CCa，b] 上 的 有 界线 性 泛 范 


汉 恩 - 巴 拿 赫 定理 4.3-2 有 很 多 重要 的 应 用 。 上 一 节 我 们 研究 了 其 中 的 一 个 。 本 节 再 介绍 另 
一 个 应 用 @ 。 事 实 上 , 我们 要 利用 定理 4.3-2 得 到 C [ce，5 上 有 和 寞 线性 记 国 的 一 般 表 示 公 式 ， 


在 2 .10 的 末尾 阁 明 过 。 而 在 目前 的 情况 下 ， 泛 画 的 表示 是 一 个 黎 受 -斯 还 杰 积 分 。 所 以 让 
我 们 回想 一 下 这 个 积分 的 定义 和 几 个 性 质 ， 它 是 大 家 后 知 的 黎 受 积分 的 一 个 推广 。 我 们 从 下 
面 的 概念 天 始 。 

首先 对 定义 在 Cg、，6D 上 溯 数 w， 来 定义 


Var (w) = sup> lw(t1) — wlt-1)) (1) 
-= |] 


式 中 的 上 确 界 是 关于 区 间 5c， 的 的 所 有 分 割 
a= tii<its < <t,=b / ( 2) 


光政 东 ，。， 其 中 分 点 的 个 数 nEN 是 任意 的 ,并 且 ,ti，*…，t,-1 的 值 是 在 Ca，、623 上 任 选 的 ， 
但 必须 满足 (2 )。(14》 中 的 Var(w) 岂 做 函数 w 在 [a，652 上 的 全 变 妆 。 当 Var(w) 是 有 限 的 
时 ， 冰 数 包 叫做 ec， 所 上 的 有 界 变 差 冰 数 。 
很 显然 ， 定 义 在 Ca，b 约 上 的 一 切 有 界 变 差 范 数 构成 一 个 矢量 空间 ， 在 这 个 至 间 上 定义 学 
中 网 人 = (Ga)| 十 Var(Ww) (8) 
后 ， 便 得 到 一 个 赋 范 空间 ，、 记 之 为 8 了 [a、6b2、 这 里 的 8 证 取 “bounded Variation” 隔 
词 的 空头 。 
现在 给 出 黎 曼 - 斯 蒂 杰 积分 的 概念 如 下 : 设 XEC ILa,b]，wE€BVI[a,b)，P. 表示 由 (2) 
洛 出 的 5ayb 的 一 个 分 割 ， 并 用 7(P ,) 表示 各 区 闻 [ti-1,17 的 最 大 长 度 ， 刚 


i 人 


四 ”这 一 节 是 选用 内 容 ， 后 面 只 有 一 次 要 用 到 本 节 的 结果 .《 即 $9.9) 
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n(P.)=max(t,—~ to, ft,.—-t'，, see 多 1 一 了 1) 
对 Cas 82 位 征 个 分 贿 P,， 我 们 汐 府 和 式 
s(P,)= S(t) Cw(t) -w(ty.1)) (4) 
了 一】 
如 果 存 在 一 个 具有 如 下 性 质 的 数 %; 对 每 个 s>0， 痢 有 一 个 8>0， 使 得 当 


时 总 和 
| wp- s(P,) |<e (68) 


成 立 ， 则 称 9 为 x 在 [a, 652] 上 关于 忆 的 驹 曼 - 斯 还 杰 积分 ， 并 i 记 之 为 


a 
| x dwn (7) 


因此 ， 式 《7 》 可 以 认为 是 和 式 《 生 )》 关 于 [co] 的 分 割 序列 〈 己 .) 的 极限 ， 当 然 .应 该 
满足 ， 当 ?co 时 有 7( 王 .J- 一 0: 见 (5 )。 

注音 ， 咎 册 ( 蚊 = 罗 积 分 (7 ) 就 是 大 家 当知 的 X%( 人 (在 ka, 上 的 黎 曼 积 分 。 

再 考 ， 若 x 在 Ca;63) 上 是 连续 的 ，w 在 fa， 5 上 有 可 积 的 导数 ， 则 


人 xDda(p = 人 xpw (pbdi (8) 


其 中 符号 〈) 表示 关于 t 的 微分 
积分 《7 了 7 ) 关于 xEC 5a, 0 是 线性 的 ， 妇 对 一 切 xi，xs EC [Cas 0 和 标量 a，B， 有 


$s : $s 
人 Caxi(t) + Px, (ft)Idw(t)=a | 23 (+) dwt(t) +p| XxX, (t)dwtt) 


积分 (7 ) 关于 wE BV Ca, 妇 也 是 线性 的 ， 即 对 一 著 w!:，ws EBV [a, 5b) 和 标量 >，$8， 
有 
1 > (ty dr yw (ft) 二 Sat)]= ?人 dw (1) + 8 x CD dw, (t) 
我 们 还 需要 不 等 式 | 
ix dw |<max |x (t)| Var (w) : z (9) 


其 中 /= [a,6) :我 们 注意 到 这 里 推广 了 给 以 分 大 家 用 天 本 用 全 se 和 车 ao( 归 = 
tt 则 Var(w) =p-a 而 (9) 便 取 


( x(t)dt |<nax Ix (1)| 6: a) 
tes " 


Crco, 的 上 的 有 界线 性 泛 函 的 表示 定理 是 " 黎 斯 (1909) 给 出 的 ， 兹 陈述 如 下 
4.4-1 黎 斯 定理 〈Cra,b] 上 的 泛 函 ) CCa,0 上 的 每 个 有 界线 性 泛 函 了 都 能 用 一 个 黎 
受 - 斯 还 杰 积 分 表示 为 
. 144 和 


f (x) =| z(t dwdt) (10) 
其 中 是 [a,6] 上 的 有 界 变 差 国 数 ， 并 有 总 变 痉 


Var = 站 | (11) 
证 朋 ， 设 8 [54; 表 示 [a;6) 上 的 一 切 有 界 滑 数组 成 的 天 量 空间 ， 其 范 数 , 
| x | = Sup |x (| 7 = [a, b) 


则 C Ca 是 峰 范 空 ;Ca,6j 的 一 个 于 空 和 旧 。 根 据 关于 峰 范 空间 的 汶 息 -也 合 医 定 理 4.3-2， 
定义 在 空间 C [a; 5 上 的 每 个 有 界线 性 沁 冰 1 都 有 一 个 从 C [a,6b2 到 8 Ce,60 上 十 扩 了 。 此 
外 ， 出 该 定理 还 知道 线性 泛 国 了 和 定 有 界 ， 并 且 与 上/ 有 相同 的 范 数 ， 妈 

了 = 

现在 我 们 定义 一 个 (10) 中 所 需要 的 函数 w。 为 此 ， 先 考虑 图 40 所 表示 的 国 数 x,， 在 
[ao，b 中 它 的 表达 式 为 
1 1€t(a, bo) 
x 


0 1€(t,0b) 1 , 
量 然 x1E B [a 5683。 顺便 指出 ，x:i 员 做 区 [ 辣 La， 幻 的 示 性 
郑 数 。 利 用 x， 和 于 ， 我 们 在 [ca, 0 上 定义 双 如 下 ， a t 6 
wla) =0; w(t)} = 了 f(x), tE(a, b 图 40 函数 x/ 


下 面 证明 w(i)E€BV[a,b) 且 Var(w) 志 | 上 | fi。 


我 们 利用 复数 的 指数 形式 ， 也 就 十， 若 令 9=arg(6) ， 便 有 
1 C=0 

上 =|cle()， 其 中 e(e)= 
e'? 0 


可 以 看 出 ， 洁 6 志 0， 则 151= 5e…?。 因 此 ， 对 任意 的 <， 不 管 它 和 是否 为 索 ， 都 有 


| £1= ce() (12) 
其 中 “一 ”是 通常 的 取 复 共 罗 的 意思 。 为 了 简化 后 面 的 表达 式 ， 我 们 记 
ej=e (wt) — w(ti-1)), Mi 三 %]} 


i 
这 样 就 避免 了 脚 侧 之 下 还 有 千克 。 则 由 式 (12)， 对 任意 的 分 割 式 (2 )， 便 得 到 
31wlt) 一双 (9 = 上 Cx | + 王 17(x) -了 cer- 1)| 


= eli(XT) 十 ZE ef x) Fx-1)) 
= 了 (ex + > E1(Xj1— Xi-1)) 
= 


SI ex + Z ex X12) 
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出 式 右 端 中 , 引子 让 = 症 六 让 《〈 兄 前 面 ) ， 而 据 % 的 定义 ， 对 每 个 1E[a, 6 Xiyxs 一 《io 
Xu-xX-i 中 内 有 一 项 彗 不 等 于 宪 (并 且 它 的 范 数 等 于 1i) ， 又 有 ic =5b 


改 exit+ (Xi 一 -1) 中 = 十 任 上 式 左 端 ,关于 [a, 拉 的 所 有 分 割 取 上 确 界 ， 使 得 
Var (w)< |) C13) 

这 就 这 明了 w 是 [a6] 上 的 有 界 变 差 函 数 。 
下 米 证 明 (10) ， 其 中 xE€Cca,6]。 对 于 形 如 (2 ) 的 每 个 分 割 PP， ， 我 们 定义 一 个 销 
数 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 用 z。 代替 z(P,) 或 zp。 之 类 的 记 法 ) 表示 它 ， 但 应 记 住 z, 依 赖 于 
已. 而 不 仪 仅 决定 于 n。 这 个 函数 为 


Za = X(to)xX1+ XC- LX X11 ， C14) 
;< 


则 ZE Bb [a, bo 扎 w 的 定义 ， 
7(z) = Xt)F XD) + Bx (1) LF (x1) 一 下 (xy-1) 
= X(to) wt) + Ex (ti-1) Cw (b1) ~ w (1-1)) 


= (1) Cwlt) ~wlti -1)) | (15) 


在 推导 最 后 的 一 个 等 式 时 用 到 了 w(t6) =w(la) = 0。 我 们 选择 Ca 的 的 任 一 满足 7(P.) 一 0 的 
分 寡 序 列 《P 了 ,); 见 式 45) 。 注 意 ， 式 (15) 中 的 加 是 依赖 于 已 .的 。 这 一 事实 我 们 记 在 
头脑 里 ， 不 再 用 诸如 国之 类 的 繁 融 记 号 来 表达 它 。) 当 "co 时 ， 式 (15) 右 端的 和 式 趋 于 
(10) 中 的 积分 。 而 若 能 证 明 还 有 了 (2,) 习 (x)， 则 由 于 xEC [5a5]， 便 推出 了 (10) 。 
块 在 来 证 明了 (z.) 一 了 了 (x) 。 联 想到 zx, 的 定义 ( 风 图 40)， 可 看 出 (14) 给 出 了 了 zeka) = x (a)*l， 
这 是 因为 当 t = oa 时 ，(14) 中 的 和 式 部 分 等 于 零 。 因 此 有 zs(a) -~xX(a) = 0。 此 外 ， 才 有 -< 
<<t), 则 由 〈14) 可 得 到 zs( =x (fy-1)*1l， 见 图 各 。 对 这 样 的 + 有 
| z(t) —x(1) |=} x (fi-1) -x% (1) | 
因此 ， 首 7(CP) 司 0， 上 2z. 一 x 上 一 0， 这 是 因为 * 在 5c, 的 上 连续 ， 而 由 5o, 0 所 的 共性 ， 又 定 
-一致 连续 。 了 的 连续 性 列 含 着 了 (2,) 一 了 (x)。 再 根据 了 (x) = (zx)， 便 证 明了 (10) 。 
最 后 证 明 (11) 。 从 〈10) 和 (9 ) 可 得 到 
| f(x) <max ix C(t)| Var(w) = || x J Var (w) 


内 竟 季 关于 C Ca;6) 中 范 数 等 于 1 的 一 办 取 上 确 界 ， 便 得 到 上 f 中 志 Var(w)， 把 它 与 (13) 
合 在 一 起 义 得 到 式 (11)》 。 
我 们 亚 往 意 ， 定 理 中 的 好 〈 力 不 是 唯一 的 。 不 过 可 以 用 规范 化 条 件 使 之 唯一 。 所 谓 规 沁 
化 条 件 是 要 求 缠 在 a 的 值 等 于 零 且 十 布 连 颖 多， 世 就 让 
。 146。 


w (a) =0， w (t+0) ,= w(t) (a<t<b) 


欲 详 细 了 解 ， 可 看 4 . 己 . 泰 勒 〈1958) pp.197-200， 也 可 看 五 。 歼 斯 和 纳 吉 (868.53z- 
Nagy,1955) 户 *111。 

黎 斯 定理 作为 现代 积分 理论 的 出 发 点 也 筷 很 有 意义 的 。 关 于 这 方面 的 历史 注释 见 
N. Pourbaki(1955)p.169, 


$4.5 伴随 算 子 


全 对 赋 苑 空间 失 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 了 : 和 一 也， 我 们 可 以 定义 一 个 所 谓 二 的 华 
中 子 务 子 了 。 提 出 天 的 动机 原 出 于 解 算 子 方程 的 需要 , 这 在 8 8.5 中 将 会 看 到 。 这 样 的 算 子 
方程 出 现在 物理 和 其 它 的 应 用 之 中 。 本 节 我 们 要 定义 伴随 算 子 了 7*, 并 且 研 究 它 的 某 些 性 质 ， 
包括 它 和 $3.9 中 定义 的 希 尔 伯 特 伴随 算 子 TT*@ 之 间 的 关系 ,重要 的 古 贾 注意 ;我们 日 前 的 讨 
沦 依 莫 于 汉 恩 - 巴 拿 赫 定 理 ( 通 过 定理 4.3-3), 如 果 没 有 这 个 定理 ,我 们 的 讨论 很 礁 深入 下 去 ， 

现在 汰 谍 有 界线 性 算 子 了 : 关 一 了 ,这 里 的 和 了 厦 两 个 赋 范 空间 ,我 们 打算 定义 本 的 人 
蚌 算 子 了 了 *。 为 此 , 先 从 YY 上 的 任 一 有 界线 性 泛 活 g 开 始 。 显 然 , 9 对 所 有 的 yE 了 上 都 有 定义 。 
令 yY= 了 x， 我 们 便 能 得 到 4 上 的 一 个 泛 冰 ， 称 之 为 f : 


f(x) = g(T x), X EAX (1) 
由 于 9 和 了 都 古 线 性 的 ， 所 以 了 也 是 线性 的 。 又 因为 

[f(x)1=|1g(Tx)elgl 7x 和 9 上 攻 区 
所 以 / 也 是 有 界 的 。 上 式 两 端 关 于 所 有 汇 数 等 于 1 的 x € 外 取 上 确 界 ， 便 得 到 不 等 式 

ftalloel tz (2) 
这 未 明 AEX '， 这 里 的 和 为 2.10-3 中 定义 的 起 的 对 偶 空间 。 根 据 假 设 9EF“4， 因 此 对 于 变 


最 gE77“ 来 说 ，(1) 定 义 了 一 个 从 了 到 X -的 算 子 ， 我 们 把 它 叫 做 7 的 伴随 算 子 , 记 之 为 
了“*。 央 而 便 有 
T 
i (3) 
XR/ > 了 


特别 腕 注意 ，T “是 定义 在 了 “上 的 算 子 ， 而 给 定 的 算 子 了 定 定 义 在 上。 我 们 把 上 述 总 结 


4:5-1 定 义 〈 伴 随 算 子 T* ) 设 T， 了 对-> 了 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 尖 ,了 是 两 个 赋 范 空 
| 旧 。 则 工 的 众 随 算 子 TT*: 了 ‘>AX 人 是 按 
f(x)= (T*g)(x)=g9(Tx) ,9€YV!’ (4) 


在 希 尔 售 特 空间 的 情况 下 ,T 的 伴随 算 子 Tx 和 了 的 希 尔 伯 特 伴随 算 子 T* 不 是 等 同 的 (尽管 1* 与 1” 是 互相 关联 的 ,如 
本 节 后 面前 明 的 那样 。) 。 关 于 希 尔 伯 特 伴随 算 子 Te 中 的 星 号 ， 是 标准 的 的 记 法 。 由 于 在 希 尔 伯 特 空间 工 有 其 自己 的 合 
义 。 而 在 一 般 的 赋 范 空间 理论 中 ,又 有 另外 的 含义 ， 容 易 引 起 混乱 。 所 以 我 们 不 用 T" 而 是 果 \“ 表 示 1 的 任 随 算 于 我 匀 
认为 用 T < 比 某 慧 文献 中 用 符号 [ 更 好 坚 。 


ee 4f。， 


来 定义 的 ， 其 中 对 和 了/ 分别 是 革 和 了 的 对 偶 空间 。 
我 们 的 首要 目标 是 要 证 明 了 的 伴随 算 子 T* 和 个 有 相同 的 范 数 。 后 面 将 会 看 到 ， 这 个 
性 质 是 很 基本 的 。 在 证 明 这 个 性 质 时 需要 用 到 由 汉 恩 - 巴 拿 赫 定理 导出 的 定理 4. 3-3。 如 此 说 
来 ; 汉 思 - 巴 拿 灰 定理 是 建立 完满 的 伴随 算 子 理论 所 不 可 缺少 的 ， 同 样 也 古 一 般 线 性 算 子 理论 
的 基础 。 
4.5-2 定 理 〈 伴 随 算 子 的 范 数 ) 。 定义 4.5-1 中 的 伴随 算 子 了 “是 线性 旦 有 界 的 ,并 且 
外 下 = 直到 (5) 
正明 ， 由 于 7T* 的 定义 域 了 是 一 个 矢量 空间 ， 并 且 容 易 推 得 
(了 (aogli+po))CxX)= (ag1 +pPg:) (Tx) 
=agi(Tx)+pfg,.(I x) 
=a(T*gi)(x)+pB(T*g,)(x) 
所 以 7 * 是 线性 的 。 
六 在 来 证 明 (5)。 从 (4 ) 我 们 有 f= 7 9， 面 由 式 (2) 可 推 得 


上 站 = 雪人 
上 式 天 于 一 切 范 数 等 于 1 的 9E 了 取 上 确 界 ， 便 得 到 不 等 式 
7* | (6) 


因此 过 得 到 式 (5 ), 还 必须 证 明 上 7 了 * | 之 上 荆 吓 ,而 由 定理 4.3-3， 对 每 个 非 零 的 x。€X， 
有 9o€ 了 人 使 得 z 
goll=1 且 go(7xo)= | 7xo || 
再 根据 伴随 算 子 7* 的 定义 便 有 go(Tx0o) = (T*go)《x0o)。 记 fo= 了 *go。， 从 而 得 到 
| Txoll= go (Tx0)= fo (x,) / 
< 上 fol HH xo 
= | T*goll xo 
TH ilgoll xol 
由 于 lv, 站 = 1 奔 ， 因 而 对 每 个 x。E 兴 有 
中 了 xn | 委 区 * |] | x 
(由 于 7T0=0， 故 它 包括 了 x。=0 的 情形 〉 但 总 是 有 不 等 式 
I TxolllL TH xo 


”注意 到 c= | 个 下 是 对 所 有 xoE 天 保证 上 Txol 和 cltxoll 成立 的 最 小 常数 ,所 以 上 下 不 
”能 小 于 上 T 咱 ， 也 就 是 必用 7T* 之 目下 中 。 将 此 与 式 (6 ) 合 在 一 起 便 得 到 式 (5 )。 

让 我 们 用 算 阵 表示 的 算 子 来 说 明 这 里 的 讨论 ， 这 能 帮助 读者 自己 去 构造 例 寺 。 

4.5-3 例 子 〈 和 矩阵 ) ”在 n 维 欧 几 里 德 空间 R' 中 ， 线 性 算 子 了 : R">R" 能 用 矩阵 表示 
( 见 $ 2.9) 。 其 中 和 矩阵 = 《rr 依赖 于 对 R* 的 基 EE= {ei,es,*",e,} 的 选取 ， 的 元 素 
一旦 按 某 一 次 序 排 定 就 保持 不 变 。 选 定 基 已 ， 招 x = (人 89 和) 及 y= (502 9 人) 
。148，。 


拖 看 作 列 对 量 并 利用 垂 阵 相 乘 的 通常 记 法 ， 则 行 
y= TEx, 分 量 太 = Ts (7) 


二 4 7 三 2, no 仿 F = 1{ fi1， f;,， “ery fs } 表示 五 的 对 偶 基 CH NS 2.9) ， 它 雹 “的 
一 个 是 〈 据 2.10-5 R “也 是 一 个 二 维 的 欧 几 德 空间 ) 。 则 每 个 9ER “都 有 一 个 表 不 


IO=oalrfi+asr 十 十 ooj 


控 对 偶 基 的 定义 应 有 f(y) = fi(EBmer) = E04f1(es) =7。 因 此 根据 (7 ) 可 得到 


9(7y) =9(7 ex) = m= 之 ， 之 CQ Ti SA 
2 换 求 和 的 次 序 ， 便 能 写成 如 下 形式 

9 (Tx) = 2 paEn 其 中 p= Zz Ta (8) 
代 们 能 把 上 式 看 作 是 用 g 在 六 上 定义 一 个 泛 基 了， 即 

f (x)= g (Tx)= 2 pi 
与 伴随 算 子 的 定义 联系 起 来 ， 上 式 又 可 写成 


f=T* 9 按 分 量 bs = z ThQ 


又 注意 ， 在 Bs 中 我 们 是 关于 第 一 个 脚 码 取 和 的 《也 就 是 关于 矩阵 Ts 的 第 列 和 的 所 有 元 取 
和 图》， 所 以 得 到 下 述 结果 : 
洛 个 是 用 矩阵 Ts 表示 的 ， 则 它 的 伴随 算 子 T* 是 用 Ts 的 转 置 来 表示 的 。 
顺便 指出 ， 若 了 是 从 C' 到 C' 的 线性 算 子 时 ， 上 述 结论 也 是 成 立 的 。 
在 研究 伴随 算 子 时 ， 下 面 的 公式 〈9 ) -〈12)》 都 是 有 用 的 。 它们 的 证 明 留 给 读者 。 设 
9，7EDP(OX, 7 了) ( 见 $2.10) ， 则 有 
(S+T7T)*= SS*+ 1” (9) ST 
(aT)*=aT* (10) ~ 
设 大 ,了 ,了 是 三 个 风范 至 间 ， 
TEB(X,Y), SEB(Y,Z)， 则 关于 
乖 积 9 人 的 伴随 算 子 〈 见 图 4 )》 我 们 有 
(ST)*= TYS* (11) 
车 TEB(XX,Y) 且 TT"! 存 在 ，。 文 
TAIEB(Y, 半 )， 则 (了) 也 存在 ， TX Sx 
(T*)-1€EB(X’, Y’) 且 TT 
(CT*)-1= (T-1)* (12) 
各 随 算 子 T* 和 希 尔 伯 特 伴随 算 子 T 〈 见 
$ 3.9) 之 间 的 关系 。 我 们 将 证 明 , 在 和 A 和 
V 识 尽 第 尔 伯 特 空间 。 即 XX = 1， 图 41 公式 (11 ) 的 说 时 
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Y= 1, 昌 了 天 了 是 一 个 有 界线 性 算 子 的 情况 下 ,存在 如 下 的 关系 首先 有 《〈 见 图 42 》 


1 
Hi—>H, 
Hd HH, (13) 
己 订 锚 一 样 ， 这 里 的 了 是 算 子 了 的 伴随 算 子 ， 其 定义 是 
7 “9= 上 了 (14a) 
feEH'i’”, ogEH,’ 
o(Tx)= f(x) (146) 


由 于 户 9 是 六 尔 伯 特 空间 上 的 线性 泛 函 ,它们 有 进一步 的 特征 ,就 是 有 黎 斯 表示 《〈 见 3.8-1)， 
不 妨 设 


f (x%) = 《x,%0> xo EH (150) 

9(y) = <《y, yo0> yo EH, (156) 
并 且 损 定理 3.8-1 还 知 ，x6, yo 分 别 由 f 和 9 唯一 地 确定 。 这 就 定义 了 算 子 

Ai:Hi’—H'!,， Aif=x,o 

A,:H,’'>H,, A,.g= yo 


pm 8-1 可 看 出 有 外 LA= xo 上 = fA29j|=y 中 = 上 Tg 上， 所 以 4 ,和 
: 都 是 等 距 对 射 。 此 外 ， 算 子 41,， 有 4 是 共 轿 线性 的 ( 见 $3.:1) 。 事 实 上 ， 帮 我 们 ic 
人 六 (X) = 《x，X。>， 则 对 一 切 x 和 标量 wy, 0 有 
(af1+PBf;,) (x)= afi(x) + pf,(x) 
= ax, X12 + PX, x,» (16) 
= xaGXx1 + px,> 


根据 用 ,的 定义 ， 便 证 明了 共 思 线性 性 Co 二 一 Cm ) 
4iCajfi+pj)=541 让 +p41f 


关于 .4，, 证 明 是 类 似 的 。 和 [a 
竹子 的 合成 给 出 了 这 样 一 个 算 子 《 风 图 42 ) Cm ) 
T*= A,T*A,-!: H,—H, Tyo= Xo x 一 一 
(17) 图 42 式 (13) 和 式 (17) 中 的 算 于 


由 于 T* 包 含 两 个 共 轿 线性 映射 女 1 4 :及 一 个 线 
性 映 叶 7T*， 所 以 T* 也 是 线性 的 ， 我 们 来 证 明 这 里 的 7T* 的 确 是 人 的 希 尔 伯 特 伴随 界 于 。 这 是 
很 简单 的 ， 从 式 (14》 . (15》. (16) 立即 推出 

<Tx, yo = 9(TX)=f(x)= CX, X00 =X, T*y,> 


“除了 沁 法 上 有 所 不 同 外 ， 这 就 是 33*9 中 的 式 (1)。 因 此 ， 我 们 的 结论 是 ， , 
(17) 用 个 的 伴随 算 子 给 出 了 希 尔 伯 特 空间 上 线性 算 子 了 的 希 尔 伯 特 伴随 算 子 7" 的 


还 更 注意 ， 从 45) 和 4 4: 的 等 距 性 ， 能 立即 推出 外 7 上 = 站 人 站 《 定 理 3*9-2) 。 
为 了 结束 这 个 讨论 ,我 们 也 列 出 了 ， 半 一 了 的 伴随 算 子 人 "与 及 1, 习 采 ;的 希 未 但 特 位 
计算 子 T* 之 闻 的 一 些 主要 差别 ， 这 里 的 半 和 了 是 赋 范 空 闻 ， 妨 1 入; 是 希 尔 伯 特 空 邮 。 
7* 是 定义 在 了 的 对 偶 空 间 了 上 ,而 六 是 包含 了 了 的 值 域 (了)。 7 "是 直接 定义 在 们 : 
上， 条 L171。 包含 了 7T 的 值 域 .多 (TT)。 TY* 的 这 一 性 质 使 得 我 们 能 驱 用 蔗 的 项 趟 伯 持 伴 踢 算 二 
米 定义 假 重 有 竖 的 算 子 类 。 (出 3,10-1) 。 
对 于 了 了”"*， 根 据 (10) 有 
(a T)*=aT* 
但 是 对 于 7 ， 根 据 3.9-4 有 
(a To"=aT” 
企 有 限 维 的 情况 下 ，7* 的 矩阵 表示 是 TT 的 矩阵 表示 的 转 置 ， 而 7 的 矩阵 硼 示 则 是 并 的 
知 阵 表示 的 复 共 轼 转 置 (详细 有 的， 见 4.5-3 和 3.10-2) 。 


- 题 

1. 证 明 由 (1 ) 定 义 的 泛 函 是 线性 的 。 

2 . 零 算 子 0 和 但 等 算 子 了 的 伴随 算 子 是 什么 ? 

3 .1 下 朋 (9 )。 

4 .i 下 朋 (10)。 

5.i 下 朋 (11)。 z 

6 .证 有 明 (7T")*= (7*)" . 

7 .把 (11) 和 例子 4.5-3 绪 合 起 来 ,能 得 到 什么 样 的 算 阵 公式 ? 

8 .1 下 朋 (12)。 

9.《 零 化 子 》 设 半 和 了 是 赋 范 空间 ，7 了 : 对-> 了 是 一 个 有 界线 性 算 子 且 令 MM= 旬 (本 ) 为 
了 的 值 域 的 闭 包 。 证 明 ( 见 $$ 2*10 习题 13) 


AM = *) 
10. 〈 零 化 子 ) 设 刀 是 赋 范 至 间 汉 的 对 偶 至 闻 A “的 一 个 子 集 。 总 的 雪人 化 子 "已 被 定义 为 
“B= {x€EX | 对 一 切 fEB 有 f(x)= 0} 
证 明 在 习题 9 中 有 
FITCA(T*) 


相对 于 解 算 子 方程 了 x = y 这 意味 着 什么 ? 


S 4.6 目 反 空间 


在 § 2.8 中 我 们 讨论 过 矢量 空间 的 代数 自 反 人 性。 本 节 讨论 的 课题 是 赋 范 空间 的 自 反 性 。 
es 1]Dl 。 


首先 让 我 们 回想 一 下 2.8 中 讨论 过 的 内 容 。 我 们 还 记得 ， 若 典范 映射 C: 着 一 XX"* 是 满 射 
时 ， 使 说 矢量 空间 是 代数 自 反 的 ， 这 里 的 和 = (有 ) 是 X 的 二 次 代数 对 偶 空 间 ， 并 且 了 映射 
C 是 用 xj->g; 来 定义 的 ， 其 中 


gx(f)=f(x) Cf EX" 是 变量 ) (1) 


也 就 候 说 ， 对 任 一 YXE 和 ， 其 象 是 用 (1 ) 所 定义 的 线性 记 图 9。。 若 人 是 有 限 维 的 ， 则 A 是 
代数 自 肥 有 的 。 这 在 定理 2.9-3 中 已 证 明 过 。 

证 我 们 转 到 现在 要 处 理 的 问题 。 我 们 考虑 赋 范 空间 人， 其 对 偶 空 s 间 筷 / 如 2。 10-3 中 所 定 
义 ， 并 且 失 “的 对 侦 空 闻 为 (7 )'， 这 个 空间 也 记 为 这“， 并 且 也 册 做 这 的 二 次 对 偶 空 间 。 

通过 选取 圈定 的 xE€X 在 入 上 定义 一 个 泛 洒 9:，。 并 且 置 

9g:(f)=f(x)  (fEX /是 变量 ) / (2) 

看 起 来 和 式 ( 1 ) 是 一 样 的 ， 但 要 注意 这 里 的 f 全 有 界 而 由 于 有 下 面 的 基本 引 理 ， 所 以 
g: 也 是 有 界 的 。 


4. 6-1 引 理 〈9: 的 范 数 ) 对 赋 范 空间 X 中 的 每 一 个 固定 的 x， 用 式 (2 ) 所 定义 的 这 嘻 
9: 是 入 上 的 一 个 有 界线 性 泛 消 ， 所 以 9g:EX”“， 并 且 有 范 数 


jg 由 = 用 xj 四 (3 ) 

证 明 ， 9 的 线性 性 从 $2.8 已 经 知道 。 而 由 式 (2 ) 和 推论 4.3-4 可 推出 式 ( 3 )， 
,Lge DN Lf) 
[ol pep, FE weep MAE ‘4) 
i 
对 每 个 EX, 者 有 唯一 的 一 个 由 2 ) 给 出 的 有 界线 性 汉 函 9.EX 与 之 对 应 。 这 就 定 
义 了 一 个 映射 
C: 及 一 及 7 《5 ) 
X|->9。 | 


_C 叫做 关 到 X/ 的 典范 映射 。 还 能 够 证 明 C 是 线性 的 内 和 且 保 持 范 数 不 变 。 这 就 能 够 象 
”$2.10 中 定义 的 那样 用 赋 范 空间 的 同 构 来 表述 。 / 
4.6-2 引 理 (典范 映射) ” 式 (5.) 所 给 出 的 典范 映射 C 是 赋 范 空间 XX 到 赋 范 空间 多 (CC ) 
一 个 同 构 ， 多 (C ) 是 C 的 值 域 。 : 
证 明 ， 因 为 

gaspy(f)=f(ax+pPy)= af(x) + PI(Y) = =ags(f) + pg,(f) 


象 :2.8 一 样 。 可 看 出 C 是 线性 的 。 特 别 ，g9: 一 9y = 9:-> 因此 根据 式 ( 8 ) 可 得 到 
上 g:— 


这 就 证 明了 C 是 等 距 的 ， 它 保持 范 数 不 变 。 等 距 草 含 着 及 射 狂 。 直接 从 我 们 的 公式 也 能 看 出 
这 一 反 。 事实 上 ， 帮 xX* 半 yy， 则 gs gy 2 2 中 公理 (N 2 ) 推 出 ,因此 C 是 X 到 它 的 值 域 


BIC ) 上 的 对 册 。 
周 久 和 Z 的 一 个 子 空间 同 构 ， 则 称 关 可 由 入 汉 Z 中 。 这 各 $2.8 中 的 讨论 是 类 似 的 ,但 可 


。 lb52。 


注意 的 是 ， 这 里 考虑 的 是 赋 范 空间 的 同 构 ， 也 就 是 说 ,除了 作为 矢量 空间 是 同 构 的 外 ,还 要 求 
保持 范 数 相等 《 见 $ 2.10) 。 引 理 4.6-2 表 明 , 羡 是 可 嵌入 到 XX 的 ， 而 C 又 叫做 到 X” 的 标 
准 嵌 人 。 
一 般 情 况 下 ，C 不 一 定 是 满 射 ， 所 以 C 的 值 域 .Z(C) 可 能 是 下 /的 真子 空间 。 若 
2(C) = 下 /， 便 是 满 射 ， 这 是 一 个 重要 的 情形 ， 有 必要 给 予 它 -~ 个 名 字 。 
4.6-3 定义 〈 自 反 性 ) ” 若 由 式 (2 ) 和 式 (5 ) 给 出 的 典范 映射 C， 不 -不 "满足 
PBC) = 


则 称 赋 范 空间 基 是 自 及 的 。 

这 个 概念 是 瓦 。 汉 恩 (1927) 引进 的 ， 而 洛 奇 (EE。* 民 。 Lorch, ti939》 把 它 叫 做“《 自 到 
性 >。 汉 有 恩 在 研究 赋 范 空间 中 由 积分 方程 而 导出 的 线性 方程 时 , 也 包括 对 汉 恩 - 巴 拿 赤 定理 以 
及 对 偶 空 间 的 最 早 研究 ， 他 认识 到 “ 自 反 性 ”的 重要 性 。 

若 民 是 自 反 的 ， 据 引 理 4.6-2， 友 和 7 是 同 构 的 《因而 是 等 距 的 ) 。 有 趣 的 是 ， 
R。L。James (1950,1951)》 曾 证 明 过 其 逆 一 般 不 真 。 

此 外 ， 完 备 性 并 不 意味 着 自 反 性 ， 但 反 过 来 则 有 

4.6-4 定理 《完备 性 ) ”车 赋 范 空间 及 是 自 反 的 ， 则 XX 是 完备 的 (因而 是 巴 作 赫 空间 )。 

证 明 ， 由 于 和 7 是 大 /的 对 偶 空 间 ， 根 据 定 理 2.10-4， 厌 7 是 完备 的 ， 而 和 的 自 反 性 又 意 
味 着 。 罗 (C ) = XX"。 故 根据 引 理 4.6-2 ， 苞 与 七 7/ 同 构 。 所 以 在 是 完备 的 。 

R" 是 自 反 的 。 直 接 从 2.10-5 便 能 推出 这 一 结论 ， 它 也 是 任 -~ 有 限 维 赋 范 空间 A 的 一 个 
模型 ,事实 上 , 若 dim 盛 <co, 则 天 上 的 每 个 线性 泛 函 都 是 有 界 的 《 见 2.7-8) ,所 以 =X 
因而 区 的 代数 自 反 性 〈 见 2.9-3 ) 意味 着 : ，，、， . 

4.6-5 定理 (有 限 维 ) 每 个 有 限 维 赋 范 空间 都 是 自 反 的 。 

1* (1 <b<co) 是 自 反 的 。 这 可 从 2.10-7 推 出 。 类 似 地 还 能 证 明 L?Ca,6] (1 <p<o0) 
也 是 自 反 的 。 并 且 还 可 证 明 C [Ca;6)] 不 是 自 反 的 空间 ( 见 2.225 》。' 除 此 之 外 ， 下 《下 面 证 
明 ) ,7 i[a,5]，1=”( 见 2.2-4)》 以 及 1 的 子 空 间 和 ce 也 都 不 是 自 反 的 。 其 中 ec 表示 所 
有 收敛 的 标量 序列 构成 的 空间 ， co 表示 所 有 收敛 到 零 的 标量 序列 构成 的 至 闻 。 

4.6-6 定理 〈 希 尔 伯 特 空间 ) ”每 个 希 尔 伯 特 空间 都 是 自 反 的 。 

证 明 ， 我 们 通过 证 明 “对 每 个 g€H” ， 都 有 一 个 x€ 仿 使 得 g=Cx ” 来 证 明 典 范 映 射 
C:， 万 一 万 ' 的 满 射 性 。 作 为 一 个 准备 ， 我 们 先 用 4f = zz 定义 A4: 日 :一 HH ,其 中 2 是 由 
3.8-1 中 的 黎 斯 表示 f(x) = 《x,2) 给 出 ， 从 而 知道 4 是 一 个 等 取 对 射 。 了 从 3 4.5 中 (16) 还 知 
道 4 是 共 统 线性 的 ， 再 由 2.10-4 知 右 ' 是 完备 的 ， 并 且 宅 二 内 积 害 外 为 


< 人 fi =( 4 Af1) 


的 希 尔 伯 特 空间 。 要 注意 上 式 两 端 中 下 和 f; 的 次 序 。 8 3.1 中 的 (IP1) 到 (IP4) 是 
不 难 验证 的 ， 特 别 是 (TP 2 ) 可 从 《的 共 轿 线性 性 推 得 : 


《ar i, 1 ,1 二 《4 4(ari)>》=《41 ai>=acryy:>1 
设 IE 万 7 是 任意 的 ， 且 其 黎 斯 表示 为 


g(f)=<f,fo)1= Af,,Af> 
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再 联 想到 f (x) = 《x,2z2> 及 z= AfJ， 并 记 4f。=x， 便 可 得 到 
Afo, Af>= x,2>= f(x) 


合 在 一 起 便 有 g(f) = /xx)。， 即 根据 C 的 定义 有 9 = C x。 由 于 9g€H” 征 任意 的 ， 所 以 证 明 
本 C 十 消 射 ， 从 而 证 明了 雹 的 自 反 性 。 

全 i 湛 明 -一些 至 间 不 是 自 反 的 时 候 ， 可 分 性 与 不 可 分 性 有 时 起 着 一 定 的 作用 。 自 反 和 性 壹 可 
分 性 之 间 的 这 一 联系 是 很 有 意思 的 ,也 是 很 简单 的 。 定 理 4.6-8 〈 见 后 面 ) 在 这 里 是 个 关键 ， 
它 是 说 , 失 /的 可 分 性 更 含 着 天 的 可 分 性 〈 其 逆 一 般 不 真 )》。 因 此 ， 若 赋 范 至 闻 和 是 自 肥 的 ， 
由 引 理 4.6-2 知 兴 7 与 入 同 构 。 所 以 在 这 种 情况 下 , 么 的 可 分 性 意味 着 和 “十 可 分 的 ,再 由 4.6-8 
知 ‘不 可 分 的 。 由 此 我 们 得 到 如 下 结论 ， 

个 可 分 的 赋 范 空间 六 ， 藻 其 对 偶 空 间 X “是 不 本 分 的 ， 则 、 不 可 能 是 自 反 的 。 

例子 站 不 大 自 的 。 

证 明 ， 由 1"3-10 知 1 是 可 分 的 ， 而 11 = 1” 是 不 可 分 的 ， 见 2.10-6 和 1.3-9， 所 以 
1 1 不 征 自 反 的 。 
我 们 所 希望 的 定理 4.6-8 可 从 下 述 引 理 得 到 。 这 个 引 理 的 简单 说 明 表 示 在 图 和 中。 
4. 6-7 引 理 〈 泛 函 的 存在 性 ) ” 设 了 是 赋 范 空间 兰 的 一 个 真 闭 子 空间 , 任 取 xo€A 一 了 ， 


且 令 
8= inf ||y-xol ' 
AEY z z (C6) 
它 表 示 x。 到 了 的 距离 。 则 存在 一 个 了 EX' 且 满足 
了 有 = 二， 对 一 切 yEY 有 了 (2) = 0。 fox)=8 : (7) 


证 明 ， 证 明 的 思路 是 很 简单 的 。 我 们 考虑 子 空 间 Z =span(Y U (40}) ? 并 在 子 空间 
ZCX 上 定义 有 界线 性 泛 浮 /如 下 : 


f(z)=f(y+axo) = ab， yeEZ (8) 
先 证 明 上 满足 式 (7 )， 然 后 根据 4.3-2 把 f 延 拓 到 X 。 详 细 如 下 。 
每 个 z€Z 都 有 唯一 的 表示 : | 
z=y+aQaxo ， yEY 


这 就 是 式 (8 ) 中 用 到 的 。 的 线性 性 很 容易 看 出 。  . 
由 于 地 是 闭 的 ,8>> 0, 因 此 fj 0。 才 a= 0， 则 对 一 切 yE€Y 有 f(y)= 8 若 a=1 


且 »=0， 则 有 三 (x。) = 0。 | | 
fm 证 了 是 有 界 的 。 若 a = 0, 则 f (2)= 0。 设 a 守 0, 利 用 (6 ) 并 注意 到 - (a )y€Y 


便 可 得 到 z 
foal = lal8= al inf 由 多 ze | 


seyY 


<lalll -去 -so | 


二 y+axo | 
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此 即 js 委 下 zj 让。 因此 /十 有 界 的 且 下 /和 1 
再 证 上 之 1。 根 据 下 兢 界 的 定义 ， 了 包含 一 个 序列 (y.) 且 满 足 上 yx。 悦 8。 议 
~: yr 一 Xo 根据 (8 ) 则 有 f(z,)= -5S《 相 当 (8 ) 中 的 a= -于 ) ， 当 ?一 ce 时 还 有 


fz) 1 8 


上 = 2 [Tz 之 zj ~ lz.l 8 


因此 上 ff 之 1， 故 有 上 jf = 1 。 最 后 利用 关于 赋 范 空间 的 汉 思 - 巴 拿 赫 定理 4.3-2， 可 把 
f 证 拓 到 半 上 且 范 数 不 增 加 。 从 而 完成 了 引 理 的 证 明 。 
利用 这 个 引 理 ， 便 能 得 到 可 理 的 定理 。 

4.6-8 定理 (可 分 性 ) 若 赋 范 空间 的 
寺 鹏 空 闻 半 是 可 分 的 , 则 让 自己 也 古 可 分 的 。 

证 明 :假设 4 /是 可 分 的 , 则 兴 “中 的 单位 球 
面 U = {f | fj = 1} 也 包含 一 个 可 数 的 稀 
窗子 集 ， 不 妨 设 为 (上 请) 。 由 于 /ED ， 

条 z 
f= sup lf.(x)| = 1 


恨 据 上 确 界 的 定义 ， 我 们 能 找到 范 数 等 于 1 的 
点 x,E 怠 使 得 
fx 元 


令 Y = span (x,). 则 由 于 蕊 有 可 数 的 稠密 子 集 ， | 0) By 
则 在 对 (x,) 作 线性 组 合 时 ,所 用 组 合 系数 的 实 Z= span(YU{ xe } )=Ea8a- 平 面 
部 和 工 部 都 取 有 理 数 ， 这 样 所 得 到 的 集合 在 YY f(z)=(—81+2E2)/ V5 
中 是 稠密 的 并 且 是 可 数 的 。 因 此 了 是 可 分 的 。 
部 在 来 证 了 = 下。 假若 卫 兰 和， 则 由 于 了 是 闭 的 ， 根据 引 理 4.6-7 ,存在 泛 函 了 EX 且 
贡 是 了 上 = 1， 并 对 一 切 yYEY 有 了 (y) = 0。 又 由 于 x.EY， 故 有 了 (x.) = 0， 并 且 对 所 有 


的 4 都 有 


图 43 在 引 理 4.6-7 中 ， 共 一 人 ， 
Y=1{ (8 ， -人 ,0) } 


Ef) = jx) 一 于 (zx 
= 1 及 (xs)| 
ff 一 了 中 中 x. 
汪 意 到 其 中 心 zx = 1， 故 有 |f.- 了 > 二 。 因为 了 EU ,事实 上 1 了 = 1。 这 便 


与 假设 (f,) 在 U0 “中 稠密 发 生 克 惧 。 
习 题 
1 .生生 =R*， 试 问 (2 ) 中 的 泛 函 和 9: 古 什 么 ? 
2 对 于 针 为 着 尔 伯 特 空间 的 情况 ， 给 出 引 理 4.6-7 的 一 个 向 单 下 明 。 
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3 . 全 赋 范 空间 针 是 自 反 的 证明 证 /也 是 自 反 的 。 
4 .证 明 ， 巴 拿 赫 空间 半 是 自 反 的 ， 当 且 仅 当 其 对 偶 空间 芋 ^ 是 自 反 的 提示， 不 加 证 明 
的 利用 自 肥 已 拿 赫 空间 的 闭 子 空间 是 自 反 的 这 一 事实 ) 。 
5 .正明 ， 在 引 理 4-6-7 的 假设 之 下 ， 在 环 上 存在 一 个 有 界线 性 泛 困 4 满足 
1 =1/8， 对 一 切 有 EY 有 加 (y)= 0，。 h(xo)= 1 


6 .证 明 : 同 范 空 间 X 的 不 同 的 闭 子 空间 了 ,和 Y :有 不 同 的 零 化 子 〈 见 8$ 2.10 习题 13)。 

7 . 设 了 是 赋 范 空间 XX 的 这 样 一 个 闭 子 空间 ， 它 使 得 在 Y 上 处 处 等 于 零 的 EX ’ 在 整个 六 
上 也 都 处 处 等 于 零 。 证 明了 = 广 。 

8 . 设 六 十 赋 范 至 闻 和 的 任 一 子 集 。 正 朋 :，x%oGE 和 为 4 = span MM 的 元 ， 当 且 仪 当 对 满足 
f = 0 的 每 个 fEX /都 有 f(x。o)= 0 时 。 

9.〈 完 全集 〉 证明， 峰 范 空间 XX 的 子 集 必 在 中 是 完全 的 ， 当 且 仅 当 在 M 上 处 处 等 于 零 
的 每 个 f€X ' 在 上 也 处 处 等 于 零 时 。 

10 .让 明 ， 关 赋 范 空间 XX 有 一 个 包含 个 元 素 的 线性 无 关子 集 ， 则 它 的 对 偶 空间 XX /也 是 
如 此 。 


$ 4.7 范畴 定理 ， 一 致 有 界 性 定理 


由 已 拿 赫 和 斯 坦 因 豪 斯 (1927〉 给 出 的 一 致 有 界 性 定理 (或 一 致 有 界 性 原理 ) 是 非常 重 
机 的。 事实 上 , 在 整个 分 析 中 有 很 多 与 这 个 定理 相关 的 结果 。 最 早 的 是 出 现在 勒 贝 格 《1909) 
的 一 个 研究 之 中 ,一致 有 界 性 定理 , 汉 恩 - 巴 拿 赫 定理 (§ § 4.2、4。3), 开 映射 定理 ($ 4.12) 以 
及 闭 图 定理 ( 8 4.13) ， 常 常 被 认为 是 赋 范 空间 中 的 泛 陆 分 析 的 四 大 基石。 和 汉 慰 - 巴 余 蔡 
定理 不 同 的 是 ， 其 余 三 个 定理 要 求 赋 范 空间 是 完备 的 。 确 实 这 三 个 定理 刻 划 了 巴 拿 赫 空间 的 
一 些 最 重 此 的 性 质 ， 它 们 是 一 般 赋 范 空间 所 不 具备 的 。 

非常 有 趣 的 是 ， 这 三 个 定理 能 够 以 同一 个 定 娃 为 基础 推导 出 来 。 具 体 点 讲 ， 就 是 我 们 先 
证 明 所 谓 的 贝尔 (了 cire) 范 腾 定 理 ， 然 后 从 它 推出 一 致 有 界 性 定理 〈 在 本 节 ) 以 及 开 了 映射 定 
理 ( 8$ 4.12)。 最 后 就 容易 证 明 财 图 定理 ( $ 4*13) | | 

只 尔 范畴 定理 在 泛 函 分 析 中 还 有 各 种 其 它 的 应 用 。 这 就 是 为 什么 很 多 证 明 都 要 涉及 到 范 
了 畴 的 主要 原因 ;， 这 方面 的 内 容 可 参考 由 爱德华 兹 (R。E* Edwards。1965) 和 凯利 
(J。 工 ，。，Kelley) 和 纳米 砚 卡 (J 。 Namioka) 所 写 的 较为 深入 的 着 作 。 

让 定义 4.7-1 中 我 们 手 述 贝尔 定理 4.7-2 需要 的 概念 。 这 些 概念 都 有 新 花 两 个 名 字 ， 我 
门 把 世 的 和 字 放 在 括号 内 。 出 于 完全 不 同 的 数学 目的 虽然 也 利用 到 范畴 ， 但 它们 在 本 书 中 个 
出 现 ， 所 以 下 面 不 再 讨论 它 。 / 二 

:7T-1 定义 范畴) 对 于 度量 空间 9 

0) 此 其 团 包 到 没有 内 ( 见 $1.3) ， 则 称 M 在 式 中 是 稀 缆 《或 无 处 稠密 ) 的 。 

 》 邯 册 为 可 数 多 个 在 下 中 稀 栈 的 子 集 之 并 ， 则 称 M 在 允 中 是 贫乏 《或 属 第 一 范本 
。 、 宕 MM 在 XX 申 不 是 贫乏 的 ， 则 称 作 在 X 中 是 非 贫乏 《或 属 第 二 范 胰 》 的 。 | 
4.7-2 贝尔 范畴 定理 《完备 度量 空间 ) 阔 麻 量 空间 X 关 由 是 完备 的 ， 则 它 在 自己 凡是 
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非 贫 沁 的 。 
因此 ， 和 车 蕊 六 少 是 完备 的 并 且 
Y= U, 4， (4 ,是 闭 的 ) (1) 


则 至 少 有 一 个 《4 ,包含 一 个 非 空 的 开 子 集 。 
证 明 ， 证 明 的 思路 很 简单 。 假 若 完 备 度 量 空间 4 夺 9 在 自己 内 是 贫 之 的 ， 则 有 


人 = U MM. (1™) 
hal 


其 中 每 个 以 ,在 关中 都 是 稀 玄 的 。 我 们 将 构造 一 个 柯 西 序列 (p,)， 它 的 极限 p (根据 六 的 完 
备 性 ，p 是 存在 的 ) 不 沙 在 任 一 MM; 之 内 ， 因 而 与 表达 式 (1*) 发 生 忆 盾 。 

根据 假设 Mi 在 中 是 稀 蕊 的 ， 所 以 由 定义 知 开 :不 含有 非 空 的 开 集 ， 但 入 是 含有 非 空 
束 的 《例如 失 自 己 )， 这 就 意味 着 到 :过 太 。 因 而 歼 , 的 余 集 政 : = 从 -天 :是 一 个 非 衬 :的 开 
嘛 。 因 此 可 在 下 中 取 一 点 加 :及 以 思 :为 中 心 的 开 球 


bi=B(pise)CH" | a1 < 


又 因 假设 MM 在 XX 中 是 稀 醇 的 ,所 以 及 ,不 含有 任何 非 空 的 开 集 ,因此 它 不 含 开 球 B( p13 3251) 
这 就 意味 着 了 U9 人 1 B( pi; 到-ei] 是 非 空 的 开 集 。 所 以 可 在 其 中 取 一 个 开 款 


1 \ : 1 
» B,= B(ps3e2 CMSEN B(p1s-ze) ez< 3 el 


因而 据 妇 纳 法 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 球 列 
局 ,= B(p,;e,) 9 Eh 
使 得 B, (YM，= gp， 并 量 


有 CC 有 (po 410)ca,, R=1,2,*° 
由 于 2 之 2-*， 所 以 球 心 序列 (ps) 是 一 个 柯 西 序列 ， 因此 可 设 py“pEX 《 因 假 定 和 是 完备 
的 而 保证 了 这 一 点 ) ， 并 且 对 每 个 m 和 n>>m 都 有 B.C B(p。; -5-e。)， 故 mn 一 oo 时 有 


因而 对 每 个 闫 ， 都 有 pEB。。 又 由 于 B.C 及 。* 、 可 以 看 出 对 每 个 m 都 有 pp 竺 M。， 所 以 
p 生 UM。= 义 。 这 就 与 pE 巴 看 ， 从 而 由 尔 定 理 铸 证 。 

综 注 意 的 是 ， 贝尔 定理 的 逆 一 般 是 不 真 的 。 N+» Bourbaki (1955) E.* 6， 旋 站 3-4 给 
出 了 在 自己 中 是 非 贫乏 的 非 完 备 赋 范 空 同 的 例子 。 

如 在 我 们 能 从 贝尔 定理 很 容易 地 得 到 所 希望 的 一 一 致 有 界 性 定理 。 这 个 定理 是 说 ， 洁 蕊 是 


。 157。 


re A 
+ 
CP SSE 


一 个 几 富 赫 空 间 ， 且 算 子 序列 个 ,E 妃 (X, 了 ) 在 每 一 点 xE 广 都 是 有 界 的 ， 则 该 序 例 是 一 臻 
有 和 押 的 。 换 可 话说 ,点 态 有 界 性 殖 含 着 某 一 更 强 的 有 界 性 ， 即 一 致 有 界 性 。 (后 面 (2 ) 中 的 实 
数 C ,， 一 般 走 随 x 而 改变 的 ， 所 以 用 脚注 x 指出 这 一 点 ， 而 最 本 质 的 是 C ,不 依赖 于 n。) 

4.7-3 一 致 有 界 性 定理 ” 设 必 是 一 个 巴 拿 赫 空间 。， 了 是 一 个 赋 范 空间 ， “(7T.,) 是 一 个 
问 午 : 乱 竹 算 子 序列 了 怀 一 上， 并 且 对 每 个 xXEX， (7.x 〉 是 有 界 的 ， 也 就 是 


| Tx <C,, n= 1 2; °°, (2) 
其 中 .让 一 个 实数 。 则 算 子 范 数 序列 《了 了, i )》 是 有 界 的 ， 即 存在 一 个 C， 使 得 
| 7 ， 几 委 C Rn 二], Ci， (3) 


让 有 明 ， 对 每 个 REN， 邻 AC 性 XX 为 
AnxXEX | 了 ,x 8， 对 所 有 的 n} 


则 4 ,十 巾 的。 事实 上， 对 任 一 的 xE 4 在 4 由 有 一 个 序列 〈x,，) 收敛 到 x 。 这 意 昧 着 对 
每 个 辐 定 的 nw， 我 们 有 中 了 ,x;j I| 志 《 ， 因 而 根据 7 了 ,和 范 数 的 连续 性 〈 见 8$2.2) ， 可 得 到 
上 工 .x | 寺 R。 这 便 证 明了 xE€4， 从 而 证 明 有 4 是 闭 的 。 

根据 (2 ) ， 每 个 x€EX 都 属于 某 一 个 4， 因而 


人 = U, A 
由 于 半 是 完备 的 ， 根 据 贝 尔 定理 便 可 推出 至 少 有 茶 一 个 闪 , 包含 有 一 个 开 球 ， 不 炉 设 
Bo,= B(xosr) CA : (4) 
设 xEX 是 任 一 非 零 元 ， 我 们 置 : | 
| Xo 7Y% ,7 oTxi | 
由 | | Xo | 之 +, 所 以 2 和 六。 而 南 ( 4 ) 及 A AD 的 定义 ， 对 所 有 的 1 ， 部 有 | 1 .2 | <Roe 
由 于 xo€B8o。 故 也 有 7xo 上 志 h。。 从 (5) 文 可 得 到 


从 而 对 所 有 的 1 便 得 到 


有 To 有 = 二 用 了 (入 -了 
< ho 


”因此 对 所 有 的 nw， 有 
| Tl = sup | Tx ll < h 
xml r 


取 c = 和 如, 便 有 上 7T,j| 志 ce， 这 就 证 明了 式 (8 ) 。 
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jv 用 z 
4.7-4 多 项 式 空间 所 有 的 多 项 式 构成 的 矢量 空间 X ， 在 其 上 定义 范 数 
I x =max |a,|, coycal…… 和 为 X 的 系数 (6) 
后 ， 它 是 一 个 不 完备 的 赋 范 空间 。 
证 明 ， 我 们 来 构造 一 个 上 的 有 界线 性 算 子 序列 , 它 是 满足 式 (2 ) 的 ,但 不 满足 式 〈《83)， 
从 而 证 明了 上 不 可 能 是 完备 的 。 
我 们 可 以 把 一 个 非 零 的 次 数 为 NN: 的 多 项 式 x 夺 0 写成 如 卜 形式 : 
x (t) = z asti，( 若 iN,，。 aj= 0) 
(对 于 x = 0 ,通常 不 定义 它 的 次 数 , 但 在 这 里 也 是 可 以 这 样 表 示 的 。) 我 们 把 十 面 泛 遇 序 列 
7 了 .0=/(0)=0，7.xX=(X)=Q+Qal 二 十 Qi (7) 


取 作 定义 在 X 上 的 算 子 序列 TT,=fJ,。f, 是 线性 的 。 根据 式 (6) 有 |aj| 志 中 x 中 |， 

故 |f,(x)| 二 nj x， 所 以 f. 是 有 界 的 。 此 外 ， 对 每 个 固定 的 x€ 计 ， 序 列 ( |f .(x)| ) 是 满 

足 式 《2 ) 的 ， 因 为 次 数 为 入 :的 多 项 式 x 有 入 :+ 1 个 系数 ， 所 以 根据 式 《”) 可 得 到 
f(x)| (N+1 )max lay| = c。 


下 面 证 明 (f ,) 不 满足 式 ( 3 ), 即 不 存在 < ,使 得 对 所 有 的 ”都 满足 站 Ti = i file。 
为 此 ， 我 们 只 要 选取 一 些 特别 “不 好 ”的 多 项 式 就 能 做 到 这 一 点 。 对 于 记 我 们 选取 如 下 的 
多 项 式 

x(t)=1+t+ti+r*t+t 
则 由 (6)》 知 x 上 = 工 并 且 
f(x)=1+1++1 =n=nll x 
此， 中 fo 之 f(x)| /中 x 中 =n， 所 以 (是 ) 是 无 界 的 。 
4.7-5 储 立 叶 级 数 ” 从 3.5-1 我 们 联想 到 一 个 周期 为 2* 的 周期 函数 x ,其 传 立 叶 级 数 的 形 


二- Q 十 D> (qnCcosmt + bs 1nmt) (8) 
| 
其 傅立叶 系数 由 欧 拉 公 式 
an=-1 | x (1) cosmtdi, ba= 二 | xt)sinmtdt (C9) 
WJ TJ 


给 出 (在 (8) 中 所 以 写 为 as/ 2 ， 主 要 是 为 了 把 3.5-1 中 的 三 个 欧 拉 公式 合并 为 (9 ) 中 的 
两 个 》。 

大 家 知道 ， 级 数 (8 ) 甚至 能 够 在 x (1) 不 连续 的 点 收敛 《〈 习 题 15 给 出 了 一 个 简单 的 
例子 ) 。 这 表明 x(t) 的 连续 性 对 级 数 的 收敛 性 不 是 必要 的 。 但 十 分 意外 的 是 ,连续 性 也 不 是 
充分 中 的 。 事 实 上 ， 能 用 一 臻 有 界 性 定理 来 证 明 如 下 的 事实 。 


@x(t) 在 点 的 连接 性 及 左 , 右 端 导 数 的 存在 性 ,对 于 级 数 在 t, 的 收 放 是 充分 的 ， 参 见 洛 果 柱 斯 基 (W * Rogosinski，。 
1959), P+* 70。 


* 159 。 


仔 任 着 这 样 的 实 值 连续 函数 ， 在 给 定 的 点 f， 其 传 立 叶 级 数 是 发 散 的 。 
证 骨 ， 设计 是 所 有 周期 为 24 的 实 值 连续 函数 的 矢量 空间 ， 在 其 上 定义 范 数 为 


xl|= max Ix(i)| (10) 
0 了 了 吗 2 莽 


把 1.5-5 中 的 [o; 的 取 为 50 ,2x), 便 知人 X 是 一 个 巴 拿 赫 空 间 。 不 失 一 般 人 性 ,我 们 可 取 t。= 0。 
为 了 证 明 我 们 的 论断 ， 将 把 一 致 有 界 性 定理 4.7-3 用 到 了 ,= 了 ,上 ， 这 里 的 f.(x) 是 取 x 的 伟 


立时 级 数 的 前 几 项 之 和 在 t= 0 的 值 。 对 于 += 0， 所 有 的 正弦 项 都 等 于 堆 ， 余 弱项 都 等 于 
1， 所 以 从 (8) 和 (9 ) 可 淖 出 


f(x) = -co + S Um 
m= 


1 (人 1 " | 
= | X(t) [+ > cosmt ja 
0 2 内] 


J 


我 们 先 把 积分 号 内 用 和 式 表示 的 函数 确定 下 来 。 为 此 ， 计 算 


2 S1DD 1 7。 > cosmt = ZZ 25S10n 1 pcosmt 
2 m= He 2 


p> | -sin (m—. t+sin (m+ 二) 


| 


m= ] 


一 sin 5 t+sin (n+ -5)t 


在 计算 的 过 程 中 绝 大 多 数 项 都 成 对 地 消 掉 了 ， 所 以 得 到 上 面 最 后 的 表达 式 。 两 端 用 sin & 
除 ， 持 加 1 ， 便 得 到 


1 
, Sin (n+—e ) 站 
1 十 2 > cosmt = TT 
机 上 1! Si 1 
‘To 


因此 ， 关 于 f,(x) 的 表达 式 可 化 简 为 


| as sin (n+ 5—)t 
一 -一 (t)as(t)dt qs (tf)=——— 
j= et es 


利用 这 个 臣子 ， 可 证 明 线性 泛 函 /. 是 有 界 的 。 事 实 上 ， 由 式 (10) 和 式 (11)， 便 有 


《11) 


2 x 
| f(x)| < maxl* (| 上 1 9.CD1dt= 一 这 | 1 gi) at 


“此 使 看 出 ,是 有 界 的 。 进 而 关于 一 切 范 数 等 于 1 的 * 取 上 确 界 ， 还 有 
。 160° 


EA AEL 
准 乌 地 说 ， 下 面 可 证 明 其 中 等 号 是 能 达到 的 。 为 此 ， 先 记 
| g(t)| = y(t)g.(+) 


其 中 ， 当 每 个 1 使 得 g(t1) 之 0 时 。 取 y(t) = +1，。 否 则 取 y(t)= -1。y 是 不 连续 的 ， 
亿 半 住 意 的 : 0，。 它 能 够 被 修改 成 一 个 范 数 等 于 1 的 连续 函数 x、。 使 得 关于 这 个 x 有 


1 "2 
|| Cx(t) ~ y(t) gt) dt 
2T 1.'o 


把 上 式 写 成 两 个 积分 并 利用 式 (11)， 便 得 到 | 
1 ‘2 2 1 2 
二 | x(1) gt)dt -| y (Dg fr) -i | gs (t ) | at < 到 
由 于 ee 之 0 是 任意 的 ， 且 中 >x | 外 =1， 这 就 证 明了 和 希望 得 到 的 公式 
1 和 
f= act) la (12) 


最 后 证 明 序列 〈j f ,中 》 是 无 界 的 。 将 式 (11) 中 的 q(t) 代 和 人 式 (12) ， 并 利用 对 
;EL 0,27) 有 |sin 二 直 天 二 1 的 事实 ， 令 (e+ 小)1=v, 便 得 到 


Sin (n+ ) 
1 2 | Pp 
f= dt 
To / sin -1 
. 1 
Sin (n+ ———)i 
1 之 丁 | 2 ] 
| Lat 
> 天 ) 1 a 
__1 1 sinv| -= ~ | “sav dy 
vt 0 z 到 TT R=00hk ty 
1 0 站 1 《十 证》 2 ce 1 | 


开 ， = (R 十 TD)TJA 


这 是 因为 渭 和 级 数 是 发 散 的 。 霓 此 (fF. 中 ) 是 无 界 的 。 所 以 式 (8 ) ( 取 了 .= f。) 是 不 成 立 
的 。 由 于 友 是 完备 的 , 这 就 意味 着 (2) 不 能 对 所 有 的 % 者 成立。 因此 必 有 xE 大 ,使 得 (| fx) ) 
是 无 办 的 ， 而 据 /的 定义 ， 这 意味 着 x 的 传 立 叶 级 数 在 汪 = 0 是 发 散 的 。 

要 注意 ， 我 们 的 证 明 只 是 说 这 种 函数 理论 上 是 存在 的 ， 并 没有 说 如 何 去 构 造 在 i。 传世 时 
级 数 发 散 这 种 连续 函数 x。 工 。 费 叶 〈1910) 给 出 过 这 种 函数 的 例 本， 并 且 矿 。 洛 果 辛 斯 基 
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(1959) pp*，786-77 也 构造 过 一 
十 题 

1. 所 有 的 有 理 数 集 在 (a ) 实 直线 R 中 ,(2 ) 自 己 中 《〈 取 通常 的 度量 ) ,是 属于 什么 范畴 ? 

2 .整数 集 在 (ca ) 实 直线 R 中 ，(2 ) 自 己 中 〈 取 有 诱导 的 度量 ) ， 是 属于 什么 范畴 ? 

3 . 技 出 离散 度量 空间 A 中 的 所 有 稀 牙 集 。 

4. 求 只 :中 的 一 个 贫乏 铀 密 于 集 。 

5 . 证明， 度量 空间 的 子 集 术 当 且 仪 当 (用 ) “在 针 中 称 密 ， 它 才 是 稀 芯 的 。 

6 . 正明， 完备 度量 空间 和 的 贫 之 子 集 妈 的 余 集 入 十 非 贫 之 的 。 

7, (共鸣 ) 设 和 是 一 个 巴 拿 硅 空间 ,上 大 一 个 风范 空间 ， 且 了 .EB(A,VY) (n=1,2,**) 
调 征 SUuD | ,| = +ece。 诈 明 存 在 一 个 xoE 兴 使 得 SUD | 工 .x6o 用 = +co (点 xo 通常 叫 做 


共鸣 点 。 而 这 个 问题 是 想 说 明 ， 一 致 有 界 性 定理 又 叫做 共 哆 定理。) 
8 .证 明 ， 定 理 4.7-3 中 拓 的 完备 性 是 必 不 可 少 的 [5 考虑 让 中 由 所 有 的 x =(5) (对 于 
j 宕 /EN 有 号 = 0，y/ 依赖 于 x) 构成 的 子 空间 外 局， 并 取 T. 为 Tx=f.(Xx)=nE.e。 ] 
9. 访 7 了 ,= S"， 其 中 算 子 S: 2 一 是 用 (E15,5s, 4) —> (Es, Es,Es,**) 来 定义 
的 。 求 出 上 了 .x 中 的 一 个 界 ， 求 lim|| ,x， 上 工 , 目 及 liml 7.,il。 


10. (空间 co》 设 y= (yy)，WEC 是 一 个 对 每 个 x = (8&/) Eco 使 5857 都 收 敏 的 序 
列 ， 其 中 ceoC 刀 是 一 切 收敛 到 零 的 复数 序列 构成 的 子 空 间 。 证 明 317， j<ce〈 用 4.7-3) 。 

11. 设 天 是 一 个 巴 拿 赫 空间 ， 了 是 赋 范 空间 ， T.EB (X， 了 ) 对 每 个 点 xE 芝 都 使 (了 了 ,x) 
为 Y 中 的 一 个 柯 西 序列 。 证 明 (7 ,|| ) 是 有 界 的 。 

12. 在 习题 11 中 ， 若 再 假定 了 是 完备 的 ， 证 明了.x->Tx 。 其 中 TEB(X,Y )。 

13 .上 告 (x,) 是 巴 拿 灰 空 间 六 中 的 一 个 序列 ,并 且 对 所 有 的 /EX ' 使 得 (f (x,) ) 都 是 有 界 的 。 
证 明 ( |x。 1) 是 有 界 的。 z 

千 对 和 了 是 两 个 巴 拿 赫 空间 ， T.EB( 久 ,了 )，n=1,2,.…。 证 有 明 下 面 的 论述 是 等 价 

的 。 / 

(a) (TT. 中) 是 有 界 的 。 

(5) (TT,x | 〉 对 所 有 的 xEX 都 是 有 界 的 。 

(c) (lg(Tx)| ) 对 所 有 的 xE 及 所 有 的 gEF ' 痢 是 有 界 的 。 

15 为 了 说 明 一 个 函数 x 的 传 立 叶 级 数 可 以 在 x 的 一 个 不 连续 点 上 是 收敛 的 , 求 函数 


|， —- T 委 1!<0 
xX(t)= 

0 过 t<x 
NM x(it+2x7)= X(t) 


的 侍 立 叶 级 数 。 把 x 的 及 部 分 和 >。 ， 从 
9 1) 9 ，， 9 ,的 图 和 象 画 出 ,与 图 44 比 较 一 


i 1 4 习题 15 中 的 前 三 个 部 分 和 
。 让 明 在 ! = 土 nzx 级 数 的 值 为 -。， 刚 SS 
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x 的 左右 极限 的 算术 平均 。 这 是 传 立 叶 级 数 的 一 个 典型 特征 。 


84.8 强 收 敛 和 弱 收 人 委 


大 家 知道 ， 在 微 积分 中 定义 了 不 同类 型 的 收敛 〈 通 常 的 收敛， 条 件 收 仿 ， 绝 对 和 一 致 收 
和 俩 ) 。 在 序列 和 级 数 的 理论 及 其 应 用 中 ， 这 些 概 念 为 我 们 提供 了 极 大 的 适应 性 。 在 泛 函 分 析 
中 情况 是 类 似 的 ， 不 过 还 能 够 定义 更 多 的 有 实际 意义 的 收敛 概念 。 本 节 主 要 是 关于 弱 收 敛 的 
讨论 。 由 于 它 的 理论 使 得 上 节 讨 论 的 一 致 有 界 性 定理 有 了 本 质 的 应 用 ， 所 以 它 是 一 个 很 基本 
的 概念 ， 故 放 在 这 里 讲述 。 事 实 上 ， 它 是 一 致 有 界 性 定理 最 主要 的 应 用 之 一 。 

典范 空间 中 序列 的 收敛 在 $ 2.3 曾 定 义 过 ， 而 从 现在 起 ， 我 们 把 它 叫 做 强 收 敛 ， 以 区 别 
于 马上 要 引 人 的 红 收 剑 。 因 此 ， 我 们 首先 叙述 

4.8-1 定义 〈 强 收 但) ” 赋 范 空间 无 中 的 序列 (x,) 叫 做 强 收敛 的 《或 按 范 数 收敛 的 ) ， 
千 存 在 一 个 xEX ， 使 得 


lim || x.—x||=0 
有 时 也 记 作 四 

[limx。.=Xx 
或 简 记 为 

VX 


x 虽 做 (x。) 的 强 极限 ， 并 说 (x,) 强 收敛 到 x 。 
弱 收 敛 是 用 天 上 的 有 界线 性 泛 函 来 定义 的 。 
4.8-2 定义 〈 增 收 化 ) 。 典范 空间 万 中 的 序列 (x.) 叫 做 是 弱 收 敛 的 , 若 存在 一 个 x*EX， 
使 得 对 每 个 /EX “都 有 
lim f(x.)= f(x) 


w 
Xe 一 ——>% 
或 Yo 一 % 。 这 时 x 叫做 (x) 的 弱 极 限 ， 并 说 (x,) 弱 收敛 到 x。 

要 注意 ， 弱 收敛 是 指 对 每 个 /EX 4， 数列 (ao = f(x.)) 的 收敛 。 

在 整个 分 析 中 〈 例 如 ， 在 变 分 学 和 微分 方程 的 一 般 理论 中 ) 。 强 收敛 都 有 各 种 应 用 。 这 
个 概念 也 说 明了 证 函 分 析 的 一 个 基本 原则 ， 即 对 空间 本 身 的 研究 常常 要 与 它 的 对 侦 空间 关 
联 在 一 起 。 

为 了 应 用 强 收 化 的 概念 ， 我 们 必须 知道 下 面 引 理 中 所 陈述 的 一 些 基本 性 质 。 读 者 也 会 注 
意 到 ， 在 证 明 的 过 程 中 ， 我 们 要 利用 汉 恩 - 巴 拿 赫 定理 〈 中 间 要 经 过 4"3-4 及 46-1)》 和 一 
致 有 界 性 定理 。 这 本 身 也 证 实 了 这 两 个 定理 在 研究 弱 收 全 方面 的 重要 性 。 

4.8-8 引 理 《能 收 化 ) ， 设 (x,) 是 典范 空间 下 中 的 一 个 弱 收敛 序列 ， 设 .一 >x。 则 

(a) (x.) 的 弱 极 限 x 是 唯一 的 。 

(b ) (x,)》 的 每 个 子 序列 都 细 收 化 到 zx。 

”bo3。 


(c) 数列 (| x, 上》 是 有 界 的 。 


证 明 ，( a ) 假 定 x 一 > x 及 x,- 一 > y， 则 有 f (x) 一 f(x) 及 f(x.) 一 f(y) 。 由 于 
(f(x,.) ) 是 一 个 数列 ， 所 以 它 的 极限 是 唯一 的 。 因 此 f(x) = f(y)。 也 就 是 说 ， 对 每 个 
FEX 7 都 有 | 
f(x)-f(y)=f(x-y)=0 


改 根据 推论 4k.3-4，。 x = y ， 这 便 证 明了 强 极 限 的 唯一 性 。 

(b ) 由 于 (f(x%,)) 是 一 个 收敛 数列 ， 议和 (xo) ) 的 每 一 个 于 序列 都 收 伊 ， 且 和 (ff (x.,)) 
有 相同 的 极限 。 从 而 证 明了 (2 )。 

(2) 由 于 (f(x.)) 是 一 个 收敛 的 数列 ， 所 以 它 是 有 界 的 。 不 妨 设 对 所 有 的 mn 有 
人 )| 委 c/， 这 里 的 cy 是 一 个 与 f 有 关 但 与 % 无 关 的 常数 。 利 用 典范 鼎 射 C: 及- 一 下 

风 $ 4:6) ， 我 们 可 定义 g,EX” 如 下 

ga(f)= f(x,), fEX/ 

《这 里 用 g, 代替 了 gx。 ， 避 免 脚 码 又 附 脚 码 》 则 对 于 所 有 的 4 有 


|g.(f)| = |f Ye) cy 


即 序列 ( |9,(f)| ) 对 每 个 fEX’ 都 是 有 界 的 。 根 据 2.10-4 抱 /是 完备 的 ， 所 以 可 应 用 一 臻 
有 界 性 定理 47-3 ， 推 出 (| 9, | ) 是 有 界 的 ,又 根据 4.6-1, | 9,j| = 川 x.|| ,从 而 证 明了 (c)e 

读者 或 许 会 奇怪 ， 为 什么 弱 收 敛 的 概念 在 微 积 分 中 不 起 作用 。 道 理 很 简单 ， 因 为 在 有 限 
维 赋 范 空间 ， 强 收敛 与 弱 收 生 是 没有 任何 区 别 的 。 让 我 们 来 证 明 这 一 事实 ， 并 附 落 说 明 采 用 
“ 强 ” 与 “ 弱 ”这 两 个 词 的 合理 性 。 

4.8-4 定理 〈 强 收 伍 与 弱 收 仇 ) ” 设 (x.) 是 赋 范 空间 下 中 的 一 个 序列 ， 则 

(a ) 强 收敛 区 含 着 弱 收 敛 ， 并 且 有 同一 极限 。 

(b ) 弱 收 和 敛 一 般 并 不 理 含 着 强 收敛 。 

(c) 若 dim 革 <co， 则 弱 收敛 将 含 着 强 收 敛 。 

证 明 ，( a ) 根 据 定义 ，x。 一 x 意味 着 x, x 由 一 0， 并且 对 每 个 /EX 可 推出 


|f (x.)— f(x)| = f(x, x)| < 时 局 | | x.—xl~—>0 


这 吉明 YX ， >x, 
(b) 为 此 我 们 来 考虑 希 尔 伯 特 空间 万 中 的 一 个 标准 正 交 序列 (e,) o 事实 上 ， 对 每 个 
了 E 互 /都 有 一 个 黎 斯 表示 f (x) = 《x,z〉， 因 此 f(e,) = 《ez> 。 又 根据 贝 塞 尔 不 等 式 ( 见 
3*。4-6)》 有 


2 le oH zi 
这 表明 左 端 的 级 数 是 收敛 的 。 所 以 它 的 一 般 项 一 定 趋 于 零 ， 即 《e。,z》-> 0 (mco)。 这 就 意 
fl(e,) = (es ,2>—>0 
由 于 /EH' 是 任意 的 ， 所 以 得 到 e。 一 > 0 。 然 而 由 于 
9? 1l64. 


le ell:= en ~ EseEn— Cs =2, (men) 
所 以 (e,) 不 是 强 收 敛 的 。 
7 z 
(c ) 假 定 X。 一 一 >X 目 dimX=&k 多 令 {elyex…ei 是 芭 的 任意 基 ， 则 有 


Xs。 = el 十 Qt ee 十 ee 十 Qt DB 


YX=Ciei+ases 十 oo 十 ChEi 

根据 假设 ， 对 每 个 1/fEX' 有 f(x,) 一 A(x) ， 我 们 特别 取 六 ,六 如 下 
filei)=1, fi(es)=0 Cm/) 

《顺便 指出 {f 1，f2，…，fs} 为 {fe1。es。…，e，} 的 对 偶 基 ， 见 8$ 2.9 ) 则 有 
fi(xs)=a, fi(x)=a) 

因此 据 f(x,) 一 f(x*) 可 推 得 cj 一 cz， 由 此 立即 得 到 


天 
x 一 x = > (六 一 CI) es 


K 
< 之 lo: ”~al ell—>0 (2 一 co) 
=™= 1 


这 就 证 明了 (x,) 是 强 收 化 到 x 的 。 

有 趣 的 是 ， 也 存在 使 得 强 收 伊 与 弱 收 后 互相 等 价 的 无 穷 维 空间 。 例 如 7 、 舒 尔 〈《1921) 
曾 证 明 /1 就 是 这 样 的 一 个 空间 。 

最 后 ， 我 人 ] 来 研究 特别 重要 的 两 类 空间 中 的 弱 收 全 问题 。 


例子 
4.8-5 着 尔 伯 转 空间 ”在 希 尔 伯 特 空间 态 中 ，%x. 一 > % 当 且 仅 当 对 一 切 zE 九 有 (xz。，z》 
—>《%, 2 2o : : 


证 明 ， 显 然 可 由 黎 斯 定理 3.8-1 推出 。 


4.8-6 空间 1? 在 空间 1 中 (1<p<o%) ，x.- 一 >x 当 且 仅 当 

(4) 序列 (x。.j ) 是 有 界 的 ， 

(Bb) 人 当 n 一 oo 时 有 "> Ejs 中 Xu = (2E E *…)， 
X= (Es E29 °°*) 。 

证 明 ; 的 对 仿生 间 是 1， 见 2.10-7 。7' 的 邵 德 尔 基 是 (e.)， 其 中 e.= (3.) ， 即 它 的 
省 个 分 量 是 1， 其 余 为 零 。s pan (e,) 在 je 中 是 稠密 的 ， 所 以 其 结论 可 从 下 述 引 理 推 得 。 


4.8-7 引 理 〈 允 收 笋 ) ”在 赋 范 空间 也 中 ，x, 一 > x 当 且 仅 当 
(A4) 序列 (x 中) 是 有 界 的 ，。 
(B) 对 天 /的 完全 子 集 M 中 的 每 个 元 / ， 部 有 f(x )~—f (Xx).。 


江 明 ， 在 %.—>%x 的 假定 下 ， 从 引 理 4.8-3 (< ) 可 推出 (4)， 而 (B) 是 明显 的 。 
反 过 来 。 假 定 (4) 和 (5B) 成 立 。 我 们 考察 任 一 EX“ ， 并 证 明 f(x.) 一 f(x)。 
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这 媳 是 殉 收 分 的 定义 。 
根据 (和 4 )， 对 所 有 的 2 有 |x, 首 委 c， 当 c 了 到 得 足够 大 ， 也 有 ix 和 cc。 由 于 六 在 

友人 中: 十 完全 的 ， 所 以 对 每 个 /EX’,，, 任 Spat (MM) 中 都 有 序列 (f,) 使 得 f 一 。 因此 ， 
对 任意 给 定 的 。 这 0， 都 能 找到 一 个 ;) ， 使 得 

7 -fe 
进而 由 于 /jE span (M)， 根据 (B)， 有 存在 使 得 对 所 有 的 > 六 有 

If s(x) — f(x)| < 
利用 上 面 的 两 个 不 等 式 及 三 角 不 等 式 ， 对 所 有 的 n > 和 NN。 便 有 

|f C(x)—f OX) R(x) -fix )| + f(x)— f(x)) + f(x)— (x) 


<Hf -fi xl +-+ ff lx] 


由 于 / EX' 是 任意 的 ， 这 就 证 明了 x。- 一 >x。 
习 是 
1. (点 态 收 黎 ) ” 若 xsECra 的 且 x, 一 >xEC [a,6]。 证 明 (x,) 在 Ca,6] 上 是 点 态 收 
全 的 ， 凤 对 每 一 个 1t€[La,;60]，。(x,(t)) 都 是 收敛 的 。 
2 ， 设 和 了 是 贼 范 空 5 间 ， TEB (X,Y ) 且 (x,) 是 X 申 的 一 个 序列 ， 若 x 一 > x*。 ,证明 


Tx .— > 人 Tx, 


3， 若 (x,) 和 (yy， ) 羡 同 一 个 赋 范 空间 外 中 的 两 个 序列 。 证 明 :x ,一 >X 及 y。 -一 > y 蕴含 着 
Xst ys > + ys cx -一 > OX 
其 中 c 是 任 一 标量 。 
4. 证 明 ，s 一 > 交合 着 加 x 之 1x。 《用 定理 全 3-3 ) 


9. 在 赋 范 至 3| 间 文中 , 若 X， 一 >x。 ; TE 朋 : xz ,ET 多 其 中 六 = span (x， ) 《用 3j 理 4*6- 7) 


6。 苛 (xXx， ) 是 赋 范 空间 XX 中 的 弱 收 敛 序列 ， 不 妨 设 x*; 一 >x。。 证 明 ， 存在 一 个 强 收 敛 到 
Xo | |](y。)， 其 中 每 个 y ,都 是 (x,) 中 元 素 的 线性 组 从 
证 明 ; 赋 范 空间 承 中 的 任 一 闭 子 空间 VY 包含 有 了 中 元 的 所 有 弱 收 全 序列 的 极限 。 
8 ，《〈 弱 柯 西 序列 〉 实 的 (或 鼻 的 ) 赋 范 空间 对 中 的 序列 (x.) ， 若 对 每 个 /EX 
(f(x,) ) 分 别 是 RR (或 C) 中 的 柯 西 序 例 (注意 ， 这 时 当然 有 limf (x。,) 存 在 》，, 则 称 (x。) 


a 证 明 弱 柯 西 序列 是 有 界 的 。 
, 设 4 是 赋 范 空间 关中 的 一 个 集合 ， 并 且 4 的 每 个 非 空子 集 都 含有 一 个 弱 柯 本 序 列 ， 


证明 有 是 有 界 的 。 
10.( 弦 完 备 性 〉 对 赋 范 空间 外来 讲 ， 和 多 的 每 一 个 能 柯 西 学 列 者 在 六 中 是 强 收 伊 的 ， 
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则 称 沁 是 弱 完 备 的 。 若 天 是 自 反 的 ， 证 明 式 是 弱 完备 的 。 


$ 4.9 ” 算 子 序列 和 泛 函 序列 的 收 伍 


在 对 具体 情形 作 抽 象 的 描述 中 ， 例 如 在 研究 传 立 叶 级 数 的 收敛 问题 ， 揪 值 多 项 式 序 列 的 
收 全 问题， 或 者 数值 积分 方法 的 收敛 问题 ， 暂 且 举 这 几 个 ， 都 经 常 地 出 现 有 界线 性 算 于 和 泛 
函 的 序列 。 在 这 些 情 况 下 ,我 们 通常 要 考虑 这 些 算 子 或 泛 函 序 列 的 收敛 ,相应 的 范 数 序 列 的 有 
界 性 ， 或 者 类 似 的 性 质 。 

经 验 表 明 ， 上 一 节 关 于 了 赋 范 空间 的 序列 所 定义 的 强 收 剑 和 弱 收 敛 是 非常 有 用 的 概念 。 对 
于 算 于 了 .E 了 (天 ) 的 序列 ， 有 三 种 收敛 性 也 被 证 实 有 极 大 的 理论 和 实用 价值 。 它 们 是 

(1) 按 B(XX,Y ) 上 的 范 数 收 全 

(2) (7 .X) 在 Y 中 的 强 收 敛 ? 

(3) (7 ,x) 在 上 中 的 弱 收 敛 。 
其 定义 和 术语 如 下 所 述 。 它 们 是 由 J，。 冯 。 诺 伊 曼 (1929-30b) 引 进 的 。 

4.9-1 定义 〈 算 子 序列 的 收敛 ) 没 福 和 六 是 两 个 赋 郊 空间 ， (了 。) 是 空间 8(X ,了 ) 

( 1) 行 (7. ) 按 B(X， y ) 上 的 范 数 收 伍 ， 则 称 〈 了 人 ,.) 是 一 致 算 子 收 黎 的 @ ; 

(2 ) 若 对 每 个 xE 瑟 ， (了 T,x) 在 普 中 是 强 收 剑 的， 则 称 〈 了 .) 是 强 算 子 收 敏 的 ; 

(8 ) 若 对 每 个 xEX ，( 了 ,x) 在 六 中 是 弱 收 敛 的 ， 则 称 (7.) 是 要 算 了 于 收 煞 的 。 
用 公式 来 表示 的 话 、 这 就 意味 着 存在 一 个 算 子 了 ， 拓 一 了 ， 分 别 使 得 


(2) | T.x-T.|l—0 z 对 一 切 xEX 
(8) [f(T,.x)—-f(Tx)|—0 对 一 切 xEX 和 f EY 


7 分 别 叫做 (了 。) 的 一 致 算 于 极限 ， 强 算 子 极限 和 弱 算 子 极限 。 

在 上 一 池 我 们 曾 指出 ， 甚 至 在 微 积分 中 ， 在 很 简单 的 情形 中 ， 使 用 几 个 不 同 的 收敛 概念 
为 我 们 的 研究 提供 了 极 大 的 适应 性 。 尽 管 如 此 ， 读 者 对 我 们 刚刚 引进 的 很 多 收敛 概念 仍 可 能 
感到 应 覆 不 眼 和 手足 无 措 。 芯 至 会 问 : 对 算 子 序列 引进 三 类 收敛 性 为 什么 是 必要 的 ? 回答 是 : 
在 实际 辐 题 中 所 出 现 的 很 多 算 子 都 是 作为 较 简单 的 算 子 的 “ 菜 种 2 极限 而 给 出 的 ， 而 重要 
的 是 要 知道 ，“ 某 种 ”又 意味 着 什么 ? 算 子 序列 的 性 质 蕴含 着 极限 算 于 的 什么 性 质 ? 况且 ， 
在 研究 之 初 我 们 并 不 总 是 知道 在 什 么 意义 下 极限 将 是 存在 的 。 因此 ， 设 想 几 种 可 能 性 总 是 有 
用 的 。 在 特定 的 问题 中 ， 最 初 只 能 在 很 微弱 的 意义 下 来 确立 收敛 性 ， 这 样 至 少 使 研究 有 一 个 
可 靠 的 起 点 。 而 然后 为 在 较 强 的 意义 下 证 明 其 收敛 性 开发 工具 ， 这 也 是 为 保证 极限 算 子 有 
“ 较 好 ?的 性 质 而 作 的 进一步 工作 。 这 是 一 个 很 典型 的 情况 ， 例如 在 偏 微分 方程 中 ， 就 是 这 样 
考虑 的 。 | 

要 证 明 四 | | 

C1) 沪 (2)> (383) 
是 不 难 的 (并 且 极 限 相同 》， 但 反 过 来 一 般 不 真 ， 这 从 下 面 的 例子 可 以 看 出 。 


Q@" 算 千 “常常 从 这 三 个 术语 中 赂 去 。 为 了 清晰 起 见 ， 我 们 保留 它 。 
“167。 


,一 … 一 二 -- 


例 于 


4'9-2 《空间 ) 在 空间 ?中 我 们 考虑 到 序列 (7 了 ,)， 其 中 ， 了 ,人 ?~> 1? 被 定义 为 
Tx=(0, 0 0D， ET 


《7# 个 雪 ) 
这 里 x = (651,5s，*…)EB。 这 个 算 子 T ,是 线性 和 有 界 的 。 显 然 ， 由 于 T,x 一 0 =0x,(T,) 
征 强 算 于 收敛 到 0 。 然 而 ,由 于 | 了 .- 01=17. = 1 , 故 (T,) 不 是 一 致 算 子 收敛 的 ， 


4.9-3 《空间 |:) 算 子 了 . ，/?-> 1? 被 定义 为 
YYX=(0， 0 ，，。， 0 ， E19 S52 CEs») 
Me 
(nn 个 零 ) 


这 里 x = 〈5bss ve) ER ,这 个 算 子 7 了 ,是 线性 和 有 界 的 。 我 们 来 证 明 序 列 (了,) 是 弱 算 子 
收敛 到 0 的， 但 不 是 强 算 子 收敛 的 。 
人 上 的 每 一 个 有 界线 性 泛 函 了 都 有 一 个 黎 斯 表示 3.8-1， 据 3*"1-6 ， 即 


f(x) =(xyzy= 3 Ej 
= 1 


其 中 > = (6) E41* 。 因 此 ， 置 7=2+A 并 利用 了 ,的 定义 便 有 
f(T .xX) =<1 ,XxX, 2>= 了 一 了 EnOn+s 
根据 1.2-3 中 的 柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 ， 有 


|f C7 ,x) |2 = KT ,xX, 之 / :< 2 6 .2,,| a | ， 


上 式 最 后 一 个 级 数 是 收敛 级 数 的 余 和 。 因 此 当 m -co 时， 不 等 式 右 端 趋向 于 零 ， 因 而 
FT,x) 一 0 =/(0x)。 这 表明 (7T,) 是 弱 算 子 收敛 到 0 的 。 
然 血 ， 由 于 对 于 x =(1，0,0,*…) 有 : 
上 wx 一 了 ze = 1 二 1 = 2 (mn) 
故 (了 ,) 不 是 强 算 子 收敛 的 。 

由 于 线性 泛 函 是 〈 值 域 落 在 标量 域 R 或 C 中 的 ) 线性 算 于 , 所 以 式 (1)* 式 (3)， 
”和 式 ( 3 ) 直 接 可 以 应 用 ,然而 由 于 下 述 原因 , 式 ( 2 ) 和 式 ( 8 ) 变 成 等 价 的 了 。 原 来 了 ,x €1 ， 
但 现在 f,(x) ER (或 C) 。 因 此 (2) 和 (8) 中 的 收敛 性 是 在 有 限 维 〈 一 维 ) 空间 只 《或 
“TC ) 中 考虑 的 ， 而 据 定 理 4*:8-4 (c)， 式 (2 ) 和 式 ( 8 ) 是 等 价 的 。 留 下 的 两 个 概念 分 别 则 做 


(1.》 的 强 收敛 和 弱 星 收 剑 《 弱 “收敛 ) 。 
4.9-4 定 义 ( 泛 孙 序列 的 强 收效 和 允 旺 收 敏 ) 设 (/.) 是 赋 范 空间 XX 上 的 有 界线 性 泛 函 序 


列 。 Wl: | | | 
”0a》(f,) 的 强 收敛 是 指 ， 存 在 一 个 1EX 使 得 Hf. 了 中 一 0 。 并 记 为 


太一 


和 l168。 


i 
me 


(bb )(f,) 的 弱 星 收敛 是 指 ， 存 在 一 个 /EX 7 使 得 对 一 切 xEX 有 f.(x) 一 f(x)。 并 
记 为 @ | : 

f.—>/ 
(oa) 和 (2) 中 的 了 分别 叫做 (的 强 极 限 和 弱 星 极限 。 

器 到 算 了 寺 了 ,EB(X,Y)，。， 关 于 (1), (2) 和 (3) 中 的 极限 算 子 下 ， 和 一 让， 我 们 能 谈 点 什 
么 呢 ? 

在 收敛 是 一 致 的 ， 则 TEB(X,Y )， 否则 由 了 ,- 工 古 将 失去 意义 。 若 收敛 是 强 的 或 弱 
的 ， 则 了 仍然 是 线性 的 ， 但 若 半 不 是 完备 的 ， 了 有 可 能 是 无 界 的 。 

例 于 中 “有 限 非 零 序列 ”构成 的 空间 半 ， 取 1 上 的 度量 ， 是 一 个 不 完备 的 空间 。 在 
和 AA 上 定义 有 界线 性 算 子 了 ,的 序列 如 下 ， 

Tx = (61,262, 363 ,9 NE Sar1s Sur2,"") 
所以 若 jn， 了 ,x 的 第 7 项 为 156/， 若 /> ，7T.x 的 第 /项 为 5j。 这 个 序列 (TT,) 强 收 伍 
到 无 界线 性 算 子 荆 ， 了 被 定义 为 Tx%= (nm)。 71; = jE;。 

从而 ， 奋 兴 是 完备 的 ， 根 据 下 面 的 基本 引 理 ， 这 个 例子 所 表明 的 情况 就 不 能 再 出 现 。 

4.9-5 引 理 ( 强 算 子 收 钱 ) 设 TT,EB8 (对 ,了 ), 其 中 X 是 巴 拿 灰 空 间 , 了 是 赋 范 空间 。 
全 《了 了,) 是 强 算 于 收敛 到 极限 荆 ， 则 TEB(X ,YY )。 

证 明 ， 很 容易 从 下。 的 线性 性 推出 了 是 线性 的 。 由 于 对 每 个 YEA， 了 .x 一 7 x， 所 以 对 
每 个 XE ， 序 列 (T,x) 是 有 界 的 见 1.4-2 。 由 于 入 是 完备 的 ， 据 一 致 有 界 性 定 理 ， 
(| 了 全 ,| 下)》 是 有 界 的 ,不 妨 设 对 一 切 关 有 站 了 .外 委 c。 直 此 可 推出 下 了 ,zx 站 委 才 下 下着 
<c|ljxill。 这 天 含 着 7 了 x 儿 委 c|lx|。 

唱 算 子 收敛 的 一 个 有 用 判 据 是 

4.9-6 定理 〈 强 算 子 收 钱 〉 设 站 和 了 是 两 个 巴 拿 赫 空间 ，( 了 7T,) 是 8B(X ,了 ) 中 的 一 个 算 
于 序列 。( 了 了 ,) 是 强 算 子 收 化 的 ， 当 且 仪 当 

(4 ) 序 列 (站 他 ,| 是 有 界 的 。 

(8B ) 对 了 的 完全 子 集 M 中 的 每 一 x ，(T,x) 都 是 了 中 的 柯 西 序列 。 

证 明 ， 若 对 每 个 xEX 都 有 了.x 一 人 x， 则 由 于 和 是 完备 的 ， 从 一 致 有 界 性 定 理 推 出 
(A)， 而 (8B ) 是 明显 的 。 

反之 ， 假 定 (4 ) 和 (8B ) 成 立 ， 所 以 对 一 切 n 有 7,1| 二 c。 我 们 来 考虑 任 一 xE€ 访 ， 并 
证 明 ( 了 ,x) 在 六 中 是 强 收敛 的 。 设 e> 0 是 给 定 的 ， 由 于 s pan (M) 在 蕊 中 稠密 ， 所 以 存 在 
yEspan(M) 使 得 


: | xx 一》 | < 
由 于 yEspan(M)， 据 (下 ) 序 列 ( 了 .y) 是 柯 西 序列 。 因 此 ， 人 存在 必 使 得 


| T.y~- TT.y | < 9 (m,n>N) 


利用 这 两 个 不 等 式 及 三 角 不 等 式 可 得 到 
人 四 这 个 概念 比 (f,) 的 弱 收 伍 重 要 一 点 ， 而 据 4*8-2， (fn ) 的 弱 收 敛 是 指 对 一 切 gcEX' 有 gt) 一 以 ft)。 通 过 $4.6 中 
见习 题 ( 4 ) 的 典范 映射 能 够 看 出 弱 收 敛 蕴含 着 弱 星 收 倒 。 
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| T,X-— 了 .xX |= TT.x— Ty | 十 | Ty-— Tey | + | 了 my 一 TX | 
<HT.H x- y+ 


< -六 - + 一 二 =e, (m,n>N) 


这 表明 (了 ,x) 是 了 中 的 柯 西 序列 。 由 于 了 是 完备 的 ,所 以 (T 了 ,x) 在 Y 中 收敛 。 而 由 于 x EX 是 
任意 的 ， 这 便 证 明了 (7,) 是 强 算 子 收敛 的 。 

4. 9-7 推论 〈 泛 画 ) ” 巴 拿 赫 空间 XX 上 的 有 界线 性 泛 函 序列 (4 ,) 是 能 星 收敛 的 ， 且 其 极 
限 是 世上 的 有 界线 性 泛 函 ，。 当 且 仅 当 

(4A) 序列 (| 了 ,| ) 是 有 界 的 。 

( 妃 ) 对 励 的 完全 子 集 M 中 的 每 一 个 x ， 序 列 (/.(x)) 都 是 柯 西 序列 。 

这 个 推论 有 一 些 有 趣 的 应 用 ， 在 下 一 节 将 讨论 其 中 的 两 个 。 


”可 题 
1. 证 明 ， 一 致 算 子 收敛 了 ,一 了 ， 了 7T,€B(X,Y ) 蕴含 强 算 子 收敛 ， 且 有 局 一 极限 了 。 
2. 若 9.,7 .EBDB(X 7) 且 (S.) 和 (人 ,) 分 别 强 算 子 收敛 到 极限 S3 和 7， 证 了 明 (S.+7 人 .) 
是 强 算 子 收敛 到 极限 9 + 了 了 的。 
3 .证 明 ，2(X% ,了 ) 中 的 强 算 于 收敛 蕴含 着 弱 算 子 收 敛 ， 且 有 相同 的 极限 。 


4 .证 明 ， 在 上 页 脚注 注 @ 中 的 弱 收 敛 蕴 含 着 弱 星 收 化 。 若 凶 是 自 反 的 ， 证 明 其 逆 亦 威 
立 。 


5 . 强 算 子 收敛 并 不 殖 含 着 一 致 算 子 收敛 。 通 过 考察 了 .= /.: 1 一 R， 来 说 明 这 一 论 断 ， 
其 中 f ,(x)=é6,， X= (6,)。 

6. 设 T.EB(X, 了 ),n=1,2,…。 为 了 说 明定 义 4.9-1 中 “一 致 “这 个 术语 的 来 历 ， 
证 明 ， 了 .> 了 当 且 仅 当 对 每 个 se> 0 ， 都 存在 一 个 只 依赖 于 e 的 人 ,使 得 对 一 切 "> 六 和 一 
切 范 数 等 于 1 的 xEX 都 有 


| Tx- Txl<e 


7. 设 T,EB (对 ,了 )， 其 中 是 巴 拿 赫 空间 。 若 (7T,) 是 强 算 子 收敛 和 的， 证明 (j TT,]) 
是 有 界 的 。 z z 
”8. 设 T.>T， 其 中 7.EB8 (X,Y) 。 证 明 ， 对 每 个 。 > 0 和 每 个 闭 球 KCX， 都 存在 
一 个 NN 使 得 对 一 切 n 汪 >N 和 一 切 xEK 有 | 上 T.x- Tx|i| <e。 

9 .证 明 在 引 理 4.9-5 中 ， 有 中 7 <liml 7,l. 


10. 设 天 是 一 个 可 分 的 巴 拿 赫 空间 ，MC 天 是 一 个 有 界 集 。 证 明 ，M 中 的 每 一 个 序列 都 
包含 一 个 子 序列 ， 它 是 级 星 收 剑 到 尤 "中 的 一 个 元 。 


$ 4.10 在 序列 可 求 和 性 方面 的 应 用 


雹 发 散 序列 “和 级 数 》 的 理论 中 ， 弱 是 收敛 有 重要 的 应 用 。 按 通常 的 意义 发 散 序列 征 疫 
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有 极限 的 。 而 在 发 散 序列 的 理论 中 。 我 们 企图 针对 一 个 发 散 序列 指定 一 个 广义 的 极限 。 为 此 
及 采用 的 方法 吕 做 可 和 性 方法 。 
例如 ， 给 出 一 个 发 散 序列 * = (后 )， 我 们 可 以 计算 它 的 算术 平均 序列 y = (7.); 


S11+ 82 
pa 


1 = 619 Hs 一 多 JJ = 一 (和 十 十 下 )， oo. 


这 就 是 一 个 可 和 性 方法 的 例 于 。 者 y 按 通常 的 意义 收 钙 到 极限 %? 、， 我 们 便 说 x 用 这 种 方法 十 
可 和 的 ， 并 且 有 广义 极限 7。 例 如 ， 者 


1 1 1i 2 
%=(0,1,0,1,0,...) 则 y=(0 ra 


并 且 x 有 广 义 极限 。 


一 个 可 和 性 方法 者 能 表示 成 如 下 形式 
y= Ax 


其 中 x = (8&4) 和 y = (7,) 是 无 穷 的 列 和 拓 量 ,而 4 = (ao) 是 一 个 无 穷 矩 阵 , 这 里 的 n ,8=1,2,…， 
则 便 称 作为 扎 阵 方法 。 在 公式 y = 4x 中 我 们 利用 了 和 矩阵 的 习 法 ， 也 就 是 说 y 的 分 量 为 


en 一 之 Cs5s 多 n=1,2,.* (C1) 
到 了 


上 面 的 例子 是 举例 说 明 答 阵 方法 ( 息 阵 是 什么 ? ) z 

有 关 的 术语 如 下 。 由 式 ( 1 ) 所 给 出 的 方法 简称 为 4 -方法 ， 因 为 相应 的 矩阵 被 记 作 有 4。 
若 ( 1 ) 中 的 所 有 级 数 和 序列 y= (7*) 按 通常 的 意义 都 收敛 ， 则 y 的 极限 叫做 x 的 4 -极限 ， 
并 称 x 是 4 -可 和 的 。 所 有 4 -可 和 序列 的 集合 帅 做 44 -方法 的 区 域 。 

若 一 个 4 -方法 的 区 域 包 括 了 所 有 收敛 序列 并 且 每 个 站 你 序列 的 4 -极限 等 于 通常 的 极 
限 ， 邯 ， | 
Su 蕴含 芒 1 .ss， 


则 称 该 4 -方法 是 正则 的 。 
显然 ， 正 则 性 是 一 个 相当 自然 的 要 求 。 事实 上 ， 一 个 方法 若 不 能 应 用 到 一 些 收敛 的 序列 
或 者 改变 了 它们 的 极限 ,那么 这 种 方法 就 没有 实用 的 价值 。 关 于 正则 性 的 一 个 基本 判 据 如 下 ， 
4.10-1 托 普 利益 (Toeplitz) 极限 定理 (正则 可 和 性 方法 ) 具有 矩阵 4 = (aw) 的 4- 
可 和 性 方法 是 正则 的 ， 当 且 仪 当 


lim a.s=0 R=1,2," : (2) 
iim > as=1 (8) 
”0 

之 bb < f=1,2, (和 本) 


i 
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其 中 了 起 是 一 个 与 ?无 关 的 常数 。 

(a):; (2 ) 至 (4 | ) 对 于 正则 性 是 必要 的 ， / 

(5): (2 ) 至 (4 ) 对 于 正则 性 是 充分 的 。 

(a) 假 定 4 -方法 是 正则 的 。 设 % 是 这 样 一 个 无 穷 矢 量 ， 其 第 & 个 分 量 为 1 ， 其 余 分 量 
为 零 。 对 于 xx*。， (1 ) 中 的 m, = Case 由 于 序列 x% 是 收敛 的 ， 且 极限 为 0， 这 证 明了 (2 ) 必 须 
成 立 。 

此 外 ，x = (1,1,1,…) 有 极限 1， 了 而 从 (1 ) 又 看 出 w, 等 于 (8) 中 的 级 数 ， 因 此 (8 ) 必 
毁 成 立 。 

现在 让 明 对 于 正则 性 ，( 4 ) 是 必要 的 。 设 c 是 所有 收敛 序列 构成 的 巴 拿 赫 空间 ， 其 上 
的 范 效 为 

x | = sup |és| 
见 1.5-3。 在 c 上 定义 线性 泛 困 f,。 如 下 


fn(%) = Eanb mn = 1 2 (5) 
由 于 z 
faa) | Ssup le E la = CE lewd ) lx 


故 每 个 /,。 都 是 有 界 的 。 正 则 性 蕴含 着 式 ( 1 ) 中 的 级 数 对 一 切 xEe 都 是 收敛 的 。 因 此 式 (1) 
在 c 上 定义 了 线性 泛 臣 f1，f,，*… 如 下 


pf) = Sob n= 1,2. | (6) 


从 式 (5) 可 看 出 ， 对 一 切 xE€c。 当 m~>co 了 时 ,n(x)—>f (x)。 这 就 是 弱 星 收敛 ， 并 且 据 引 
理 4.9-5(T 了 = 了 ,)f, 是 有 界 的 。 据 推论 4,9-7，(f,(%)) 对 一 切 YEc 是 收敛 的 ,( 有 /站 ) 是 
有 界 的 ， 不 妨 设 


fy 对 一 切中 四 《7) 
对 任意 固定 的 mEN 定义 | 
lal/aw km 且 ge0 
sve| 
0 : - hm 或 Qun=0 


则 有 xnw= (En”))Ec， 并 且 当 xs 六 0 时 有 |xsoj =1， 当 Xam=0 时 有 | xs。 | - 0， 此 
外 。 对 一 切 m 有 : , 

fm CXnn) = Zané!" ") = 2 lc 
因此 

Blas = fan(xr) Hf (8a) 


* lf/2* 


3 lonl < C8b) 
这 便 证 明了 式 (4 〉 中 的 级 数 是 收敛 的 ， 且 从 式 〈7 ) 推出 了 式 〈《 4 )。 
(5) 现 证 对 正则 性 ( 2 〉 至 (4 ) 是 充分 的 。 用 
f (x) = 去 = 1imé, 


在 c 上 定义 一 个 线性 泛 函 /、 其 中 x = (8;) Ec。 而 从 
f(x)| = El <sup ls = | x] 
可 看 出 f 的 有 界 性 。 设 MCc 是 所 有 这 种 序列 的 集合 ， 从 某 一 项 以 后 ， 所 有 的 项 都 是 相等 
例如 ，x = (8,)EM， 则 
61 = 61+1 = 861+2 = = 6 
并 且 7 依赖 于 x 。 与 上 面 一 样 ， 则 f(x) = &， 而 在 式 ( 1) 和 式 (6) 中 有 


ij—1 wo 
n= fx)= 5 oundté Sarn 
h= 1 hj 


j— oo 
一 到 av(E， 人 E) 十 ESa,s 
站 到 了 =] 


因此 据 式 (2 ) 和 式 (8 ) 对 每 个 xEM 有 
n= fx) 0+E1=E=/(x) : (9) 


我 们 还 准备 利用 推论 4.9-7。 因 此 需要 证 明 集 合 MW 在 c 中 是 稠密 的 ， 这 里 的 4 具有 式 
(9 ) 中 所 描述 的 收敛 性 的 集合 。 设 x = (8&4) Ec 且 SEE， 则 对 每 个 e>0 存在 一 个 N 使 得 
对 Rk 之 和 N 有 : 
| 一 各 |<<e 
这 然 ， 
芯 二 (E1629 9 Bn-19 E66 °° EM 
并 且 
XX— j=(0,0,°%,0,6n— S65n+1— SS°") 


这 就 推出 了 上 x 一 志 e:， 由 于 xE€c 是 任意 的 ， 从 而 证 明了 M 在 c 中 是 稠密 的 。 
最 后 ， 根 据 式 《4 ) 对 每 个 YEc 和 一 切 n 有 


ARCO AEAPALPE AE 


因此 jj < >， 即 《jl7,1l)》 是 有 界 的 。 此 外 ， 式 〈 9 ) 意味 着 对 稠 集 M 中 的 一 切 有 


fx) (xX)。 根据 推论 4.9-7s 这 就 推出 了 /~ f。 因而 证 明了， 各 占 二 limé, 存在 ， 刚 
-> 上 。 根 据 定 义 ， 这 就 意 昧 着 正则 性 ， 从 而 定理 得 证 。 
73。 


习 是 
1. 营 查 罗 《Cesaro》 可 和 性 方法 C, 被 定义 为 ; 
1 = (和 二 n= 1,2, 
也 就 是 取 算术 平均 。 求 相应 的 矩阵 4。 
2 .把 习题 1 中 的 方法 C, 应 用 到 序列 


1 2 z 4 
) 及 » 0， 各 8 铺 16 和 32 多 


3. 在 习题 1 中 用 (7.) 表示 ($.)。 求 使 得 (7.) = (一 ) 的 《8.)。 


4 .利用 习题 8 中 的 公 武 求 一 个 不 是 C1- 可 和 的 序列 。 

5 .区 尔 德 (Holder) 可 和 性 方法 H, 被 定义 为 ， 1: 和 习题 1 中 的 C1 是 等 同 的 。 和 而 们 ， 
是 接连 两 次 应 册 碳 1 而 得 到 的 。 风 首先 取 算术 平均 ,而 然后 对 得 到 的 序列 再 取 一 和 人。 
1 : 便 是 连 红 三 次 应 用 总 1 如 此 等 等 。 对 序列 (1， 一 3，5， 一 7，9，。 一 11，。…) 施用 已 ;和 
末 ;， 并 加 以 评论 。 

6 . 《级 数 〉》 对 一 个 无 穷 级 数 ,大 它 的 部 分 和 序列 是 4- 可 和 的 , 则 称 该 级 数 是 4- 可 和 的 ， 
并 且 把 部 分 和 序列 的 44- 极 限 H 员 做 级 数 的 4-~ 和 。 证 明 1+z+2?+… 对 |z| =1，z 志 1 是 C1- 
可 和 的 ， 并 且 C :- 和 是 1/(1- z)。 z 

7.( 蒙 查 罗 的 C， 方 法 ) 给 定 (6.)， 令 o,'=6, 并 且 


OG) = gk*-1) + GK*-1) 十 。 co 十 II) Riz1， 1 二 0 1， pA 


大 对 - ~ 国定 的 AEW 和 有 77n =04" 7 + 119 则 称 (人 上) 是 C,- 可 和 的 ， 并 称 它 富有 Ce 极限 7。 
证 明 这 个 方法 有 个 优点 ， 就 是 cc 能 以 一 个 很 简单 的 方式 用 5 来 表达 ， 即 


人) uu (ntR—-1l—y» 
On 之 ， gk-1 3 


8. 关 于 级 数 的 欧 拉 方 法 。 针 对 一 个 给 定 的 级 数 卫 (1)' a1/， 把 它 变 换 成 级 数 隐 人 名 ， 


其 中 

foaj=a A'ai= A"-ia ~— /A le j=1, 2 “* 
并 且 为 了 方便 才 写 出 (~1)' (因此 ai 不 必 是 正 的 );。 能 够 让 明 这 个 方法 是 正则 的 ， 志 以 给 定 
级 数 的 收 化 性 蕴含 着 变换 级 数 的 收敛 性 ， 并 且 有 相同 的 和 。 证 明 该 方法 能 给 出 


— 1 1 1 = 一 1 ol 1 
ln2=1 oT 4 + 1e21! 2.22 - 9°23 A*24 
9 .证 明 习 题 8 中 的 欧 拉 方法 给 出 了 
x ll (ttt + ) 
arctanlr1l st 7 os 85 8567 


10 .证 明 欧 拉 方 法 给 出 了 下 而 的 结果 ， 并 加 以 评论 。 
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8 4.11 数值 积分 和 弱 星 CW-) 收 


弱 星 收 伊 的 概念 能 够 有 效 地 用 到 对 数值 积分 、 微 分 和 插值 的 研究 上 去 。 在 这 一 革 。 我 们 
来 范 碟 数值 积分 问题 ， 也 就 是 求 给 定 积 分 


| x(r)dit 


的 近似 值 问题 。 由 于 在 应 用 中 这 是 一 个 重要 的 问题 ， 所 以 已 经 开发 了 和 名 .种 方法 ， ok 
则 ， 辛 茧 生 法 则 和 比较 复杂 的 牛顿 - 柯 特 斯 公式 及 高 斯 公式 (为 了 温习 一 些 基本 的 知识 ， 见 
节 末 的 习题 集 。) 。 

这 些 方法 和 其 它 方法 的 共同 特征 是 ， 首 先 选 定 (a。6) 中 的 点 ， 即 所 谓 结 点 ， 然 后 用 x 在 
结 点 的 值 的 线性 组 合 去 通 近 未 知 的 积分 值 。 结 点 和 线性 组 合 的 系数 与 采用 的 方 寺 有关 ， 而 和 与 
被 积 昭 数 x 无 天 。 当 然 、 一 个 方法 的 有 效 性 在 很 大 程度 上 是 取决 于 它 的 精度 ， 并 且 希 望 精度 
随 着 结 点 的 增多 而 提高 。 

在 本 节 我 们 将 会 看 到 ， 泛 范 分 析 在 这 方面 能 够 提供 很 大 的 帮助 。 事 实 上， 我 们 能 对 这 些 
性 法 作出 绕 一 的 描述 ， 并 县 能 够 考察 随 着 结 点 数目 的 增加 而 产生 的 收敛 性 问题 。 

我 们 关心 的 是 连续 函数 ， 所 以 引进 由 yy = Ca, 的 上 的 所 有 连续 实 值 削 数 构成 的 巴 拿 赫 空 
间 大 = C [obJ， 其 上 的 范 数 为 


x| = max xf /= [as bi 
则 十 面 和 的 定 积分 通过 

f (x) = 人 xbDdi C1) 
在 三 上 定义 了 一 个 线性 泛 函 /。 为 了 得 到 数值 积分 的 公式 ，。 我 们 可 以 象 前 述 的 方法 一 样 来 处 
理 。 因 而 ， 对 每 个 正 整数 "我们 选 定 w+1 个 实数 

fo , 9 gy ts”) 《叫做 结 点 》 
使 得 

a<t i ti ti Eo (2) 
然后 再 选 n+1 个 实数 | 

Cs19 CCa)， “ey a") 《叫做 系数 ) 
并 通过 

fx)=B a wih ), n= 2 (3 ) 
在 上 定义 线性 泛 函 f.。 这 就 定义 了 一 个 数值 积分 程序 , 值 f.(X) 是 f(x) 的 一 个 逼近 ,其 中 
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x 征 给 定 的 。 为 了 求 出 这 个 位 序 的 粘度 ， 我 们 来 芳 察 了。 。 
根据 范 数 的 定义 ，|x(te” 儿 委 jx 下， 故 每 个 /。 都 是 有 界 的 。 因 而 


1 的 于 Jog | CD PT C4) 


为 了 后 面 的 应 用 ， 我 们 证 明 /。 有 范 数 
有 7 = leg (5 ) 


事实 上 ， 式 (4) 已 表明 7, 不 能 超过 式 《 5) 的 右 端 。 知 我 们 取 一 个 xuoE 在 J 上 满 
是 |Xo(i)| 志 1， 并 上 县 


1 ， X 2) 0 
xi)=sgnago2=| , 
Jj, a <0 


则 由 十 xo =1， 便 有 


f(x0o)= PXAA sgnag"’ = 2S ler" | 


这 就 让 明了 式 (5 )。 对 于 给 定 的 xE€ 针 ， 式 ( 8 ) 为 (x) 提供 了 一 个 近似 值 1.(%)。 当 然 ， 


象 前 面 指出 的 那样 ， 我 们 的 兴趣 是 精度 ， 并 希望 精度 随 * 的 增 大 而 提高 。 这 就 促使 我 们 提出 
下 面 的 概念 。 
4.11-1 定 义 〈 牙 伍 ) 由 (838) 定义 的 数值 积分 程序 ， 若 对 xX%E 和 有 
f(xX)—f (x) (nn~—>00) (6) 


则 称 它 对 于 这 个 x 是 收敛 的 ， 其 中 f 是 由 (1 ) 定义 的 。 
此 外 ， 由 于 求 多 项 式 的 精确 积分 是 容易 的 ， 自 然 会 提出 下 述 要 求 。 
4: 11-2 必 要 和 条件” 对 每 一 个 n， 若 x 是 一 个 次 数 不 超 过 的 多 项 式 ， 则 
f.(xX)=f (x) | C7) 
由 于 ,是 线性 的 ， 要 求 式 (7 ) 对 n+1 个 宕 函数 / 
xXo(f)=1, X(t)= tf, oy Xu(t)= 


成 立 就 够 了 。 事 实 上 ， 对 次 多 项 式 *(t)= 3 pit' 我 们 能 得 到 
f(xX)= SARED 二 5 Pif (x1) =-/ (x) 


因而 可 看 出 有 ”+ 1 个 条 件 
f(xX1)= f(%1) j=0, le 8 《8) 
我 们 证 明 这 些 条 件 是 能 够 得 到 满足 的 。' 由 于 有 2n +2 个 参数 ， 即 n+1 个 结 点 和 n+1 个 
系数 ， 可 以 利用 , 因此 我 们 能 以 一 种 任意 的 方式 选择 其 中 的 某 一 些 。 让 我 们 选择 结 点 14"，， 
”来 证 明 能 唯一 地 确定 这 些 系 数 。 | | 
在 《8) 中 岂 于 xi(tf?)= (tf")'!， 所 以 取 以 下 形式 
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s Ca) (Ti Cn) i | i 1 ji+1 piti 
Za (tL")) tdt 7 (b -a ) (9) 
二 由 了 = 0，1，.…，m 。 对 每 一 个 固定 的 n， 这 是 一 个 包含 n+1 个 线性 方程 和 n+i 未 知 数 
59，a4")，……，ak" 的 非 齐 次 方程 组 。 若 其 对 应 的 齐 次 方程 组 


Sp.) (1} = 0, 1, ***， 17 ) 
二 瞧 一 的 平凡 解 ye = 0，?yi= 0，。*…，7,= 0， 或 等 价 地 说 ， 若 方程 组 
Sth) p=0 (k= 0， ls **°, 1 ) : (10) 


有 有 唯一 的 零 解 ， 这 两 个 方程 的 系数 滤 阵 互 为 转盘 ， 则 方程 组 (9) 存 在 唯一 的 解 。 由 于 
(10) 意味 着 多 项 式 


SPit’ 


j= 人 0 


在 4+1 个 结 点 上 的 值 等 于 零 ， 而 了 y/f1 又 是 “次 的 ， 因 此 它 必须 恒 等 于 零 。 也 就 是 所 有 


的 系数 »; 者 等于零。 从 而 证 明了 式 (10〉 有 了 唯一 的 零 解 ， 式 《 9 ) 有 唯一 的 解 存 在 。 
我 们 的 结论 是 ， 对 每 个 选择 满足 式 (2 ) 的 一 组 结 点 ， 都 唯一 地 存在 使 4.11-2 成 立 的 
丧 定 的 一 组 系数 。 因此 对 所 有 的 多 项 式 相 应 的 积分 程序 是 收敛 的 ， 而 我 们 要 问 ， 为 了 使 这 个 
程序 对 Co， 的 上 的 所 有 实 值 连续 函数 都 收敛 ， 将 需要 施加 什么 样 的 附加 条 件 。 波 利 亚 《G， 
Pslya，1933) 给 出 了 一 个 针对 的 判 据 。 ~ 
4.11-3 波 利 亚 收 化 定理 数值 积分 ) 满足 必要 条 件 4.11-2 的 一 个 数值 积分 程序 ( 3 )， 
对 [a; 四 上 的 一 切实 值 连续 函数 都 收敛 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 实数 C， 使 得 


5 lc "| 委 人 对 一 切 n : 《C11) 
二 二 站 


-上 明 。 根 据 维 尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 〈 证 明 在 下 面 ), 在 实 空间 XX = C [a, 刀 中 实 系数 多 现 
式 的 集 含 矿 是 稠密 的 ， 并 且 根 据 4.11-2， 对 每 个 xE 柬 ， 程 序 (83 ) 又 都 收敛 。 从 〈5 ) 义 
可 看 出 ，( 1 六 ,ji ) 有 界 当 且 仅 当 对 某 一 实数 C_ 《11》 是 成 立 的 。 又 由 于 对 一 切 < 如 收敛 性 


7 (yx) 是 弱 星 收敛 性 /一 >/， 所 以 从 推论 4.9-7 便 证 明了 这 个 定理 。 
各 中 然 ， 在 这 个 定理 中 我 们 可 以 用 实 空间 C Ca, 6 的 其 它 任意 的 稠密 集 来 代 蔡 多 项 式 的 


-人 
此 外 ， 在 绝 大 多 数 的 积分 方法 中 ， 系 数 都 是 非 负 的 。 取 %= 1， 则 据 4.11-2 有 
1.0)= 呈 ago Sl =f = d= 6- 


所 以 《11) 成 立 。 这 就 证 明了 
，11-4 斯 秦 克 洛 夫 《〈Steklov) 定理 数值 积分 ) ”满足 4.11-2 并 有 非 负 系数 a ”的 数 
值 积分 程序 〈 8 ) ， 对 每 个 连续 函数 都 是 收 剑 的 。 
。 77。 


在 4.11-3 的 证 明 中 ， 我 们 利用 了 下 面 定理 。 

4.11-5 维 尔 斯 特 拉 斯 通 近 定理 (和 多项式)” 所 有 实 系 数 多 项 式 的 信 合 人 在 实 空间 C [a,0] 
中 是 称 密 的 。 

因此 ， 对 每 个 XE€C [a, 6 和 给 定 的 e>0， 都 存在 一 个 多 项 式 p 使 得 对 一 切 4GE[a， 的 
有 |x(t)- p(t)| < 

证 明 ， 由 于 /= [c ,的 是 条 的 ， 所 以 每 个 YELC[5a, 0 在 y 上 都 是 一 致 连续 的 。 因 此 ， 对 
任 一 2>0 部 存在 一 个 y， 其 图 是 一 个 折线 牟 ， 使 得 


_ 2 
max x(t)— y(t)| < 过 3 (12) 


首先 假定 %*(4) = %(6)、y(a)= y(b)。 由 于 > 坪 分 段 线性 和 连续 的 ， 故 其 传 立 叶 系 数 有 
如 下 形式 的 界 。 |ao |<h，| ao| 之 h/m?， |bo| <A/mz。 关 于 ce 和 bs 的 公式 〈 见 3.5-1， 其 
中 Ca, 6]= [0, 2xJ) 使 几 分 部 积分 法 就 能 看 出 这 扩 。 《也 可 参考 本 节 林 习题 10)。 因 此 ， 对 
于 y 的 传 立 叶 级 数 〔 它 表示 > 的 周期 延 拓 ， 周 期 为 60- a) ， 为 简单 起 见 ， 记 A= < 一, 则 
和 / : 


1 
2 


|ao 十 5 (amncoSskmt + bas1n kmt)| <2h(1 + 5 mm 
| mm™=1l 


)= 2k(1 tn ) (13) 


这 就 让 明了 该 级 数 在 上 一 致 收敛 。 与 y 的 连续 性 合 在 一 起 , 便 推出 这 个 级 数 有 和 > 例如， 
参考 矿 . 洛 果 辛 斯 基 〈1959， 已 .15) ] 。 所 以 ， 取 其 第 # 个 部 分 和 s。 只 要 足 够 大 ， 便 有 


max |y(t)— s.(t)| < (14) 
iEF 3 


由 于 s, 中 的 正 驴 和 余弦 函数 的 泰勒 级 数 在 / 上 也 是 一 致 收敛 的 ， 所 以 存在 多 项 式 p 《例如 
取 这 些 级 数 的 适当 的 部 分 和 便 可 得 到 》 使 得 


max |s.(+) - p(t)| < 


由 此 及 式 (12) ， 式 〈14) 和 | 

IxCt)—- p(x) yD)| + [y(t)— st) + ls.(t)— pt) 
便 得 到 

max Ix(t)—- p(t)| <e (15) 
这 是 对 满足 x(a)=x(b) 的 xE€C[La，4) 来 证 明 的 。 如 果 x(a) 志 xX (6)， 取 u(t)=x(t)-— 
y(t - a)， 拓 当地 选取 ?可 使 4(o)=w(6)。 则 对 于 4 在 4 上 存在 着 满足 凡人 一 qt 之 e 的 
多 项 式 g 。 因 此 ， 取 p(t)=g(t)+Y(i-4) 便 有 XX*- p=W-g， 从 而 得 到 满足 (15) 的 多 项 式 

J 1 z 窗 的 。 
bp 。 由 于 e 之 0 是 任意 的 ， 所 以 证 明了 VY 在 CLas 0 中 是 杭 拓 
这 个 定理 的 第 一 个 证 明 是 共 .维尔 斯 特 拉 斯 〈1885) 给 出 的 。 它 还 有 很 多 另外 的 证 明 ， 

例如 S*。N: 伯 恩 斯 坦 (Bernstein)(1912〉 曾 给 出 一 个 ， 它 提供 了 一 个 一 致 收敛 的 多 项 冯 
序列 (“ 伯 思 斯 坦 多 项 式 > ) ， 伯 恩 斯 坦 的 证 明 可 在 吉田 耕作 (K.Yosidas 1971) , pp. 


8 一 9 中 找到 。 
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习 题 
1. 和 矩形 法 则 是 〈 图 45) 
| .xz(Datshx(te + tt), h= 一 -4 
其 中 tf = G 十 (- -)1。 这 个 公式 是 如 何 得 到 的 ? 它 的 结 点 和 系数 是 什么 ? 如 何 得 到 这 个 公 


式 有 所 给 出 的 近似 值 的 误差 界 ? 
2 .梯形 法 刘 是 (图 46) 


(x dir (x + Xx), 1= -2-a 
‘0 . 


和 
| x(t) dt- tx + + Xi + -Ya) 


其 中 x= X(t)，t= a+kh 。 右 我 们 用 分 中 线性 图 数 去 逼近 x， 丧 明 这 个 公式 是 如 何 得 到 
的 。 


图 45 ”矩形 法 则 
3. 辛 壮 生 法 则 是 (图 47) 


| "x(t) (xt +4xX1+xs),» J£= 0 


b 
| x(t) div- (x 4X1 +2%2 +e 4X,.-, + xX,) 


其 中 n 是 侦 数 ，x ,= x(t)，t，= a+kh。 帮 用 一 个 在 to，t1，ts 点 和 xx 有 相同 值 的 二 次 多 . 
项 式 在 [to，ts2 了 上 去 带 近 x， 在 [ts，t42，[t4，。te2，*… 上 作 类 似 的 处 理 ， 证 明 可 以 得 到 
上 面 的 公式 。 

4, 设 (x)= 了 (x) 一 e,(%x)， 其 中 了， 是 用 梯形 法 则 所 得 到 的 一 个 逼近 。 证 朋 ， 对 任 一 
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两 次 连续 可 微 的 函数 x， 有 误差 界 
hms ex) hm he= O70 
12n° 
其 中 tho 相 11> 分 别 是 : XxX” 在 [as bj 上 的 最 大 和 最 
小 值 。 : 
5 . 辛 赣 生 法 则 在 实际 中 有 广泛 的 应 用 。 为 了 对 
精度 有 一 个 感性 认识 ， 我 们 对 积分 


1=| eat 
采用 梯形 法 则 和 六 普 生 法 则 进行 计算 并 与 实际 值 比 - 


较 之 。 到 n= 10， 其 精确 值 为 0.745824《 精 人 确 到 6 
位 有 效 数 字 ) ， 两 种 方法 所 得 到 的 值 为 


0.746211 和 0.746825 


t 0 0.1 0.2 0.,.3 D.4 0.95 0 .6 0.7 0 .8 0. 1.0 


PE -CC - 


e~1: 1.000000 0.990050 0.960789 0.913931 0.852144 0.778301 0.697676 0.612626 0.527292 D.444358 0.367879 


6 .利用 习题 4 证 明 ， 习 题 5 中 关于 0.746211 的 误差 界 是 一 0.001667 和 0.000614, 故 
0.745597<1<0.747878 / 
7 .三 - 八 法 则 是 | 
其 中 Xs= x(t) ta- a + kh, 若 我 们 用 在 结 操 to> 1 1， 1 2 ts 有 和 x 相同 值 的 三 次 多 项 式 
在 Ct。，ts1 上 去 逼近 x， 便 能 得 到 这 个 公式 ， 试 证 明之 。( 习 题 2，3，7 中 的 法则 是 牛顿 - 考 
等 斯 公式 序列 的 前 几 项 。) 
8 . 芳 虑 积分 公 却 
| x(t)dt=2hx(0) 二 7r(%) 
其 中 是 误差 。 假 设 XEC1[ 一 h， 站。， 即 xx 在 J=[- 久 站 上 连续 可 微 。 证 明 误差 可 作 如 
下 的 估计 : 
r(x)| Sh? p(x)| 


其 中 

p(X)= max [x (| 

“并 证 明 p 是 这 个 函数 空间 上 的 一 个 半 范 数 ( 见 $2,3 习题 12) 。 
9. 若 x 是 实 解析 函数 ， 证 明 
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中 h2 ht 
| xd 2h(x(0)+x”(0) 人 +x (0) 一 二 (16) 


假定 这 个 积分 有 一 个 有 形 如 2h(@-_1x( 一 上) +aox(0) +aix(h)) 的 近似 表达 式 ， 试 确定 作为 
有 hh， 有 h?，。… 的 军 孙 数 的 a-1，ao，a1 尽 可 能 与 〈16) 保持 一 致 。 证 明 这 样 做 的 结果 给 出 了 辛 
萱 生 法 则 


由 
人 xb dt (lh) + 4%(0) + x (A)) 


为 什么 这 个 推导 证 明了 这 个 法 则 对 三 次 多 项 式 是 精确 的 ? 
10. 在 维尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 的 证 明 中 ， 我 们 利用 了 连续 且 分 段 线性 函数 的 傅立叶 系数 
的 界 。 试 问 如 何 得 到 这 些 界 ? 


§ 4.12 开 映 射 定 王 


我 们 已 经 讨论 了 汉 恩 - 巴 拿 赫 定理 和 一 致 有 界 性 定理 ， 而 现在 研究 本 章 中 的 第 三 个 大 定 
理 ， 即 所 谓 开 上 映射 定理 。 它 论述 的 是 开 上 映射 ， 这 些 映 射 使 得 每 个 开 集 的 象 都 是 开 集 (定义 
在 后 面 》 。 联 想到 我 们 对 开 集 的 重要 性 的 讨论 ( 见 $1.3》 可 知 ， 开 映射 具有 普 遍 意义 。 呈 
体 地 讲 ， 开 上 映射 定理 是 讲 ， 在 怎样 的 条 件 下 一 个 有 界线 性 算 子 是 一 个 开 上 映射 。 同 一 致 有 界 性 
定理 一 样 ,我 们 仍然 需要 完备 性 ,这 个 定理 又 一 次 展示 了 ， 为 什么 巴 拿 灰 空 间 比 不 完备 的 峰 范 
空间 更 完满 。 这 个 定理 也 给 出 了 ， 在 怎样 的 条 件 下 一 个 有 界线 性 算 子 的 逆 也 是 有 界 的 。 开 了 贞 
射 定理 的 证 明 也 是 基于 $ 4.?7 中 所 阐明 的 贝尔 范畴 定理 。 

我 们 从 介绍 开 上 映射 的 概念 开始 。 

4.12-1 定 义 〈 开 映射 ) ” 设 人 和 了 是 度量 空间 ，T: 2B(7T)>Y 且 域 2(T)CAX。 击 
9 (T) 中 的 每 一 个 开 集 在 T 之 下 的 象 都 是 了 中 的 开 集 ， 则 称 工 是 一 个 开 瞎 射 。 

要 注意 ， 若 映射 不 是 满 射 ， 我 们 必须 留心 下 面 两 种 说 法 的 区 别 : 

(a) 作 为 从 其 定义 域 到 了 的 映射 是 开 的 ， 

(5b) 作 为 从 其 定义 域 到 其 值 域 的 映射 是 开 的 。(6) 比 (a) 弱 一 些 。 例 如 ， 者 CY， 用 
x >x 定义 的 从 天 到 Y 了 的 映射 是 开 的 ， 当 且 仅 当 半 是 了 的 开 子 集 。 而 由 x (>x 定 义 的 从 芭 到 
所 值 域 上 〈 和 上) 的 映射 在 任何 情况 下 都 是 开 的 。 

此 外 ， 为 了 防止 混 漂 还 要 记 住 ， 根 据 定 理 1.3-4， 连 续 映 射 了 ， 关 一 了 有 这 样 的 性 质 ， 
yy 中 的 每 个 开 集 的 送 象 都 是 卫 中 的 开 集 。 这 并 不 意味 着 了 映 久 中 的 开 集 到 了 中 的 开 集 上 。 例 
BH 本 + :一 sint 所 定义 的 有 贞 射 六 : R->R 是 连续 的 ， 但 它 映 (0, 2x7) 到 [- 1 1 上 。 

4.12-2 开 映射 定理 ， 有 界 逆 定理 从 巴 拿 赫 空间 XX 到 巴 拿 灰 空间 Y 上 的 有 界线 性 算 于 了 
足 一 个 开 映 射 。 因 此 ， 车 是 对 射 ，T-! 是 连续 的 ， 因 而 也 是 有 和 田 的 。 

很 容易 从 下 面 的 引 理 推出 这 个 定理 。 / 

4 12 3 引 理 《 开 单位 于 从 巴 拿 衬 空间 碟 到 巴 拿 痔 空间 了 上 的 有 界线 性 算 子 了 有 这 样 
一 个 性 质 ， 开 单位 球 B。= 也 (0;1) 己 耻 的 象 T(B。) 含 有 了 的 一 个 纵 0 为 中 心 的 天球 。 


证 明 : 证 明 过 程 分 以 下 几 步 ; ,181 。 


-一 -一 一 -一 


(a) 证 明 开 球 8 ,= 有 (0，- 寺 ) 象 的 闭 包 T(B ,) 含 有 一 个 开 球 B*。 


” (5) 证 明 T(B,) 含有 一 个 开 球 让 .， 玉 ,是 以 0 E€ 了 为 中 心 的 ，8,= B(0，2-")CX。 
“(co) 证 明 T(B6) 含有 一 个 以 0 EY 为 中 心 的 开 球 。 其 详细 证 明 如 下 ， 
(al) 与 子 人 第 4CX 有 关 的 集合 aA (a 是 一 个 标量 ) 和 4 +w(wEXX ) 分 别 定义 为 
oA= {xEX|x=aa, a€EA} (图 48) C1) 
A+t+w= {xEX|xX=atw, aEA} (图 49) (2) 
而 对 于 三 中 的 子 集 ， 有 类 似 的 定义 。 


图 48 公式 (1) 的 说 明 图 49 公式 《2) 的 说 明 


我 们 来 考虑 开 球 8 ,= B (03 玫 -) 己 六。 任 一 固定 的 x*EX， 只 要 实数 h 取 得 足够 大 〈&> 
2j|x|)， 便 有 xE8B ,。 因 此 ， 


X= UkB, 
hs=1 
由 于 了 证 满 射 且 是 线性 的 ， 政 
: Y=T(X)= TU. pgB1)= UT(BY)=U 有 大 (万 (8) 


要 注意 ， 由 于 并 集 已 经 是 整个 空间 YY， 所 以 即使 取 闭 包 也 并 没有 增加 什么 点 ， 故 有 式 (3) 中 
的 关系 。 因 为 了 是 完备 的 ， 所 贝尔 范畴 定理 4.7-2 它 在 自己 内 是 非 贫 乏 的 。 注 意 (3) 和 4.7-2 
中 的 (1) 是 类 似 的 ， 因 此 可 得 出 结论 ， TC(B 71) 一 定 含有 某 一 开 球 。 这 就 推出 T(8,) 也 含 
有 一 个 开 球 ， 比 如 说 ，B*= B (yo，e)CT(B 1)。 从 而 推出 


B*- y= B(0, eCT(B)- Yo / (4) 
(b) 现 在 来 证 明 ;, B* 一 yeC 了 T( 万 。) 其 中 召 。 就 是 引 理 中 所 给 出 的 。 如 果 能 证 明 
T(B1)-y. CT(B,) (5) 


也 就 够 了 ( 见 式 (4)) 。 
访 yET(BI)-y0os 则 y+ yo€ 元 ,而 要 记 住 也 有 yeETCET ; ) .根据 1.4-6(a), 有 


4 二 Tw,€T7T(B) 使 得 4. 一 y+ yo 
一 Tz,ET(B 1) 使 得 ww 一 人 y。 


由 于 ww,，2.€B 1， 并 且 B ,的 半径 为 二 故 有 
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wm 2 jiw, ll + | z, | < + 1 
Hrilrw, ~ 2,.€ Bo。 而 从 
7 (z, — 2,) = Tw,-— Tz = 1 一 UVU—>Yy 
出 | 
B*- yo= B(0; eCT(B) (6) 
设 B,= B(0，2-")CXX。 由 于 了 T 是 线性 的 ， 故 有 了 T 了 (B,)=2-"T(B。)“ 从 而 由 式 (6) 可 得 
V .= B(0, 2-"e CT(B,) (7) 
(C) 最 后 证 明 


1= B(0; -eST(B,) 


文 只 更 证 明 每 个 yE 广 : 孝 落 在 (4 oo) 中 就 驶 了 。 所 以 任 取 yE 斑 :。 在 式 (7) 中 令 n=1， 便 
他 让 忆 T(B1)。 因 此 yET(B1)。 据 1.4-6(a) 一 定 存在 某 一 vc€ 7T(B ,) 接 近 y>， 满 足 |v- 
y 二 e/4。 而 v€T(B,) 意 味 着 存在 基 一 x*1€8B ,使 得 T 了 x,=w。 因 此 

ly- Txi|l<e/4 四 
扫 此 并 在 (7) 中 到 n= 2， 便 看 出 yy 一 Tx.EVCT(B,)o 和 前 面 一 样 可 推出 ， 存在 x:€ 8B， 
全 (yy— Tx1)— Tx | < 一 


因此 y- Tx,- TxsEV CT0B。)， 依 此 类 推 。 到 第 n 步 便 能 选 一 个 x.€ 8 .满足 
ly- Tx, | < 5 (n= 1,2, °°) (8) 
hm 1 
令 z -x+xs +o+xus 由 于 xiEB， 故 有 jx,|| <1/24。 对 于 nr>m， 这 便 给 出 


zz 所 了 xl< 之 B70 (m—>o0) 
| db he 二 + 1 


因此 (z。) 是 一 个 柯 西 序列 。 因 为 基 是 完备 的 ， 故 (2.) 是 收敛 的 ， 厅 妨 设 z2.>x*。 而 由 于 8 6 的 
半径 为 1， 并 且 | 


EAL Sr / 吉 (C9) 


ww xE€B。。 又 由 于 人 是 连续 的 ， 故 Tz->Tx， 而 (8 又 表明 了 x= y， 故 >ET( 9)。 

定理 4.12-2 的 证 明 我 们 来 证 明 关 中 的 每 个 开 集 4 的 象 了 (4), 在 Y 中古 开 案 。 为 此 ， 

只 要 证 明 对 每 个 y= TxET(A4)， 集 合 T(A4) 都 含有 一 个 以 y= 了 x 为 中 心 的 开 球 就 行 了 。 
没 w= TxET(A)。 由 于 4 是 开 的 , 故 它 含 有 一 个 以 x 为 中 心 的 开 球 。 因 此 4 一 < 含有 有 一 
个 以 0 EX 为 中 心 的 开 球 。 设 这 个 开 球 的 半径 为 r+， 并 令 R= 1/r。 故 r=1/k。 则 k(44 一 ) 合 
右 开 单位 球 B(0，1)。 而 据 引 理 4.12-3，T(h(4 一 *))= 和 TT(4)- 了 x] 含有 一 个 和 0 为 
mb 心 的 开 球 ,所 以 了 (4) - Tx 也 含有 一 个 以 0 为 中 心 的 开 球 。 因 此 人 (4 ) 含 有 一 个 以 了 x= y 

为 中 心 的 开 球 。 由 于 yET(4 ) 是 任意 的 ， 故 T(4) 是 开 的 。 
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最 后 ， 厂 了 !; 了 一 么 存在 ， 因 为 了 是 开 了 映射 ， 所 以 据 定 理 1.3-4 知人 -是 连续 的 。 损 

定理 2.6-10 知 了 :是 线性 的 ， 所 以 据 定 理 2.7-9 得 出 人 -1! 是 有 界 的 。 
习 题 

1. 正明 : 由 (1 > ) ->(Ei) 抽 定义 的 有 映射 了， R “一 ~R 证 开 的 ,由 (6 £2) 一 (1,0) 有 所 
定义 的 有 鼎 射 了 ，R?:->R 2 是 开 上 爱 射 吗 ? 

2. 证 明 ， 开 映射 不 必 鼎 闭 集 到 闭 集 .上 。 

5 .推广 式 《1) 和 式 (2)， 我 们 能 够 定义 

4+ 了 ={XEYX=a+p a€EA, bEB} 

其 中 4 ,CA 。 为 了 熟悉 这 种 记 评 ， 求 ac4，4 +w， 
4+4， 其 中 4 = {1，2，3，4}。 解 释 图 50。 

4. 证 明 式 《9 ) 中 的 不 等 式 是 严格 的 。 

5. 设 是 这 样 的 一 个 赋 范 空间 ， 其 中 的 点 是 只 有 有 
限 多 个 非 零 项 的 复数 序列 x= (后 )， 其 范 数 定 义 为 
| x | = sup si 。 设 荆 ， 和 一 六 被 定义 为 


y= Tx (bi, és, és, «) 图 50 平 下 的 条 合 A,B 和 人 
证 明 二 是 线性 有 界 的 ， 但 人 了- ! 是 无 界 的 。 这 和 4.12-2 矛盾 吗 ? 

6. 设 六 和 了 是 巴 拿 赫 空 间 而 了 ， 革 一 了 是 一 个 有 界线 性 内 射 算 于 。 证 明了 7 1， 名 (了 ) 一 
义 当 有 目 仪 当 多 (本 ) 在 了 中 是 闭 的 它 才 是 有 界 的 。 

7 . 设 式 和 亚 是 巴 拿 赫 空间 ， 了 :天王 是 一 个 有 界线 人 性 算 了 于。 若 了 是 对 射 ， 证 明 存 在 正 
实数 a 和 5 使 得 a xj 万 Txj 6 上 x 对 一 切 xEX 成 立 。 

8. (等 价 范 数 ) 设 |. 1: 和 | :是 矢量 空间 芭 上 的 两 种 范 数 ， 且 使 得 :=(， 
| 上 赴 ) 和 Xs = (对 ， 吓 .| ;) 都 是 完备 的 。 大 上 x, 1->0 总 是 理 含 着 x, | :一 0， 证 明 兴 ， 
中 的 收敛 列 含 着 元: 中 的 收 伍 ， 反 之 亦 然 。 并 且 存 在 正 数 a 和 如 使 得 对 一 切 xYE 和 有 

4||x i 和 |x| ,5 x1 z 
《注意 这 些 范 数 是 等 价 的 ， 见 定义 2.4-4.) 

9. 设 陡 1=( 写 ， 有 :中 1) 和 半 ,= (大 ， 站 |:) 是 巴 拿 赫 空间 。 寿 存在 常数 c 使 得 对 一 切 
xE 针 有 x1 志 c 上 x | ,。， 证 明 存 在 常数 k 使 得 对 一 切 xEX 有 | 上 x 上 ,二 x: (所 以 这 
两 个 范 数 是 等 价 的 ， 见 定义 2.4-4)。 

/ 10. 从 381.3 我 们 知道 ， 度 量 空间 已 的 所 有 开 于 集 构成 的 集合 .叫做 的 一 个 拓扑 。 因 
此 ， 尔 量 空 间 了 上 的 每 一 个 范 数 定 义 了 外 的 一 个 拓扑 。 若 他 上 有 两 个 范 数 使 得 六 ,= (X， 
于 9 和 X= (XX，|。 1 ,) 都 是 巴 拿 赫 空 间 , 并 且 由 和 -和 :1 定义 的 拓扑 六 ! 和 .7 ， 
请 帮 .9 ;一 .9 2， 证 明 . 关 ,= . 因 :。 


§ 4.13 闭 线性 算 子 ， 闭 图 定理 
不 是 所 有 的 实际 上 重要 的 线性 算 子 都 是 有 界 的 。 例 如 ，2.7-5 中 的 微分 算 子 是 无 界 的 ， 


* 184. 


并 且 在 量子 力学 和 其 它 的 应 用 中 要 经 常用 到 无 界 算 子 。 然 而 ， 实 际 上 分 析 者 喜欢 使 用 的 所 有 
线性 算 子 都 是 所 谓 的 闭 线 性 算 子 。 所 以 值得 介绍 一 下 这 些 算 子 。 在 这 一 节 我 们 定义 丹 形 空间 
上 的 闭 线性 算 子 并 考察 它们 的 某 些 人 性质， 特别 是 关于 重要 的 闭 图 定理 。 闭 图 定理 给 出 了 书 拿 
读 吧 加 上 的 财 线 性 算 子 定 有 界 的 充分 条 件 。 

对 希 尔 伯 特 空间 中 的 闭 线性 算 子 和 其 它 的 无 界 算 子 的 较为 详细 的 研究 ， 将 在 第 十 章 给 
出 。 而 其 在 量子 力学 中 的 应 用 在 第 十 一 草 给 出 。 

让 我 们 从 定义 开始 。 

4.15-1 定 义 〈 闭 线性 算 子 ) ” 设 和 和 了 是 赋 范 空间 ， 而 了 :多 (7 了) 一 了 有 是 一 个 线性 算 
子 ， 并 且 2(7DCSCAX。 各 了 的 图 


ZT)={(x, y) xED(T), y= Tx} 


在 赋 范 空间 XX x 了 中 是 闭 的 ， 则 称 是 闭 线性 算 子 。 在 XX x 了 中 的 两 个 (矢量 空间 的 》 代 数 
运算 象 通 笛 那样 定义 为 
(YX 1s yi1)+ (xX.+y2) = (X1+ Xe, yi 十 ya) 
CQ X， y) = (ax, a y) 
(a 是 一 个 标量 )， 并 且 汪 x YY 上 的 范 数 被 定义 为 @ 
| x, = (1) 
在 什么 条 件 下 闭 线性 算 子 将 是 有 界 的 ? 重要 的 闭 图 定理 给 出 了 一 个 回 洁 。 
GJ(T)CX。 若 多 (7 了 ) 在 天 中 是 闭 的 ， 则 算 子 了 是 有 界 的 。 
证 明 。 我 们 首先 证 明 由 范 数 〈 1 ) 定 义 的 赋 范 空间 A x yY 是 完备 的 。 设 (2z,) 是 革 XY 中 的 
苛 西 序列 ， 其 中 z, = (Xx:，y,)。 则 对 每 个 e 之 0 存在 一 个 信 ， 使 得 对 一 切 wm，n 这 入 有 
liz — za) = 外 xs 一 xs + 首 ? 一 2 站 <s 《777， n>N) (2) 
因此 kx 和 (加 ) 分 别 是 天 和 了 中 的 柯 西 厦 列 。 而 由 于 姜 和 是 完备 的 ， 故 它们 是 收 贫 的 ， 不 
访 设 Xe 一 xX，ys 阅 yy。 在 (2) 中 令 mco， 对 于 >N 便 有 |]z.->z| 委 se 这 就 证 明了 
2.>z= (x，y»)。 由 于 柯 西 序列 (z.) 是 任意 的 ， 故 站 Xx 了 是 完备 的 。 
根据 假设 ， 多 (了 ) 在 Xx 了 中 是 闭 的 ， 多 (了 T) 在 中 是 财 的 。 据 1.477， 故 多 (了 T) 和 
9 (T) 都 是 完备 的 。 现 考虑 映射 i 和光 
PpP:g(T)-»2(T) 
(Xxx, TX)!—>x 
尸 是 线性 的 。 又 因为 
Pex, Fx) = 站 和 目 委 首 x 作 十 才 卫 x 上 = 首 (%， Tx) | 
所 以 乙 是 有 界 的 。 由 于 有 逆 肌 射 
P-'::B(T)->Z(T) 
x Ix, Tx) 


i 


他 的 范 数 定义 见习 题 2。 
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故 尺 是 对 射 。 由 于 多 (人 了 ) 和 多 (T) 是 完备 的 ,所 以 能 够 应 用 有 界 闭 定 理 4.12-2, 并 且 看 出 己 -: 
是 有 界 的 ， 不 妨 设 上 (x， 了 Tx)| 委 2 站 x 上 | 对 某 一 个 5 和 一 切 xE 儿 (了 ) 都 成 了 六。 则 因为 


I Tx Txll + xl= |x, Tx) <6olxl 


对 一 切 x€ 多 (TT) 成 立 ， 故 TT 是 有 界 的 。 | 
根据 定义 ， 多 (TT) 是 闭 的 ， 当 且 仅 当 z= (x，》)E 多 (T) 壮 含 着 zE9(T)。 从 定理 
1.4-6(a) 又 可 看 出 ， 2E€E 多 (TT) 当 且 仅 当 存 在 z= (x%。。7Tx。)EB8 (了 ) 使 得 zz， 因 此 有 


Xx, Tx.—>y (8) 


并 且 z= (x，y)Eg(T) 当 且 仅 当 xE€9(T) 和 y= Tx。 这 就 证 明了 下 述 有 用 的 判 据 ， 这 个 
判 据 措 述 了 常用 作 定 义 线性 算 子 的 闭 性 的 一 个 性 质 。 

4.13-3 定 理 ( 闭 线性 算 子 )” 设 TT: 儿 (7T)-> 了 是 一 个 线性 算 子 ， 其 中 多 (7T)CAXA, 并 
且 匀 和 了 都 是 赋 范 空间 。 则 了 是 闭 的 当 且 仅 当 它 有 下 述 性 质 ， 若 x,->x 且 T x, 一 y ， 其 中 
x.ESg (7T), 则 xES(T) 且 Tx=y。 

荣 特 别 注意 ， 这 个 性 质 与 有 界线 性 算 子 的 下 述 性 质 是 不 同 的 。 若 线性 算 子 了 是 有 界 的 ， 
因而 是 连续 的 ， 又 若 (x,) 是 多 (人 ) 中 的 序列 且 在 多 (7 中 收敛 ， 则 (全 x。) 也 收 化; 见 1 .4-8。 
这 对 闭 线 性 算 子 来 说 不 一 定 成 立 。 然 而 ， 若 人 是 闭 的 县 含 (7) 中 的 两 个 序列 (xz.) 和 (25.) 收 全 
到 相同 的 极限 ， 又 车 对 应 的 序列 (Tx,) 和 (Tz。) 也 都 履 敛 ， 则 它们 也 有 相同 的 极限 〈 见 3 
6) 。 

4.13-4 例 子 〈 微 分 算 子 》 设 X= Cro, 和， 


T:BT)—X 
XxX/ 


其 中 “表示 微分 ， 和 未 有 和 红歌 <EX 和 的 于 和 加 则 全 不 是 有 界 的 ， 
但 是 | 闭 的 。 

证 明 ， 从 2.7-5 可 看 出 T 不 是 有 界 的 。 我 们 应 用 帘 更 4. 13-3 来 证 明了 全 是 闭 的 ;5 设 (x。) 是 
多 (7T) 中 的 序列 且 使 得 (x。) 和 (7 了 x。) 都 收敛 ， 不 炉 设 


XX 和 Tx, = xx 


由 于 按 CCc0，1) 的 范 数 收敛 是 在 C0， 1 上 的 一 致 收 伍 ， 从 xy 可 得 
| ycrdr= [ limx,’ (Tt)dtT= lim (x CV dt) (0) 
J 0 -0 no0 NPoo » | 


证 
x(D=x(O +| yDdr 


和 站 “ re 
到 al 
和 人 
~ . 


~ > 的 
文 就 证 明了 x€ 多 (T) 且 x = y。 从 而 所 定理 4.13- 3 推出 了 全 是 闭 > _ 
加 值得 注意 的 是 ， 在 这 个 例子 中 BB(T) 在 六 中 不 是 内 的 否则 娄 据 闭 图 定理 7 将 定 生 全 


的。 
心性 算 子 的 闭 福 并 不 部 含 着 它 的 有 界 性 。 及 之 ， 点 相 全 于 的 有 异性 也 不 缉 合 状 站 性 。 
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证 明 ，4.13-4 已 经 说 明了 第 一 个 断 语 ， 而 用 下 面 的 例子 可 说 明 第 二 个 断 语 。 设 了 : 
ZLT) 一 ZZ(T)CX 是 多 (TT) 上 的 恒 等 算 子 ， 且 多 ( 荆 ) 是 峰 范 空间 XX 的 一 个 真 稠密 于 空间 。 
显然 是 线性 和 有 界 的 。 然 而 ， 了 不 是 闭 的。 这 个 结论 直接 从 定理 4.13-3 可 以 推出 ， 若 取 
XE 一 多 (了 T 了 ) 及 BZ (了 ) 中 收 钱 到 x 的 序列 (Xx.,)， 便 可 看 出 。 

我 们 的 讨论 似乎 表明 ， 关 于 无 界 算 子 其 定义 域 的 规定 和 延 招 问 题 可 能 起 着 基本 的 作用 。 
事实 的 确 如 此 ， 在 第 十 章 将 会 较为 详细 地 看 到 这 点 。 刚 才 我 们 证 明 的 论断 走 相 当 含 焰 的 ， 更 
肯定 些 有 

4.15-5 引 理 〈 闭 算 子 ) 设 了 ， 脏 (7 了 7) 一 了 是 一 个 有 界线 性 算 子 ,其 定义 域 多 (7 )CA， 

奋 生 和 下 是 赋 范 空间 。 则 站 

(O) 若 多 (了 ) 是 邢 的 团子 集 ， 则 了 是 闭 的 。 

CO) 若 了 是 闭 的 且 节 是 完备 的 ， 则 一 (了 了) 是 入 的 闭 子 集 。 

证 明 ， (a) 奋 (X。) 均 是 多 (T) 中 的 收敛 到 * 的 序列 且 使 得 (了 TX， ) 世 收 化 。 则 由 于 琉 (7) 是 
的， 故 有 xE€ 多 (T) = 号 (了 ), 又 由 于 了 是 连续 的 , 故 7 了 x, 人 xz。 因此 据 定理 4.13-3 知 了 
征 | 司 的 。 


(b) 对 于 xE 儿 (T), 在 2 (T) 中 存在 序列 (x。) 使 得 x.~>x ; 见 1.4-6。 由 于 了 是 有 界 的 , 故 
| 1 Xu 一 7 Xu | 一 | (xs— Xm) 外 委 | I | || x。 一 X。 || 


六 表明 (Tx,) 是 一 个 柯 西 序列 。 由 于 了 是 完备 的 ， 故 它 是 收敛 的 ， 不 妨 设 了 x,yE 了 。 由 
于 了 是 闭 , 所 4.13-3 有 xE9B9(T) ( 且 Tx=y) 。 因 为 XE€B(T) 是 任 取 的 ， 所 以 多 (7T ) 是 
二 的 。 
二 题 
1. 证 明 ( 1》 在 了 x 了 上 定义 了 一 个 范 数 。 
”在 赋 范 空间 和 和 了 的 积 空间 Xx 了 上 的 其 它 常用 范 数 还 有 


| Cx, y=max{l||x|, jyi|} 
及 
i x, Ho= (xi ?+ yD) 


仿 证 它们 是 满足 范 数 公 理 的 。 

35. 证明， 线性 算 子 和， 了 的 图 多 (7T) 是 大 xx 了 的 一 个 天 量 了 于 空间 。 

4 若 定 义 4.13-1 中 的 革 和 了 是 巴 拿 赫 空间 ， 证 明 在 = 半 xY 上 用 (1) 定义 范 数 后 
是 一 个 苞 盒 赫 罕 | 鲁 。 

5 《省 ) 若 闭 线性 算 子 T 了 的 逆 T-! 存 在 ， 证明 T-! 也 是 一 个 闭 线 性 算 寺 。 

6 _ 没 荆 是 一 个 闭 线性 算 子 。 若 多 (了 ) 中 的 序列 (x。,) 和 (z,) 收敛 到 同一 个 极限 *， 又 者 
(yx 和 (下 5) 也 收敛 ， 证 明 (Tx,) 和 (7 3%,) 有 相同 的 极限 。 

7 .从 册 岁 定理 推 册 定理 4.12- 2 的 第 二 个 论断 。 

8 . 设 六 和 了 是 赋 范 空间 , 有， 大 一 了 了 宛 一 个 闭 线性 算 子 。(a) 证 明 紧 子 集 CCX 的 角 4 在 
天 中 是 财 的 。 (2) 证 明 紧 子 集 及 CY 的 逆 象 8 在 基 中 是 闭 的 。《 见 定义 2.5-1。) 

9. 若 T: 天 一 了 是 闭 线性 算 子 ， 其 中 蕊 和 Y 是 赋 范 空间 且 了 是 紧 的 。 证 明了 是 有 界 有 的 。 
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10 . 设 站 和 了 是 赋 范 空间 且 半 是 紧 的 。 若 了 苹 一 了 是 闭 的 线性 对 射 算 子 ， 证 明了 -是 
有 界 的 。 

11.《〈 堆 空间 ) 证 明 ， 闭 线性 算 子 了 ， 有 一 了 的 零 空间 .和 (了 ) 是 入 的 财 子 空间 。 

12 . 设 从 和 了 十 赋 范 空间 。 若 了 1: 天 一 了 是 一 个 闭 线 性 算 子 且 了 :E 呈 (4，Y)， 证 明 
7 + 了 :和 古 一 个 团 线 性 算 子 。 

15 , 设 了 是 一 个 团 线性 算 子 ， 其 定义 域 多 (7 ) 在 巴 拿 赫 空间 X 中 ， 而 其 值 域 .多 (7 ) 在 赋 
范 空 六 了 中 。 若 了 -1 存在 且 有 界 ， 证 明 . 多 (了 ) 是 闭 的 。 

14 .假设 级 数 32 的 一 般 项 是 区 间 J = [0，1] 上 的 连续 可 微 函 数 ， 且 该 级 数 在 7 上 一 致 收 
化 并 和 和 xx ,此 外 ， 还 假定 Bu 在 /上 也 十 一 致 收 伍 。 证 明 x 在 (0,1) 上 是 连续 可 微 的 ， 且 
X/ = SU 

15。( 闭 延 拓 ) 设 了 了 : 多 (7 ) 一 了 是 一 个 线性 算 子 ， 儿 (了)CX， 且 XX 和 了 Y 是 巴 拿 赫 空 
间 ， 儿 (7 ) 为 荆 的 图 。 证 明 ， 当 且 仪 当 多 (TT) 不 含有 形 如 (0，y) 的 元 素 ， 其 中 y 志 0， 了 了 有 
一 个 延 拓 入， 且 信 是 一 个 闭 线性 算 子 并 且 有 图 儿 (7T)。 
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第 五 章 巴 拿 赫 不 动 点 定理 的 应 用 


本 章 是 选 学 内 容 ， 所 包含 的 材料 其 余 各 章 并 不 利用 。 

学 习 本 章 只 要 求 具备 第 一 章 的 知识 〈 不 要 求 二 至 四 章 ) 。 所 以 ， 如 有 必要 ， 可 紧 接 着 第 
一 章 进 行 学 习 。 

包 拿 赫 不 动 点 定理 ,作为 出 现在 分 析 的 各 个 不 同 分 支 中 的 存在 和 唯一 性 定理 的 共同 源泉 ， 
无 疑 是 非常 重要 的 。 就 这 种 意义 来 看 ， 这 个 定理 也 深刻 地 说 明了 :， 泛 函 分 析 方法 有 统一 各 个 
数学 分 支 的 威力 。 当 然 ， 也 说 明 不 动 点 定理 在 分 析 中 的 有 效 利用 。 

本 章 内 容 概要 


已 拿 赫 不 动 点 定理 或 压缩 映 象 原理 5.1-2, 是 研究 完备 度量 空间 中 的 某 种 自 映 射 〈 上 压缩 贾 
射 , 见 5.1-1)。 它 给 出 了 映射 不 动 点 ( 自 喘 射 点 ) 的 存在 与 唯一 的 充分 条 件 。 周 时 也 提供 了 一 个 
允 近 不 动 点 的 迭代 程序 和 误差 界限 ( 见 5.1-3〉。 我 们 还 要 研究 这 个 定理 在 三 个 重要 领域 中 
的 应 用 ， 即 

线性 代数 方程 ( §$ 5.2》， 

常 微分 方程 ($5.3) ， 

积分 方程 《8$5.4) 。 
还 有 其 它 方面 的 应 用 《例如 ， 偏 微分 方程 》， 要 讨论 它们 则 需要 较 多 的 预备 知识 ， 


$ 5.1 已 拿 赫 不 动 点 定 班 
T 是 映 集合 半 到 XX 的 一 个 映射 ， 如 果 有 xE 久 使 得 


TxX=xXx 

(在 TT 之 下 保持 不 变 ) 也 就 是 x 的 象 T x 与 x 重合 ， 则 称 x 为 映射 全 的 一 个 不 动 点 。 

例如 ， 平 移 没 有 不 动 点 ;平面 绕 定 点 的 旋转 有 一 个 不 动 点 (旋转 中 心 ) 。R 到 RR 的 映 
射 ，x I>x*， 有 两 个 不 动 点 (0 和 1》， 而 从 R: 到 51 轴 上 的 投影 (61，54) ”51， 则 有 万 
认 多 个 不 动 点 (#1 轴 上 的 所 有 点 》。 / 

局 仿 赫 不 动 点 定理 是 关于 某 种 映射 的 不 动 点 的 存在 与 唯一 性 定理 ， 它 也 给 出 了 一 个 逐步 
辣 沂 不 动 点 (往往 是 实际 问题 的 解 》 的 构造 性 过 程 。 这 个 过 程 岂 做 迭代 过 程 。 据 定义 ， 它 在 
广 样 的 一 个 方法 ， 在 给 定 的 集合 革 中 任 渤 一 点 Xx。s 然后 按 关 系 式 


Xai1l= Xx, n=0, ls, 2 z 
依次 计算 出 序列 xo， X19 Xo 也 就 是 选 定 任 一 x" 之 后 ， 逐次 确定 
X1= 了 了 Xi09 X，= 人 Xi，。。。 


几乎 在 每 个 应 用 数学 分 支 中 ， 都 应 用 迭代 程序 。 收敛 性 的 证 明和 误差 的 估计 也 常常 能 从 
口 金 奈 不 动 点 定理 得 到 (或 者 用 更 难 些 的 不 动 挟 定理 ) 。 巴 拿 赫 定 理 给 出 了 一 类 所 谓 压缩 映 
射 的 不 动 点 的 存在 《和 唯一 ) 的 充分 条 件 。 关 于 压缩 的 定义 如 下 。 
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5.1-1 定 义 〈 压 编 )” 设 站 =〈 计 ，d) 是 一 个 度量 空间 ,上 映射， 站 一 > 外 被 称 为 在 民 
上 丰 压 缩 的 ， 若 存在 一 个 正 实数 a < 之 1， 使 得 对 所 有 的 x, y€ 导 都 有 
d(x, Ty) <ad(x, y) (a<=1) C1) 
从 几何 上 来 看 ， 也 就 十 说 对 任何 两 点 Xx,y， 它 们 和 象 之 凤 的 距离 比 它们 之 间 的 距离 要 近 些 。 现 
哺 切 池 讲 ， 就 是 比值 4 (Tx, 了 yy〉》/aq (x,y) 不 得 超过 一 个 严格 小 于 1 的 正 数 a。 
5.1-2 巴 拿 赫 不 动 点 定理 (压缩 定理 ) 假定 = ( 择 ，d ) 是 一 个 非 空 的 完备 度量 空 
日 ，/ :和 一 从 是 在 人 上 压缩 的 映射 。 则 2 恰好 有 一 个 不 动 点 。 
证 明 ， 我 们 先 构 造 一 个 序列 《x,》， 并 证 明 它 是 一 个 柯 西 序列 ， 从 而 在 完备 的 空间 站 中 
起 收 纹 的 。 然 后 证 有 明 它 的 极限 点 x 就 是 了 的 一 个 不 动 点 。 最 后 证 朋 这 个 不 动 护 十 唯一 的。 这 
就 十 整 个 证 明 的 思路 。 
我 们 任 选 YoE 兴 ， 定 义 “ 和 迭代 序列 ”(x。) 如 下 ; 
xos XI==7Xoy X= TT Xs og Xu 一 了 "Xi0y ee。 (2 ) 
坦然 ， 它 赴 Xo 有 反复 在 了 作用 下 的 象 的 序列 。 由 (1) 和 (C2) 可 以 推出 (x,》 是 柯 丁 序列， 
以 (Xi Xa)=Ad(T Xn TXm-1) 
<KCQ (Xe。， Xa-1) 
=Ca(L xs-iy Tx.-,) (838) 
<ad(xXs-1s Xa-,) 
Ca Xi Xo) 
因此 ， 利 用 三 角 不 等 式 及 几何 级 数 求 和 公式 ， 对 于 ”一 站 便 可 得 到 
d(xXns Xu)<QG(CXag Xai) td(Xoaris Xery) 十 oo 二 OCX -19 Xue) 
<<(c=+Ce+li+Toe+Cs TI)COCXo x1) 


d (xpos xX1) 


由 于 0 <.4 过 1， 分 子 中 的 1 -a"*< 之 1， 必 有 


一 他 


d (Xms Xs) .< d (YX %1) (nN) C4) 


下 


在 不 等 陈 右 疗 ， 0 一 <<1 及 dx X11) 是 固定 的 数 ， 所 以 只 要 取 m 充分 大 (是 nm)， 则 
OX x,) 便 可 任意 的 小 。 这 就 证 明了 (x。》 是 一 个 柯 西 序列 。 由 于 廊 是 完备 的 ， 所 以 它 
超收 敏 的 ， 不 妨 设 X。~>Xe。 我 们 将 证 明 这 个 极限 4 就 古 映 射 。 的 不 动 后 。 
由 三 角 不 等 式 和 (1) 式 ， 可 推 得 / 
d(x, Tx)&d(x, xX Xa)+d(Xos Tx) 
d(x, Xam) +ad(xXa-19 %) 
由 于 xx， 所 以 当 和 充分 大 时 ，q (X，Xe) 十 CQ Xml19 和 可 以 任意 的 小 〈 小 于 任意 预 
先 指定 的 e 二 0) 。 从 而 推出 a Cx*， Tx)=.9。 根据 31. 1 (M2) 有 x=Tx。 这 便 证 明了 
”x 是 TT 的 一 个 不 动 点 。. 
因为 若 有 Tx= x 及 1 =z， 则 由 (1) 可 得 到 
d(x», z)=d(lx, T gad(xs 3) 
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TT es nd ~ 
i mr EP r= 


由 于 c<1， 这 斌 症 味 着 d(xXx，%)= 0。 因此 根据 (M2) 有 X= ££， 说 明了 的 不 动 点 是 唯一 
的 。 从 而 证 明了 定理 。 

5. 1-3 推 论 〈 和 迭代 ， 误 差 界 ) ”在 定理 5.1-2 的 条 件 下 ， 友 代 序 列 (22 对 任 在 的 xeE 和 都 
收敛 到 下 的 唯一 不 动 点 xx， 且 有 一 个 先 验 的 误 闫 估计 


CCX。s x) < d(xo, Xi1) (5) 
及 一 个 后 验 的 误差 估计 


d(xns XxX) 


二 d(xXe- 1 Xm) 《6) 


证 明 ， 从 定理 的 证 明 很 容易 肝 出 第 一 个 论断 证 正 人 确 的 。 对 不 等 式 (4) 两 端 关 于 n->co 求 
极限 便 得 到 (5》〉。 至 于 (6〉， 先 在 (5〉 中 取 m=1，xo= yos X1=yis 便 得 到 


d (yi1s X)S dl(yos y》1) 


再 取 Y0 = 二 XX。-1， 因而 y1 = 了 yo= Xe-i=Xas 代入 上 式 便 得 到 (6 )。 

先 验 误差 界 (5) 可 在 计算 之 初 根据 给 定 的 精度 要 求 用 来 估计 需要 计算 的 步 数 。 式 (6》 可 
用 于 中 间 步 骤 或 计算 结束 的 估计 ， 它 至 少 有 如 式 (5) 一 样 的 精度 ， 还 可 能 更 好 些 ，: 风 习题 8。 

从 应 用 数学 的 现 点 来 用 ,定理 所 当 求 的 条 件 肝 不 冯 完 全 汪 他 各 全 本 次 计 村 上 村 
根据 定理 1. 4- yy 也 是 完备 的 以 了 在 了 上 有 一 个 不 动 各 < 条 前 边 一 桩 连 党 代 序列 x 一 x 
不 过 这 里 村 对 初始 点 Xo 的 选取 施加 适当 的 限制 ,以 保证 Xx。 都 落 在 了 中 。 一 个 典型 而 其 有 实用 
价值 的 结论 是 下 面 的 定理 。 

5.1-4 定 理 〈 球 上 的 压 编 ) ” 设 了 是 从 完备 度量 空间 万 = (X， d)》 到 它 自己 的 一 个 映 
射 ， 并 且 人 在 闭 球 了 上 = {x | d(x， xo) 过 +r } 上 是 压缩 的 ， 即 对 所 有 的 x， yEY 油 旦 (1)。 
此 外 。 还 假定 

d(xos 了 了 Xe) < (1 一 C) 7 《7) 

则 闪 代 序列 (2》 收敛 到 xc ， 这 个 x 是 下 的 一 个 不 动 点 ， 旧 晶 是 工 在 Y 中 的 唯一 不 动 点 。 

证 明 ， 我 们 只 需 证 明 迭 代 序 列 (Xx。) 及 x 都 落 在 上 中 就 够 了 。 在 (中 令 m=0 关 把 n 村 
SL 则 有 


d(xXxo» MX 


1 ) 


再 利用 《7 ) 便 得 到 | 
d(xos Xs) =r 
因此 所 有 的 x。 都 落 在 了 中 。 由 于 Xa， 并 且 Y 是 闭 的 ， 故 xEY 。 其 它 断言 可 从 定理 5.1-2 
的 证 明 中 得 到 。 
为 了 后 面 的 应 用 ， 读 者 可 以 对 下 述 事 实 给 出 一 个 简单 的 证 明 。 


5 1-5 引 理 《 连 续 性 ) ”度量 空间 X 上 的 压缩 映射 了 是 一 个 连续 映射 。 
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习 是 


1. 在 初等 几何 里 找 出 一 些 映射 例子 ， 分 别 满足 (a)》 有 唯一 的 不 动 点 ，(6) 有 无 穷 个 不 动 
点 。 


2. 设 X= {xER | x>1} CCR, 并 用 Tx= -于 + 一 一 定义 映射 了 ， 久久 。 证 明 工 
征 一 个 压缩 映射 ， 并 求 出 最 小 的 a。 

3. 举 例 说 明定 理 5.1-2 中 空间 的 完备 性 条 件 是 根本 的 ， 并 且 是 不 可 缺少 的 。 

4. 重要 的 是 ， 当 x 送 y 时 定理 5.1-2 中 的 条 件 (1) 不 能 换 成 gx，7L7y)<adCx，y)。 
村 看 出 为 什么 ,只 要 考虑 X= { x | 1 和 <x<<+ co } , 取 实 直线 上 通常 意义 的 度量 ， 再 用 了 x = 
x+ 1 定义 也 ， 开 -> 区， 证 明 当 x 兰 y 时 有 

17x-Ty1<1x-y| 

但 陕 射 了 没有 不 动 点 。 

5. 当 x 寺 y 时 若 T， 羡 一半 满足 d(Tx，T y)< 之 d(x，y) 并 且 本 有 一 个 不 动 扎 证 肯 
这 个 不 动 点 是 唯一 的 。 这 里 只 要 求 (XX ，d) 十 一 个 度量 空间 。 

6. 兴 /十 压缩 的 ， 证 明 也 (nEN) 也 是 压缩 的 ， 若 T" 对 n 广 1 是 压缩 的 ， 证 明 荆 未 必 是 
压缩 的 。 

7 了 .证 明 引 理 5.1-~5。 
8. 证 明 式 (5) 给 出 的 误差 界 形成 一 个 真正 单调 递减 的 序列 。 证 明 式 (6》 至 少 有 与 式 (5) 
一 桩 的 好 。 

9 .证明 在 定理 5.1-4 的 条 件 下 ,有 先 验 误差 估计 d(x。，x) 达 a*r 及 后 验 误差 估计 (6)。 

10 .在 分 析 中 ， 和 迭代 序列 xs= g(x， -1) 收敛 的 一 个 常用 的 充分 条 件 是 ，g 是 连续 可 微 


的 ， 宕 且 
| 9 (x) | a<1 


用 巴 拿 灰 不 动 点 定理 来 验证 它 。 

11. 为 了 求 已 知 方程 1 (x) =0 的 一 个 近似 数值 解 ， 将 访 和 化 蕊 = 9 的 形式 ， 然 后 
选 初始 值 xo 并 计算 

Xu 二 9(Xo-1)s 他 一 了 9 2 °° 

假定 g 在 某 一 区 闻 / = (xo~r， Xo+r) 上 是 连续 可 微 的 ,并 且 在 /上 满足 19’(x) | 和 Ga<1 
以 及 

| 9g(xo)-%o < (ay 

证 明 x = g(x) 在 7 上 有 唯一 的 解 x， 过 代 序 列 〈x。》〉 收 敛 到 这 个 解 x， 并 且 有 误差 估计 


| xX—x,» | Qa™r, | xx 一 Xu | < 一 [Xe Xo 


12. 若 / 在 区 国 / = [c，b0] 上 是 连续 可 微 的 ， 并 且 f (a) <0， f (6)>0,0<ki Sf (x) 
<<k，(xEJy》， 利用 巴 拿 赤 定理 5,1-2， 构造 一 个 求解 方程 f(x)=0 的 迭代 程序 。 采 用 
g(x)=xX 一 入 f(x) ， 和 是 适当 选 定 的 。 
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13 . 芳 察 解 1(x)=xX3+YX-T =0 的 一 个 

壕 代 程序 ， (c) 证 明 一 种 可 能 性 征 
Xa= 9(X.1) = 1+ xX) 

选取 Xxo = 1 并 执行 三 步 。 | g(x) | 二 1? ( 见 
习题 10〉 证 朋 这 个 迭代 过 程 可 用 图 51 说 明 。 
(b) 用 (5) 估计 误差 。 (c) 我 们 可 把 f(x)=0 
写成 yxY=1T-%*。 这 种 形式 适合 迭代 吗 ? 用 x。 = 
1，xo=0.5，YXo=2 试 验 一 下 ， 看 看 会 出现 
什么 问题 。 

14. 证 明 求 解 习 题 13 中 的 方程 的 另 一 | 
代 程 序 征 0 0.5 1.0 


Xs=X1 (1+xs_.) 1/? x 
选取 xu = 1 并 定 出 x,，x:，xs。 收 敛 加 快 的 原 图 51 习题 13 (a) 中 前 迭代 


因 是 什么 ? 〈 实 根 是 0.682328，6 位 有 效 数 字 ) 
15.〈 和 牛顿 法 ) 设 / 是 区 间 [ac，5] 上 的 一 个 实 值 旦 两 次 连续 可 微 的 函数 ,2 是 /在 (a,b) 
内 的 一 个 单 根 〈 零 点) 。 证 明 下 述 和 牛顿 法 


f (x.,) 


Wut+1 = 9 (Xn » 9X) = Ka TK) 


是 % 的 某 一 邻 域 内 的 压缩 鼎 射 (所 以 对 充分 人 靠近 4# 的 任 一 Xx。， 这 一 迭代 序列 都 古 收 合 到 2 的 。) 
16.〈 方 根 ) 证 月 计算 给 定 正 数 < 的 方 根 的 一 个 迄 代 程序 生 
= g(x. ) = 二 (Xst+ ) 


其 中 n=0，。，1。…。 从 习题 10 能 得 到 什么 条 件 ? 从 x。= 1 出 发 ， 计算 出 vv 2 的 近似 值 xi， 
X29 X%39 N40o 


17. 设 T， 革 一 对 是 完备 度量 空 休 上 的 一 个 压缩 ， 所 以 (1)》' 是 成 立 的 。 由 于 含 人 误差 和 

其 它 方 面 的 原因 ， 我 们 常常 必须 用 映射 S， 天 一生 代 替 卫 ， 这 个 映射 ”使 得 对 一 切 xEX 都 
有 | z 
d(Tx,s Sx)<ns (n>0, 适当 的 ) 
用 归纳 法 证 明 ， 对 任 一 xEX 有 四 


d(T*x, S*%)En 2 (m= 1, 2» ***) 


18. 习题 17 中 的 映射 S 可 能 没有 不 动 点 ， 但 在 实际 上 对 某 一 个 +s， 9 "常常 有 一 不 动 点 ys。 
用 习题 17 证 明 ， 从 y 到 了 的 不 动 点 x 的 距离 满足 


d(x, y) < -人 


19 .在 习题 17 中 ， 设 X= 7 了 X% 和 ys= S*y。 用 (5) 和 习题 17 证 明 ， 
° 193。 


d(x, ys [7+aCnd(yoloyo)] 


这 个 公式 在 应 用 中 有 什么 重要 意义 ? 
20. 〈 李 下 希 效 条 件 ) 对 于 映射 了 了 ， [c，b 一 [ao， 的 ， 若 存在 常数 A， 使 得 对 一 切 

Xs YE [ac，b] 有 
| Tx-Ty|<R|x-y| 


则 称 工 在 [a，6】 上 是 满足 李 卜 和 北条 件 的 ，& 叫 做 一 个 李 小 和 布 兹 芝 数 。 (ac) 了 赴 一 个 压缩 
映射 咏 ? (2) 若 了 是 连续 可 微 的 ， 证 明 7 满足 一 个 李 直 和 希 效 条 件 。 (c) 弃 问 ()》 的 逆 成 立 
号 ? 


$ 5.2 巴 拿 替 定 理 在 线性 方程 方面 罗 应 用 


1 使 灰 不 动 点 定理 在 用 迭代 法 求解 线性 代数 方程 组 方面 有 重要 的 应 用 ， 并 且 也 为 收敛 性 
和 误差 界 提供 了 充分 条 件 。 

为 了 更 好 地 理解 ， 首 先 回顾 一 下 ，. 解 这 种 方程 组 有 各 种 直接 法 〈 若 计算 机 的 字 长 没有 
限制 的 话 。 用 这 种 方法 经 过 有 限 多 次 算术 运算 是 能 够 得 到 精确 解 的 。》 :， 大 家 最 熟悉 的 一 
种 方法 是 高 斯 消去 法 《消去 法 的 大 致 过程 在 中 学 就 曾 教 过 ) 。 然 而 ， 迭 代 法 或 间接 法 ， 对 特 
殊 的 方程 组 可 能 更 为 有 效 ， 例 如 ， 方 程 组 是 稀 获 的 情况 ， 也 就 是 说 ， 方 程 个 数 很 多 ， 但 只 有 
很 少 的 非 堆 系数。 (振动 问题 ， 凡 络 间 题 , 偏 微分 方程 的 差分 通 近 等 都 常常 所 结 为 稀 入 的 方 
程 组 。) 再 者 ;常用 的 直接 法 要 求 大 约 n?/3 次 算术 运算 〈n 是 方程 的 个 数 ，' 刀 是 未 细 数 的 个 数 ) 
而 对 于 大 的 w， 人 铭 人 误差 可 能 变 得 很 大 ， 而 在 迭代 方法 中 ， 由 伟人 《或 者 因 辛 忽 )》 而 造成 的 
误差 可 以 加 以 过 制 。 实 际 上 ， 经 常用 迭代 法 去 改进 由 直接 法 求 得 的 解 。 

为 了 应 用 巴 拿 赫 定理 ， 我 们 需要 一 个 完备 的 度量 空间 和 在 其 上 的 一 个 压缩 映射 。 所 以 我 
们 取 所 有 wn 元 实 序 组 : : | 

X= 6199 56) 9 y= (11s 0 9 g= (bis "0 ,Ca). 
答 的 集合 人 ， 在 其 上 定义 度量 d 为 - z 
d(x, 2) = max 1 一 | 《1 ) 


出 久 = (天 ，d ) 是 完备 的 二 简单 的 证 明 与 例 1.5-1 是 类 似 的 。 
庄 久 上 用 | / | 
y= Tx=Cx+b z (2) 


定义 下 ;天 -> 天， 其 中 C = (c,,》 是 一 个 固定 的 nx nr 的 实 方 阵 ，pE 夸 是 一 个 辐 定 的 矢 量 。 
计 本 节 中 ， 所 涉及 到 的 矢量 一 律 视 为 列 矢量 ， 因 为 要 符合 垂 隆冬 法 的 通 党 约定。 
记 什 么 条 件 下 ， 工 是 一 个 压缩 映射 ? 把 (2》 按 分 量 写 出 ， 便 有 
n= 2 Cj) 十 Bis j}=1, 29 ***s ty 
其 中 6 = (i) 。 令 w= (of) = 了 2， 因而 从 (1》 和 (2) 可 得 到 
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d(y»s w)=d(Tx, {2)= max | wn1— i | 


=max| ZZ ecm (5 一 5e) | 
i =1 
max | tsi— bs | iNax SS | Cin 
f jf | 
d(x, 2)max 5 | cj | 
i =} 
可 以 看 出 ， 它 也 能 被 写成 ad (y，w) 委 aa (x，z) ， 其 中 


“=maxZ |e | (3》 


因而 书 拿 赫 定 理 5.1-2 和 出 了 各 下 定 再 。 
5,.2- 1 定理 (线性 方程 ) 若 含 有 n 个 方程 和 x 个 未 知 数 51 ,6 > "°° ss Cx 的 分 量 ) 的 线性 方 


杜 组 
X=(LX+p 《C= (cs)sb 给 定 ) (4) 

i 斋 证 
2 | os | <l, (7}=1, 2, °***,n) (5) 


则 它 恰好 有 一 个 解 x。 这 个 解 可 以 通过 求 达 代 序 列 (x ，x‘ 人 ,x ，…) 的 极限 而 得 
到 ， 其 中 x ‘是 任意 取 的 ， 并 且 


X (ma+l) = Cx +b, m=0, 1 ee : (6) 
误差 界 是 〈 见 (3) ) 


dz x) SE dr, x Cd xD) (7) 


条 件 (5) 对 收敛 性 是 充分 的 。 由 于 它 是 对 C 的 各 行 元 素 的 绝对 值 求 和 ， 所 以 又 把 条 件 
(5) 叫做 行 和 判 据 。 若 在 六 上 取 另 外 的 度量 代替 式 (1)》 ， 则 将 得 到 另外 的 条 件 。 在 习 题 7 
和 8 中 包括 了 两 个 实用 上 很 重要 的 情况 。 

相对 于 实际 上 采用 的 方法 ， 定 理 5.2-1 又 是 如 何 呢 ? 通常 把 含有 nn 个 方程 和 n 个 未 知 数 的 
线性 方程 组 写成 为 

Ax=c (8) 
其 中 4 是 n 阶 的 方 阵 。 在 det A 六 0 时 ， 关 于 (8》 的 很 多 大 代 法 都 是 把 4 写成 4= 8B-G， 其 
中 如是 一 个 适当 的 非 奇异 伟 了 泗 。 则 (8》 变 成 

Bx= GXx+c 

或 

x= BB-i(Gx+ce) 
这 就 给 出 了 兢 代 格式 (6》， 其 中 取 

C= B-iG, b= 万 -tc (9) 


下 面 用 两 个 标准 的 方法 来 说 明 它 9 一 种 方法 是 雅 可 比 迭 代 ， 它 有 很 大 的 理论 意义 ， 而 荔 
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一 种 方法 是 高斯- 赛 德 尔 迭 代 ， 在 应 用 数学 中 得 到 广泛 的 应 用 。 
5.2-2 雅 可 比 选 代 ”这 种 迭代 方法 是 用 


二 = 一 一 《7 一 GAN 7} =1, 2, en (10) 
"” 
来 定义 的 ， 其 中 c= (yy)) 就 古 (8) 中 的 和 失 量 c， 并 且 还 假定 对 7 = 1， 2» «9 n 都 有 as 一 0。 这 
个 达 代 是 根据 关于 纪 解 (8〉 中 的 第 /个 方程 而 提出 的 。 要 验证 (10) 能 够 被 写成 (6) 的 形式 征 
不 难 的 ， 只 要 令 
C=-D-'(A-D),， b= Dic (11) 


其 中 D = diag (aj/》 是 对 角 和 矩阵 ，DD 的 非 零 元 就 是 4 的 主 对 角 元 。 

应 用 到 式 (11) 中 的 C 所 得 到 的 条 件 (5) ， 对 于 雅 可 比 和 迭代 的 收敛 是 充分 的 。 由 于 式 (11) 
中 的 C 相对 来 说 比较 简单 ， 能 够 直接 用 4 的 元 素来 表示 条 件 (5) 。 关 于 雅 可 比 迭 代 的 行 和 判 
据 是 


竹 
之 ou | < 1， 1)=1，2，…， ny (12) 
n= 1 他 1 4 
hj z 

或 
之 ， lass| iayl, 7=1，2，…， ?9 (12s ) 
ory 


粗略 地 讲 ， 这 就 表明 ， 若 4 的 主 对 角 元 足够 大 ， 则 便 能 保证 迭代 的 收 全 。 

值得 注意 的 是 ， 在 雅 可 比 迭 代 中 ，x +0 的 菜 些 分 量 已 经 可 以 立即 有 效 地 使 用 但 却 没 
有 使 用 ， 而 仍 按 程 序 继续 计算 其 余 的 分 量 , 也 就 是 说 , 待 一 个 迭代 循环 的 结束 ， 才 把 新 的 近似 
解 的 所 有 分 量 一 同 引进 下 一 个 循环 。 我 们 把 这 一 事实 说 成 是 ， 雅 可 比 迭 代 是 一 个 同时 校正 的 
方法 。 

5.2-3 高 斯 - 赛 德尔 选 代 这 是 一 个 逐次 校正 的 方法 ， 在 这 种 迭代 过 程 的 每 一 时 记 把 当 
时 计算 出 的 已 知 新 分 量 都 被 用 到 紧 接 着 的 计算 中 去 。 这 种 方法 是 用 


gf oo ) 0 
| R=1 Am 十 


来 定义 的 ， 其 中 = 1，2，…，n， 并 且 仍 假定 对 所 有 的 j，an 志 0。 
反 拓 阵 4 分 解 成 《图 52) 下 式 能 得 到 式 (13) 的 矩阵 形式 ， 
A=-L+D-U 
其 由 万 站 是 只 可 比 迭 代 中 的 万 ， 而 工 和 避 分 别 是 下 三 角 阵 和 上 三 角 阵 ， 并 且 它们 的 主 对 角 元 
都 是 址 ， 而 负 号 是 为 了 方便 才 写 出 的 。 可 以 想象 出 ， 式 (13) 中 的 每 个 方程 分 别 用 ow 去 村 
则 可 写成 


门 x+tD =ct+t Lx (t+ Ux =) 


或 (D-L) x =ct+Ux'™ 


* 1965。 


再 用 (D - 二 )-: 乘 上 式 两 端 便 得 到 (6) ， 其 中 
C=(D- LL)-iU, b=(D- LL)-ic (14) 


、N 
th rowleooso 
ma 、\ 


、 —L 
、\ 
、\ 


方程 (13) 4 的 分 解 


图 52 ”高 斯 - 赛 德尔 公式 〈13) 和 《14) 的 解释 


相对 式 (14) 中 C 的 条 件 (5) ,对 于 高 斯 - 赛 德尔 迭代 的 收敛 是 充分 的 。 由 于 C 比较 复 杂 ， 
留 下 的 实际 问题 是 要 求 得 一 个 较 简单 的 条 件 ， 它 能 保证 式 (5》 的 有 效 性 就 够 了 。 我 们 不 加 
证 明 地 指出 ， 式 (12) 是 充分 的 ， 但 还 有 更 好 的 条 件 。 有 兴趣 的 读者 能 够 在 托 德 (J。1 odd 
1962) ， 力 ， 494，495。，500 中 找到 。 


习 是 
1. 验证 (11) 和 (14)。 
2. 芳 虑 方程 组 
55 ;一 上 = 1 
一 351 十 105 = 24 
(a) 求 出 精确 解 。 (8) 应 用 雅 可 比 和 迭代 。C 满 足 (5) 吗 ? 从 xx =(1，1) 出 发 计算 


x (1 ，x 20) 及 关于 x 2) 的 误差 界 (7) ， 并 与 x 2 的 实际 误差 进行 比较 。 (c) 再 应 用 高 斯 - 赛 
德尔 欠 代 法 执行 (0) 中 的 计算 。 


3. 芳 虑 方程 组 
~ €1-0.256,—0,.256s =0.50 
-0.2561+  €, — 0.25£, = 0.50 
-0.255， + és—0.25£,=0.25 


— 0.25€,— 0.2586s+ é4 =0.25 
(这 种 形式 的 方程 出 现在 偏 微分 方程 的 数值 解 中 。) (o) 从 x = (1，1,1, 1) "出 发 ， 应 用 
逢 可 比 失 代 并 执行 三 步 ， 把 近似 解 与 精确 解 上 5 = 5，=0.875，é&s = 64=0. 625 加 以 比较 。 
(6) 再 应 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 ， 按 (a) 中 要 求 进行 计算 和 比较 。 
4 盖 尔 斯 果林 (Gersgorin》 定 理 ， 若 和 是 方 阵 C = (cix) 的 一 个 特征 值 ， 则 对 某 个 ;7 
(1 委 / 委 2”) 有 


万 1 一 | < 之 ， [cess 
| 
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(C 的 特征 值 是 对 某 个 x 冯 0 满足 Cx = 和 x 的 数 入 。 ) (ae) 证 明 可 把 (4) 写成 天 zx=p， 其 中 天 
=7- ,并且 盖 氏 定 理 与 (5) 合 在 一 起 列 含 着 六 没有 零 特 征 值 ( 故 天 是 非 奇 蜡 的 , 即 det 天 去 0， 
发 Y =2 和 有 唯一 的 解 。) (2) 证 明 (5) 和 盖 氏 定理 合 在 一 起 殖 含 着 (6) 中 的 的 谱 半 径 小 于 1 
《可 以 证 明 它 是 达 代 收敛 的 充分 必要 条 件 ，《 的 谱 半径 定义 为 四 ax Ai| ， 和 1， 和， 为 C 
的 特征 值 。) / : 

5. 下面 的 方程 组 


261+ 5 + és=4 
61 十 25， 十 <s=14 
6€1+ 8,+2é£s=4 


是 这 样 的 一 个 例子 ， 对 它 用 雅 可 比 迭 代 则 发 散 ， 而 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 则 收敛 。 从 x ‘”= 0 出 
发 ， 验 证 雅 可 比 和 迭代 的 发 散 性 ， 并 执行 高 斯 - 赛 德尔 友 代 的 前 几 步 ， 可 得 到 这 种 迭代 似乎 收 
化 到 精确 解 5 = 5， =ss= 1 的 印象 。 
6. 总 认为 高 斯 - 赛 德尔 迭代 比 雅 可 比 迭 代 要 好 些 ,似乎 是 有 道理 的 。 其 实 ， 这 两 种 方法 是 
不 好 比较 的 。 这 有 点 使 人 感到 意外 。 例 如 ， 对 于 方程 组 
él 十 二 ss 一 2 
-£1+ £, =0 
£1 +26,.— 3é6s=0 
应 用 芷 可 比 迭 代 是 收敛 的 ， 而 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 则 发 散 。 从 习题 4() 中 所 说 的 充 有 要 条 件 来 
推导 这 两 个 事实 。 
7. 〈 列 和 判 据 》 对 于 式 (1》 中 的 度量 有 条 件 (5》。 若 在 关上 定义 度量 d :为 


di(x,2) = TF le 
j=1 : 
证 明代 替 (5》 而 得 到 条 件 
> lc 让 1 有 = 1 ， 2 ***,7 z 四 (15) 
j= 


8. (平方 和 判 据 )〉 ”对 于 式 (1》 中 的 度量 有 条 件 (5》。 若 在 万 上 定义 欧 几 里 德 度量 da :为 
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d ,(X ,2) -[ 3 (£1— ce) ?| 


证 明代 奉 (5》 而 得 到 条 件 
ol | (16) 
1 = 


f= 


9. 〈 雅 可 比 送 代 》 证 明 : 对 于 雅 可 比 选 代 收 策 的 分 条 件 (5) ， (15) 和 (16) 分 别 取 


| 和 : 
5 je <<1 之 la <1, 名 之 二 总 -<1。 
kh=1 7 i=1 lJayl ”了 dij 
和 lasil 1 中 入 


1 我 一 个 矩阵 C 满 足 5) ， 但 既 不 满足 (15) 也 不 满足 (16)。 
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ri re ie 
-i 上 


5.3 书 拿 替 定 理 在 微分 方程 方面 的 应 用 


已 合 赫 不 动 氮 定 理 的 最 有 意义 的 应 用 还 是 关于 项 数 空间 的 。 我 们 将 会 看 到 ， 这 个 定理 给 
出 了 微分 方程 和 积分 方程 的 存在 和 唯一 性 定理 。 
事实 上 ， 在 这 一 节 我 们 研究 显 式 的 一 阶 常 微分 方程 


x’= f(t, x) (= ) (1a) 


这 个 方程 再 加 上 初始 条 件 
x(1to)= Xo (16) 
便 构 成 一 个 初 值 问题 ， 其 中 fo 和 xo 是 给 定 的 实数 。 
我 们 将 利用 巴 拿 赫 定理 来 证 明 著 名 的 皮卡 〈P rcard) 定理 ， 这 个 定理 虽说 在 同类 定 理 
中 不 赴 最 强 的 ， 但 在 常 微分 方程 的 理论 中 却 起 着 不 可 忽视 的 作用 。 处 理 问 题 的 思路 是 很 简单 
的 ， 气 将 方程 (1》 改写 成 一 个 积分 方程 ， 从 而 定义 了 一 个 映射 全 。 并 且 在 定理 的 条 件 下 推出 
4 十 一 个 压缩 映射 ， 其 不 动 点 就 成 为 原 问 题 的 解 。 
5.3-1 皮 卡 的 存在 与 唯一 性 定理 〈 常 微分 方程 ) 设 j 在 算 形 域 (图 53) 
R= {t,x)| -to 和 c， |x-*%ol <6)} 
上 是 连续 的 ， 因 而 在 RR 上 也 是 有 界 的 ， 不 妨 设 对 一 切 (t。x)ER 有 【《 见 图 54) 
f(t, x)| <e 对 一 切 (t。x) ER 《2 ) 
还 假定 /相对 于 其 第 二 个 变量 在 尺 上 满足 一 个 李 下 希 效 条 件 , 即 存在 一 个 常数 让 〈 李 下 希 兹 常 
煞 》 合 得 对 (1f，。x》) ， (ft。v)E€K 有 z : 
{f(t, x) -At v0) | <hk|x-v| (3) 
则 初始 问题 (1〉》 有 唯一 的 解 ， 这 个 解 在 区 [ 同 [to 一 6，t。+ Pp 上 存在 ， 其 中 四 


P<min{a, 2 , 7 | | (4) 


AAA 


| 
1 一 G io fo+a + 


图 53 ” 红 形 域 民 
图 54 不等式 (2) 的 儿 何 解释 ， 其 中 (A) 比 
较 小 的 c，(B) 比较 大 的 c。 解 燃 钱 一 定 莫 在 
阴影 区 域内 ， 面 该 区 域 是 由 直线 b= + ca 所 
界定 的 。 


” @ 在 经 典 的 证 明 中 ,P<min {a，b/c 》， 这 个 结果 更 好 些 。 只 要 对 我 个 的 证 明 稍 作 改 动 。 便 可 得 到 这 一 结 果 。 不 过 
要 利用 较为 复杂 的 度量 。 可 参阅 附录 3 中 的 参考 文献 A. 比 莱 基 (A.Bieiecki 1956) 
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证 明 ， 设 C (7) 是 这 样 的 一 个 度量 空间 ， 其 元 素 为 区 间 7 = [fo- 6，to+0 上 的 所 有 
实 值 连续 滔 数 ， 其 上 的 度量 da 为 
d(x, ») = max lx (1) — y(1)| 
由 1.5-5 知 道 C (7) 是 完备 的 。 所 有 满足 
|x (f) 一 Xol ep 《5) 
的 函数 xEC (J ) 构 成 C (7) 的 一 个 子 空间 ， 记 之 为 6 ,不 难 证 明 C 在 C (V) 中 是 财 的 〈 见 刁 题 
6 ) ， 所 以 根据 1.4-7 知 避 是 完备 的 。 
通过 积分 ， 式 (1) 能 够 被 写 为 x = 了 Tx， 其 中 了 了;C 一 0 是 用 


Tx(t) =xo+{ fC, x (Tt) dr (6) 
“tp 


来 定义 的 。 实 际 上 ， 由 式 (4) 知 cp 过 6， 所 以 了 对 一 切 xE6C 都 有 定义 , 故 若 rEC , 便 有 r€J 
及 (rtr，x (tr)) ER， 而 由 于 f 在 R 上 连续 ， 所 以 积分 (6》 存 在 。 和 欲 证 了 是 C 到 C 的 映射 , 利 
用 式 (6) 和 式 (2》 可 得 到 


ITx(t)-xol = | (ts X(T)) drli<ec lt-tol<ech 
0 
现在 来 证 明了 在 C 是 一 个 压缩 上 映射。 根据 李 下 项 北条 件 (3) 
ITx(t) -Tv(#)| = fF Cf lr x (tT)) — flr, v(t)) ddr 
10 


< 一 #o| max klx (rt) —v (7)| 
<kpd (x, UvU) 
由 于 最 后 一 个 表示 式 与 无关， 所 以 关于 左 端 取 最 大 值 有 
d(T x, Tv)<ad(x, vv) ， Q = RP 
而 由 式 (4》 看 出 a =&6<1， 所 以 了 确实 是 C 上 的 一 个 压缩 映射 。 因 而 从 定 理 5， 1 -2 推出 了 


有 了 唯一 的 不 动 点 xEC , 即 有 满足 x = 全 x 且 在 7 上 连续 的 函 教 xY。 把 xY = 了 x 根据 式 (6〉》 号 出 ， 
便 有 


x(t)=x0 + Ar x (tT)) dt CT7) 
6 2 


由 于 (t,x(r)》ER，f 在 其 上 连续 ， 故 式 (7) 是 可 微 的 ,因此 * 也 是 可 微 的 且 浦 足 式 (1)。 
反之 ， 式 (1) 的 每 个 解 一 定 满足 式 (7) 。 这 就 完成 了 证 明 。 

巴 拿 赫 定理 也 玖 含 着 ， 式 (1) 的 解 x 是 皮卡 迭代 序列 《xo，X1，。X2*…》 的 极限 ， 迭代 格 
式 是 


xi(D=xo+f feor nD dr ( 8) 
i 


其 中 n= 0，1。…。 然 而 ， 用 这 种 方法 求 式 (1) 的 近似 解 及 相应 的 误差 界 的 实用 性 是 相当 有 
限 的 ， 因 为 欠 代 过 程 包含 了 积分 运算 。 
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后 我 们 指出 ， 可 以 证 明 f 的 连续 性 对 于 问题 (1) 的 解 的 存在 性 是 一 个 充分 条 件 〈 但 不 
必要 ) ， 但 对 唯一 性 不 是 充分 的 。 李 卜 希 兹 条 件 是 充分 的 《〈 如 皮卡 定理 证 明 的 那样 ) ， 但 不 
是 必要 的 。 欲 详细 了 解 ， 可 看 媚 。 英 斯 ( 瑟 。L 。Jnce，1956〉 的 书 ， 它 包含 了 关于 皮卡 定 
理 的 历史 注释 〈 在 63 页 上 ) 及 经 典 的 证 明 ， 读 者 可 以 拒 我 们 的 证 明 与 经 典 的 证 明 加 以 比较 。 


本 题 


1. 荐 /的 偏 导数 9/ 在 矩形 域 R( 见 皮卡 定理 ) 上 存在 且 连 续 ， 证 明 / 关 于 第 二 个 变量 在 


RR 中 满足 一 个 李 卜 希 兹 条 件 。 
? .证 明 函 数 户 +，x) = |sinx| +1 在 整个 !x 平 面 上 关于 x 满足 李 卜 希 效 条 件 ， 但 当 x =0 
叶 它 的 偏 导 数 9f /9x 不 存在 。 这 说 明 什 么 样 的 事实 ? 
3. 由 f(t，x)= jx| 1 所 定义 的 1 满足 李 下 项 效 条 件 妈 ? 
4. 找 出 初 值 问题 1x = 2x，x (to) =xo 的 全 部 初始 条 件 ， 使 得 (ce) 没有 解 ， (8》 有 一 个 
以 上 的 解 ，(c)》 有 唯一 的 精确 解 。 
5 .解释 为 什么 要 提出 (4) 中 的 限制 
BpB<ob/c, B=1/R 
6. 证 明 ， 皮卡 定 理 证 明 中 的 已 在 C(7) 中 征 财 的 。 
7. 证 有 表 ， 在 皮卡 定理 中 ， 代 埠 常 数 x。 我 们 能 够 取 请 足 yo(to) = xs 的 任 一 其 它 项 数 
yoECG 作 为 迭代 的 初始 郑 数 。 
8 . 把 皮卡 迭代 (8》 应 用 到 x 和 =1+x*, %(0)=0。 验证 x, 所 包含 的 t， tf?，。。…。t" 的 项 是 ， 
和 精确 解 所 包含 的 这 些 项 一 样 。 
9 .证 明 ，x = 3x:“，。x (0) =0 有 无 穷 多 解 %: 
| 0 » ic : 
x(t)= 
(t-c)s ,。 tt>c 
其 中 c 守 0 是 任 一 常数 。 方 程 右 端的 3x'“ 满 足 李 下 锦 兹 条 件 S? 
10. 证 明 ， 人 初 值 问题 


YX7 = lx|l'’, xX(0)=0 


的 解 为 x1 = 0 及 Xx2 = 中 汶 与 皮卡 定理 矛盾 吗 ? 求 其 它 的 解 。 


§ 5.4” 巴 拿 灰 定 理 在 积分 方程 方面 的 应 用 


后 ， 作 为 积分 方程 的 存在 与 唯一 性 定理 的 一 个 来 源 ， 再 一 次 考虑 巴 拿 赫 不 动 后 定理 。 
形 如 


xD 下 K(t, rt)x(rt drt=v(t) (1) 
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i 
Or 


的 积分 方程 叫做 第 二 类 的 弗 雷 德 天 姆 方程 O0。 其 中 [cec，0] 是 给 定 的 区 间 ,x 是 定义 在 [ab 
上 的 未 知 函 数 ，1 是 一 个 参数 。 方 程 的 覃 天 是 定义 在 正方 形 区 域 G = [Cao， 的 x [a，6b] (图 55 
所 示 ) 上 的 已 知 函 数 ， 而 " 是 Ca，b] 上 的 给 定 函 数 。 

积分 方程 能 够 放 在 各 种 函数 空间 上 来 研究 。 在 这 一 节 ， 我 们 把 〈1 ) 放 在 Cra， 的 上 ， 


而 Cta， 如 是 定义 在 区 | 闻 7 = [a，6) 上 的 所 有 连续 六 数 空间 ， 其 上 的 度量 d 为 
d(x, y)= mar | (1)— y(t)| (2) 


风 1.5-5。 为 了 计划 用 巴 拿 赫 定 理 ，C Ca， 中 是 完备 的 这 一 点 很 重要 。 我 们 假定 v€C Ca, 如 
并 且 天 在 C 上 是 连续 的 ， 则 K 在 G 上 是 一 个 有 界 消 数 ， 不 妨 设 对 一 切 (ft,T) EG 有 


| 天 (ti 委 C 对 一 切 (1,7)EG (8) * 
显然 ， 可 把 (1》 写 成 x = 了 了 x， 其 中 


b 
Tx(t)=v(t) + Rdt rrx(r)agr (4) 


由 于 v 和 & 都 是 连续 的 ， 所 以 公式 (4) 定义 了 一 个 算 


子 T:C [a,b]~>C[a,bJ。 现 在 我 们 对 kk 施加 一 个 限 2 b + 
制 ， 使 得 本 成 为 一 个 压缩 鼎 射 。 从 (2) 到 (4) 可 以 推 图 55 积分 方程 (1) 的 核 z 的 定义 苇 G 这 里 人 定 。 


出 和 bb 都 是 正 的 


d(T x,T1 y)= max ITx(t)- Ty(1)| 
f 


| Kun Ex.(t) ~ y(r)Jdr 


= 人 | max 
和 

各 
< | max| [KG [xr) -yar 


<Iplema x |x(0) — y(0)| [ar 
oer 本 
=|Rc 扫 一 0a)QGCX，?y) 
这 就 能 够 写成 w (7 x， Ty)<adl(x, y)， 其 中 
: a=|k|lec (6~a) | 
可 以 看 出 ， 芳 
1 
-一 5 
上 < Bi (5) 
QD 象 定理 5.4-1 证 明 的 郑 样 ， 由 于 方程 中 有 x (t) 一 项 存在 。 我 们 便 能 够 应 用 迭代 法 求 方程 的 近似 解 。 没 有 这 一 项 的 
方程 
| p(t,T XT dr= v(t) 
叫 司 第 一 类 的 弗 壬 德 短 姆 (Fredholm) 方程 。 
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则 人 成 为 一 个 压缩 算 子 〈a<1) 。 从 而 由 巴 拿 替 不 动 点 定理 可 以 得 到 ， 

5.4-1 定 理 〈 弗 雪 德 担 姆 积分 方程 ) ”假若 式 (1) 中 的 天 和 分别 在 7 x 了 和 J/ = Co, 的 上 
是 连续 的 ， 且 k 满 足 (5》 ， 其 中 c 是 (3)》 中 定义 的 。 则 方程 (1) 在 7 上 有 唯一 的 解 x。 并 且 函 
数 x 是 迭代 序列 xo;x;,-…) 的 极限 ,其 中 x。 是 /上 的 任 一 连续 函数 ， 而 对 于 n= 0,1,2，…， 


x (上 =v(t) + 人 天 GDxs(ryar (6 ) 
关于 red holm 的 著名 的 积分 方程 理论 将 在 第 8 章 讨论 。 
现在 我 们 来 考虑 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 

z(t) -| KG, nD (rdt=ut) (7) 


式 (1) 和 式 (7) 之 间 的 差别 是 ， 在 式 (1》 中 的 积分 上 限 2 是 常数 ， 而 式 (7》 中 的 积分 上 限 是 
变量 。 这 是 很 本 质 的 。 事 实 上 ， 对 不 加 任何 限制 ， 便 能 得 到 下 面 的 存在 与 唯一 性 定理 。 

5.4-2 定 理 《〈 沃 尔 泰 拉 积 分 方程 ) ”假若 式 (7) 中 的 v 在 [ao,5] 上 是 连续 的 ， 而 核 玉 在 tr 
平面 中 的 三 角形 区 域 R 上 是 连续 的 ， 其 中 由 a<T&1， 
a 太志 6b 给 定 ， 见 图 56。 则 (7》 在 
[a; bY 上 对 每 个 bk 都 有 唯一 的 解 x。 

证 明 ， 方程 (7) 能 够 写成 xyY= 了 x， 其 中 的 算 子 1 、 
C ra,p->Cra po 被 定义 为 

T x(t) = v(t) ra] KG, nx(r)dr (8) 
由 于 天 在 尺 上 是 连续 的 ， 而 丸 是 闭 的 和 有 界 的 ， 故 么 在 6 
RR 上 是 有 界 的 ， 不 妨 设 对 一 切 (1,7)EK 有 
|K(i,7)| 委 c 


中 


图 56 ”定理 5.4-2 中 的 三 角形 区 域 有 ， 这 显 取 


因而 利用 式 (2》 对 一 切 x,yE Cr[a, 的 可 得 到 


Tx(t)-1 y(t) ] = | | {Kn [X(t) ~— y(t) YJdr 


去 | 外 | cd (x, P| dr (9) 
= Lic(t—a)d (x, y) 
相 用 归纳 法 可 以 证 明 
Tro) -Tyler 人 d (10) 


对 于 m = 1， 它 就 是 式 (9) 。 假 定式 〈10) 对 任 一 "当成 立 ， 则 从 式 (8) 可 得 入 
T"t+ix(t)—- 7 127 人) | = |4| KG DCT"xD —- T"y(r))drt 


<lule) ml dr d (x, y) 


。203 * 


_ m+ 1 c*+1 (f— a)”™ 
4 下 +1)1 d(x, y») 


这 就 完成 了 对 式 《10》 的 归纳 证 明 。 
对 式 (10》 的 右 端 利用 1 - ce 和 8 - o 加 以 放大 ， 再 对 左 端 关 于 4EJ 到 最 大 值 ， 便 得 到 
d(T "x, T"y)Sand(x, ») 
其 中 
(0— a)” 


an = ||*ce* 
m1! 


对 任 -- 固 定 的 上 &， 只 要 mm 足够 大 ， 便 有 as<1。 因 此 相应 的 了 "在 C Co， 的 上 是 压缩 的 。 定 理 
5.4-2 中 的 断言 便 能 从 下 述 引 理 推 出 。 
5.4-3 引 理 〈 不 动 点 ) ” 设 T: 了 一 义 是 完备 度量 空间 天 = (X，d) 上 的 一 个 映射 《 见 
1.3-3) ， 并 假定 对 某 一 个 正 整数 m， 人 "是 一 个 压缩 的 映射 。 则 了 有 唯一 的 不 动 点 。 
j 正 朋 ， 所 假设 ， B= 了 "是 六 上 的 一 个 压缩， 又 据 巴 拿 灰 不 动 点 定理 5.1-2， B 有 唯一 的 
不 动 点 %*， 央 BX*= *。 因 此 B"%= x。 巴 拿 款 定 理 也 意味 着 对 每 个 <EX 都 有 
B"x~—> 人 4 9 Ni~Y OO 
特别 取 x = Tx， 由 于 B8"= TT"*"， 因 而 有 
x =lim Pp" Tx =liml 了 x 


并 -一 坊 


ar 


所 00 


-Tx 


这 说 明 * 也 是 了 的 一 个 不 动 点 。 由 于 了 的 每 个 不 动 点 也 是 8 的 不 动 点 ， 所 以 了 不 能 有 一 个 
“以 上 的 不 动 点 。 这 就 完成 了 证 明 。 

最后 还 要 注意 ， 活 尔 泰 拉 广 程 也 能 看 作为 一 个 特殊 的 交 雷 入 寺 姆 方程， 只 要 把 积分 术 
在 正方 形 区 域 G=[a，6] x Ca， 6 的 r 之 1 部 分 ( 见 图 55 和 56》 定 义 为 零 就 行 了 ， 不 过 在 


”对 角 线 (r= 1) 上 的 点 可 能 不 连续 。 
习 是 
1 .选取 x。= wu， 用 迭代 法 解 积分 方程 | 
x CD) -bf esdr=v0), lp <1 
2，( 非 线性 积分 方程 》 ” 若 v 各 分别 在 Ca，6) 上 和 G = [a 的 xro 的 xR 上 是 连 
” 续 的 ， 并 且 & 在 G 上 满足 李 小 硕 兹 条 作 
IR(t,Tt,u1) — k(t, os | — us| 
证 明 非 线性 积分 方 柱 
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X( rt) ~ py hltsr, x(r)) dr= vt) 


对 任 一 满足 |4| 过 1/1(6 一 a) 的 Kk 有 唯一 的 解 %。 
3. 理 解 积分 方程 也 出 现在 微分 方程 的 问题 中 是 重要 的 。(a) 例如 ， 可 把 急 值 问题 


Se = f(t,%), x(10)=x%o 
写成 一 个 积分 方程 ， 请 指出 它 是 哪 一 类 的 积分 方程 。(5》 证 明 包 含 二 阶 微 分 方程 的 初 值 问 
题 

dix = f(t,x) X(to)=%X X(to)=% 

dt? » 多 0 0 0 1 


能 够 变换 成 一 个 这 olterra 积 分 方程 。 
4. 〈 诺 依 最 级 数 ) 用 


Sx(1) = (h(t, rrr) dr 
定义 算 子 S， 并 令 z=%。 一 %-1， 证 明 (6) 列 含 着 
Zari= HO2, 
选取 xo = w， 证 明 (6) 给 出 了 诺 依 曼 级 数 
x*=limx.=vt ASV+TH SO VTA SO Vt 
5, (a》 用 诺 依 曼 级 数 及 (56) 用 直接 方法 求解 积分 方程 
“(D-H) rondr=1 
6. 求 解 方程 
“(1) -nex(rdr= ot) 


其 中 c 是 一 个 常数 ， 请 指出 如 何 利 用 相应 的 诺 依 曼 级 数 得 到 关于 (1) 的 诺 依 曼 级 数 的 收敛 性 
条 件 (5) 。 
7 . (迭代 极 ， 预 解 楼 〉 证 明 按 习题 4 中 的 诺 依 曼 级 数 ， 我 们 可 记 


CS = fh ts ror)ds n=2, 3 
其 中 迭代 核 &oo 为 
gon Ctsr) = ee hrs FR Fa) oe to rd dio 
故 诺 依 曼 级 数 可 写成 
: x(t)=v(1) + hlt, rv rdrt+ 12 人 ee nv dr+te 
或 者 用 下 面 的 预 解 核 


和 (= Kikarn(tr) Chin =h) 
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x(t) =v0(t) + 4 Flt, ry pvr) dr 
8. 有 趣 的 是 习题 4 中 的 诺 依 曼 级 数 ， 通 过 把 4 的 罕 级 数 
X(t)=v0(t) + vt) th vt) + 
代入 到 (1) 也 能 够 得 到 ， 只 要 逐 项 积分 并 比较 系数 就 行 了 。 证 明 它 给 出 了 : 
vo Ct) = v0), vt) = hs Tv Tdr, n=1, 2 
假定 |v(1)| 志 co 及 |k(t,7T)| 寺 ce， 证 朋 
[v(t)| eo Celb -a))' 
故 (5) 顷 含 着 收敛 性 。 
9. 利 用 习题 7 求解 (1) ， 其 中 ao=0，p8=2r 及 


N 
ROt,T)= 3 asinnicosnrt 
m=1 


10,. 在 (1》 中 设 a=0,，656= zx， 并 有 


k(t,t)=aisintsin2r+a,sin2tsin3rt 


用 预 解 核 〈 见 习题 7 〉 写 出 方程 的 解 。 
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第 六 章 ”在 通 近 论 中 的 应 用 


本 章 也 属 选 学 内 容 ， 其 余 各 章 用 不 到 本 章 所 包含 的 材料 。 

逼近 论 是 一 个 广泛 而 有 各 种 应 用 的 领域 。 在 这 一 章 我 们 只 介绍 典范 空间 和 和 希 尔 伯 特 空 间 
中 的 逼近 论 的 基本 概念 和 概 狐 。 

本 章 内 容 概要 


在 $6.1 中 先 定义 最 佳 逼 近 的 概念 ， 并 讨论 最 佳 通 近 的 存在 性 ， 而 瞧 一 性 放 在 8$6.2 中 讨 
论 。 若 赋 范 空间 是 严格 凸 的 ( 见 6.2-2), 则 能 保证 最 佳 逼 近 的 唯一 性 ,和希 尔 伯 特 空间 正 是 这 样 的 
空间 〈( 见 6.2-4 和 $6.5) .对 于 一 般 赋 范 空 间 , 要 想 保 证 最 佳 逼 近 的 唯一 性 ， 则 需要 附加 一 定 
的 条 件 。 例 如 C La，25] 中 的 哈 尔 〈《 玉 aar》 和 条件， 见 6.3-2 和 6.3-4。 选 取 不 同 的 范 数 ， 会 
得 到 不 同类 型 的 逼近 。 其 标准 的 类 型 包括 

(i) C[【a，p] 中 的 一 致 逼近 ($6.3) ， 

(ii》 希 尔 伯 特 空 间 中 的 还 近 (》6.5) 。 
实用 的 一 臻 逼近 引出 了 有 名 的 契 比 雪夫 多 项 式 〈《8$6.4) 。 作 为 一 个 特殊 情况 ， 希 尔 伯 特 空 
则 的 逼近 也 包括 了 上 *[ a，6) 中 的 最 小 二 乘 表 近 。 对 于 三 次 样 条 水 数 也 将 给 出 一 个 简 短 的 
讨论 (36.6) 。 


$6.1 赋 范 空间 中 的 遥 近 


逼近 论 是 研究 用 一 种 较为 简单 的 函数 去 逼近 另 一 类 函数 的 问题 ,例如 用 多 项 式 去 逼近 定义 
在 某 区 间 上 的 连续 函数 ,在 微 积分 中 已 经 出 现 过 这 种 情况 ， 大 函数 有 一 个 泰勒 级 数 , 我 们 可 以 
涛 虑 用 该 级 数 的 部 分 和 去 逼近 这 个 函数 。 要 想 知 道 通 近 的 程度 , 就 必须 对 相应 的 余 项 作 出 佑 
计 。 
一 般 来 讲 ， 我 们 希望 建立 一 个 切实 可 用 的 判定 逼近 好 坏 的 准则 。 给 定 两 个 函数 集合 尘 与 
y ， 并 考虑 用 地 中 的 函数 去 逼近 未 中 的 函数 。 我 们 要 研究 的 征 最 佳 逮 近 的 存在 性 与 唯一 性 问 
题 ， 以 及 按照 拟定 的 判定 准则 去 构 和 遗 最 佳 逮 近 元 的 问题 。 遇 近 问 题 的 自然 硼 景 如 下 所 述 。 
设 守 = (五 ，| 上 |。，11) 是 一 个 峰 范 空间 ， 了 Y 是 的 一 个 固定 子 空间 。 任 意 给 定 xE€ 闭 ， 求 
一 个 yEY ， 它 是 了 中 最 接近 x 的 元 。 令 6 表示 x 到 了 的 距离 ， 据 定义 
6=6(x,Y)=iofllx- yl C1) 


( 见 8 3.3) 。 显 然 ， 6 依赖 于 x 和 六 ， 而 这 两 者 都 保持 不 变 ， 所 以 可 用 简单 的 记号 0。 
若 存 在 一 个 yo€Y 诺 足 
lx— yoll=8 / (2) 
则 称 y。 为 x 在 Y 中 的 一 个 最 佳 通 近 。 
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我 们 看 到 ， 最 佳 般 近 yo 和 是 了 中 到 x* 有 有 最短 距离 的 元 素 。 这 样 的 yoEyY 可 能 存在 ， 也 可 能 
不 存在 ， 这 就 出 现 了 存在 性 问题 。 对 于 给 定 的 x 和 了 ， 我 们 将 会 看 到 ，Y 在 下 中 的 最 佳 吾 近 
可 能 不 止 一 个 。 因 此 ， 唯 一 性 问题 也 是 有 实际 意义 的 。 

在 很 多 应 用 中 ， 了 都 是 取 有 限 维 的 ， 这 时 我 们 有 下 面 的 定理 。 

6.] -1 存在 性 定理 〈 最 佳 通 近 ) 若 Y 是 赋 汽 空 则 = (X, 1。 上 |T》 的 有 限 维 子 空间 ， 
则 对 每 个 xEX， 它 在 了 中 都 有 最 佳 冯 近 存 在 。 

证 朋 :， 投 x6E 所 已 给 定 ， 务 虑 转 球 

B= {yyE€EY | yl<2|xl} 

刚 0EB， 所 以 关于 x 到 上 六 的 距离 有 估计 式 


d(x, B)=inf lx-yl<ix-ol= Hei 
jEB 


而 着 yE:B， 则 上 y 二 24xj， 并 且 
lx—-yl 守 上 yl -lxi>> x 6(x, $B) (C8) 


这 就 表明 了 6(x,B)=6(x,Y )=0, 因 为 任 一 y€Y -万 到 x 的 距离 都 大 于 6(x ,万 ) 。 因 此 ， 
若 x 的 最 佳 过 近 存 在 ， 则 必须 阔 在 上 中。 这 就 看 出 了 我 们 利用 区 的 道理 。 由 于 区 是 有 限 维 空 
则 了 中 的 有 界 逆 集 ， 吉 从 2.5-3 可 推出 上 是 紧 的 ,从 而 邯 虚 用 紧 子 集 久 代替 整个 子 空间 YY 。 根 
握 §$2.2 式 (2) 知 范 数 是 连续 的 ,因而 从 推论 2.5-7 便 得 出 ， 存 在 yoE€ 使 得 上 x 一 y 上 在 y= y。 
达到 其 最 小 值 。 根 据 定义 ，y6o 就 是 x 在 了 中 的 一 个 最 佳 融 近 。 z 

例子 

6.1-2 空 间 CrCa,b] 空间 C [ac, 的 的 一 个 有 限 维 子 空 间 为 

VY =span {Xo X11 Xs}s xj(t) 二 +。 《1 固定 ) 

这 是 所 有 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 集合 ， 也 包括 x =0《〈 因 为 通常 的 讨论 都 不 规定 它 的 次 数 ) 。 
”定理 6.1-1 便 意味 着 ,对 于 给 定 的 在 C (a,b 上 连续 的 函数 x ,存在 着 一 个 次 数 不 超 过 nn 的 多 
] 册 式 ps 使 得 对 每 个 yEY 名 有 


max | x*(t)— p(t) | max | x(t)— y(t) | 
z te te 
其 中 / = [a,6]。C 5a, 的 中 的 逼近 叫做 一 臻 再 近 ， 在 下 一 节 将 详细 地 研究 。 
6.1-3 多 项 式 ”在 定理 6.1-1 中 ， 了 的 有 限 维 性 质 是 不 可 缺少 的 。 事 实 上 , 设 Y 是 [0, 玫 -] 
上 的 所 有 任意 次 的 多 项 式 集合 ， 它 是 Cr0，-] 的 一 个 子 空间 。 则 dimY = co。 令 x(f) = 


一 -1 若 令 


ys 人 tt) = 十 于 十 于 十 se 十 下 


则 对 每 个 六 0， 都 存在 一 个 W ,使 得 对 一 切 的 asN 有 jx 天 站 <s。 因 此 6(x， 了 上 )=0。 然 
看， 由 于 x 不 是 一 个 多 项 式 ， 所 以 看 出 不 存在 yoE 了 它 满足 Be= 6(x,y)= 上 x 一 yo 中 =0。 
习题 放 在 下 一 节 之 林 。 
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8 6.2 唯一 性 ， 严 格 凸 性 


本 节 ， 我 们 洲 虞 最 佳 禹 近 的 唯一 性 问题 。 为 了 让 大 家 理解 下 面 将 要 研究 什么 ， 首 先 从 两 
个 简单 例子 下 手 。 

知人 = Rs， 了 是 616, 一 平面 (3 =0) , 则 我 们 知道 ， 给 定 一 点 Xo = (610, 6590, E30) 它 
在 Y 中 的 最 佳 副 近 是 yo = (8610;5620;0) 氮 ， 从 2Yo 到 了 的 距离 是 6= | ， 并 且 最 佳 通 近 y。 
是 唯一 的 。 这 个 简单 的 事实 从 初等 几何 已 经 知道 。 

在 其 它 的 空间 中 ， 最 佳 逼近 的 唯一 性 可 能 不 再 成 立 ， 其 至 对 那些 相对 来 说 比较 简单 的 空 
问 ， 也 可 能 是 不 成 忌 的 。 

例如 ， 设 4 = (4 ，||。 站 ,是 实数 序 偶 x= (51,5,》，… 构成 的 矢量 空间 ， 其 上 的 范 
数 定 义 为 

lx! = J + és) (C1) 


站 我 们 取 一 点 x = (1, - 1》〉, 而 子 空间 站 如 图 57 所 示 ， 也 就 是 了 = { y= (n,n) | 7 是 实数 } 。 
则 对 于 一 切 yE€Y ， 显 然 有 


| x- y01= 11-7| + |-1-»|2 


从 x 到 了 的 距离 是 6(x, 了 Y) =2， 而 在 中 | 志 1 的 情况 
上 上 ， 所 有 y = (n,n) 都 是 x 在 Y 中 的 最 佳 副 近 。 这 说 
明了 甚至 在 如 此 简单 的 空间 中 , 对 于 给 定 的 x 和 y ， 
不 仅 最 佳 逼 近 不 唯一， 甚至 有 无 穷 多 。 同 时 还 看 
到 ,在 我 们 给 出 的 例子 中 ,最 佳 下 近 的 集合 是 一 个 凸 
集 。 并 且 我 们 会 推断 到 这 一 事实 具有 典型 意义 。 我 
们 也 可 断言 ， 凸 性 的 概念 对 研究 唯一 性 问题 是 很 有 
帮助 的 。 所 以 ， 首 先 让 我 们 陈述 凸 性 的 定义 ， 然 后 
再 寻求 用 这 个 概念 解决 问题 的 途径 。 

对 于 矢量 空间 天 的 子 集 M, 若 y,zEM 蕴含 着 集合 

W= {v=ay+(1-a)z | 0 之 a 委 1 } 


为 财 的 一 个 子 集 ， 则 称 奢 是 凸 的 。 而 集合 矿 叫 做 一 

个 闭 线 段 (为 什么 ? ) ，y 和 z 叫 做 线段 矿 的 边 般 

点 ， 而 矿 的 其 余 点 又 出 做 7 的 内 点 。 见 图 58。 
6.2-1 引 理 ( 凸 性 ) ” 赋 范 空间 XX =( 计 , | 。 汗 ) : 

中 ， 给 定点 xE 瑟 在 子 空间 性 于 中 的 最 佳 逼近 的 台 的 夫 扣 的 

集合 M， 是 一 个 凸 集 。 图 58 凸 集 和 非 凸 集 


证 明 ， 象 以 前 一 样 ， 仍 用 6izx 到 Y 的 距离 ， 着 MM 是 空 集 或 单 点 集 ， 则 论断 是 成 立 的 。 
贞 定 M 有 一 个 以 上 的 点 。 则 对 于 y,zEM， 按 定义 有 
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x-yl| = |x-zi=6 
我 们 米 让 明 这 将 意味 着 
w=ay+(1-a)zEM, 0<&a<1, 《2) 
实际 上 ， 由 于 wEY ， 故 上 x 一 史上 之 5， 而 又 由 于 
x-wi = a(x- y+(1—- a)(x—2) | 
<ajx—-y)j+(i-a)lx-2l 
=Qa0+(1— a)o 
=0 


其 中 用 人 旬 4 之 0 及 1 4 之 0。 合 在 一 起 使 有 jx- wj| =6。 因 此 wEM。 由 于 y,zEM 是 任 取 的 ， 
从 和 而 证 明了 MM 是 同 的 。 
因而 ， 落 x 在 和 中 有 若干 最 佳 迁 近 ， 则 据 定 义 ， 这 些 最 佳 逼 近 到 x 的 距离 都 等 于 6。 所 以 
从 引导 可 以 推出 ， 和 财 球 
B(x;0)= {v| liv~-xi<6} 


必 有 公共 线段 江 。 显 然 ， 线 段 矿 落 在 闭 球 让 的 边界 球面 S (x30) 上 。 每 个 wEV 到 x 的 距离 都 
为 ww 一 x 中 = 56。 此 外 ， 每 个 wwEWWV 都 有 唯一 的 gw= 6-1(u-~-x%) 与 之 对 应 且 范 数 丰 vl|l = 
6-! | wx j= 1。 这 就 意味 着 由 (2) 所 给 出 的 每 个 最 佳 逼近 wE 厂 者 和 单位 球面 {x | 中 x = 
1 } 上 的 唯一 的 v 相 对 应 。 

由 此 可 见 ， 票 想 保 证 最 佳 带 近 的 唯一 性 ， 我 们 必须 排除 这 样 的 范 数 ， 它 允 许 单位 球面 能 
够 含有 直线 段 。 这 就 促使 我 们 提出 如 下 定义 。 

6.2-2 定 义 〈 严 格 凸 性 ) ”严格 凸 范 数 是 指 这 样 的 一 种 范 数 :对 一 切 范 数 等 于 1 的 x,y， 

上 x+yl<2 (x y) 


一 个 赋 范 空间 的 范 数 若 是 严格 凸 的 ， 则 又 称 之 为 严格 凸 赋 范 空间 。 
要 注意 ， 对 于 x 上 = | yy 站 = 1， 三 角 不 等 式 给 出 了 
x+yjl 志 lxj+ lilyll= 2 
而 严格 同性 排除 了 等 号 成 立 的 可 能 ， 除非 是 x = y。 现 在 可 以 把 我 们 的 结论 总 结 如 下 。 
6.2-3 上 唯一 性 定理 《〈 最 佳 还 近 ) ”在 严格 西 赋 范 空间 基 中 ，xEX 在 给 定 的 子 空间 Y 迄 X 
中 奉 多 有 一 个 最 佳 逼近 。 四 
这 个 定理 对 解 实 际 问题 有 无 帮助， 到 关于 我 们 所 采 用 的 是 什么 空间 。 我 们 给 出 两 种 非 
常 重要 的 情况 。 l 
6 .2-4 引 理 (严格 凸 性 ) ”我 们 有 
(a) 和 希 尔 伯 特 空间 是 严格 凸 的 。 
(5) 空间 Cr5ac, 0 不 是 严格 凸 的 。 
证 明 (&) 对 于 一 切 范 数 等 于 的 x 和 和 y 寺 XX， 不 妨 设 x yh =a, a>0， 代 和 平行 伺 过 缉 


es 210。 


公式 〈(A3.1) 给 出 :; 
x+yll?=— |x-yll:+2C(lxll?+ | yi *) 


= ~a:+2(1+1)<4 
因此 有 | x+y | 过 2。 : 


(5) 我 们 考虑 用 下 面 两 式 


xX1(t)=1, x,.(1)= i-a 


b-a 
所 定义 的 x: 和 x*， 其 中 1E[a,p0。 显 然 xi xzECF[a,p]。， 并且 xisxs。 还 可 看 出 ||x: ji= 
x, =1, 和 : 
ta 
b-a 
其 中 / = [ac,p]。 这 就 证 明了 C 5a, 0 不 是 严格 凸 的 。 
引 理 中 的 论断 (o) 是 预料 之 中 的 。 因 为 定理 3.3-1 和 引 理 3.3-2 合 在 一 起 给 出 了 如 下 定 


xi1+x, =maxl1l1+ =2 
1€J 


下 。 

6.2-5 定 理 〈 希 尔 伯 特 空间 ) “” 互 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ， 对 每 个 给 定 xE 五 和 每 个 闭 子 空 
辣子 所 已 ,由 x 在 了 中 有 办 一 的 最 佳 盐 近 (〈 即 y= 书 x， 其 中 也是 霄 到 了 上 的 投影 。)》 。 

从 引 理 6.2-4 中 的 论断 (0 可 以 看 出 ， 在 一 致 吾 近 中 要 保证 最 佳 还 近 的 崔 一 性 ， 必 须 附 机 
一 定 的 条 件 。 

习 题 
1. 设 86. 1 中 式 (1) 和 式 (2) 中 的 了 古 有 限 维 的 ， 试 问 在 什么 条 件 下 式 (2) 中 的 
x-— yo || =0? 

2 .我 们 以 后 的 讨论 仅 限 于 赋 范 空间 , 但 顺便 指出 , 某 些 讨论 可 以 推广 到 一 般 的 度量 空间 。 
例如 ， 若 (4 ,qd) 是 一 度量 空间 ， 了 是 针 的 一 个 紧 子 集 , 试 证 ， 每 个 xEX 在 Y 中 有 一 个 最 佳 表 
近 y。 

3 . 若 耻 是 赋 范 空间 着 的 一 个 有 限 维 子 空间 ， 并 求 x*EXX 在 Y 中 的 一 个 最 佳 逼近 ， 自 然 要 
选择 了 的 一 个 基 { ei1,es,"…,e,}， 并 用 线性 组 合 ZQsejy 去 通 近 x。 证 朋 ， 用 


， 得 | 
f(a)= | x— > Cel lf > 一 人 wise Cu) 
i= 1 


如 义 的 基数 /是 连续 地 依赖 于 al， QH。 
4. 《是 落 数 〉 证 明 习 题 8 中 的 1 其 有 一 个 有 趣 的 性 质 ， 即 已 征 叫 的。 滑 数 :RR'->R 的 定 
义 域 多 (了 ) 若 是 西 集 。 且 对 每 两 个 4,v€ 儿 (f) 都 有 


f(AMu+(1—A)v) EA (nu) + (1— 1)f() 


其 中 0 委 4 委 1， 则 称 / 是 凸 的 。 ‘在 图 59 中 给 出 n= 1 时 的 一 个 例 于 。 在 各 种 极 小 化 问题 中西 
项 数 是 很 有 用 的 。) 
5. 由 式 (1) 定 义 的 范 数 不 是 严格 凸 的 。 不 利用 6.2-3， 直接 证 明 这 个 结论 。 
6 . 芳 虑 (1), 试 确定 yx= (2,0) 在 单位 闭 球 B 中 的 所 有 最 佳 带 近 点 y。 并 求 出 最 小 值 6 = 6(x， 
万 )。 
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7. 证明 ， 实 数 应 加 构成 的 和 失 量 空间 在 赋予 范 数 
| (£1,652) | = maxt( 全 ? |é,| ) 
后 所 得 到 的 赋 范 空间 不 是 严格 西 的 。 画 出 它 的 单位 球面 。 

8. 污 虑 所 有 形 如 x = (£1,5,) 的 实数 序 偶 。 分 别 按 
(ca) 欧 几 里 德 距 离 ，(2) 习 题 了 7 中 的 范 数 所 诱导 的 距离 ， 
求 出 到 (0,0) 及 到 (2,0) 的 距离 为 2 的 所 有 点 。 

9 , 芳 虑 所 有 实数 序 偶 构成 的 矢量 空间 。 令 xl = (- 1， 
0)，x*= (1,0)。 分 别 按 (a) 欧 几 里 德 范 数 ，(5) 习 题 7 
中 定义 的 范 数 ，(c) 由 (1) 定 义 的 范 数 ， 确 定 球面 上 x 一 
x1 上 | = 1 和 球面 上 x 一 x;, 汪 =1 的 交 。 图 59 单 变量 t 的 凸 函数 { 

10. 可 以 证 明 1*(p 之 1) 是 严格 西 的 ， 而 1 不 是 严格 。 其 中 二 绩 慨 表示。 | 
中 的 。 给 出 1 不 是 严格 凸 的 证 明 。 

11 ,在 赋 范 空间 中 ， 若 x 在 子 空间 Y 中 的 最 佳 逼近 不 是 唯一 的 ， 证 明 x 有 无 穷 多 这 样 的 最 
佳 带 近 。 

12 .证 明 ， 若 范 数 是 严格 西 的 ， 则 x* 上 = 上 y= 1 与 x 二 y 合 在 一 起 冀 含 着 对 所 有 注 足 
0 二 a 过 1 的 a 都 有 


ax+(1l- a)yl<1 
并 证 明 这 个 条 件 对 严格 凸 性 也 征 充 分 的 。 
13 .证 明 ， 若 赋 范 空间 关 是 严格 叫 的 ， 则 
x+ = 有 x + 时 y (x 看 0，y 夺 0) 
弄 合 着 对 菜 一 个 正 数 c 有 *= cy。 | 
14 证明， 习题 13 中 的 条 件 对 严格 三 性 不 仅 是 必要 的 ， 而 且 也 是 充分 的 。 也 就 是 说 ， 者 


这 个 条 件 对 羡 中 的 所 有 非 零 元 x 和 yy 都 成 立 ， 则 羡 是 严格 凸 的 。 z 
15 斥 谓 矢量 空间 无 的 西 集 M 的 极点 xEM。 是 指 x 不 能 作为 线 豚 灰 CM 的 一 个 内 点 。 证 


阴 ， 革 区 是 严格 凸 的 赋 范 空间 。 则 无 的 单位 球面 的 每 一 个 点 都 是 天 的 闭 单位 球 的 极 所 。 
§ 6.3 一 致远 近 


泥 取 不 同 的 范 数 ， 便 可 得 到 不 同类 型 的 台 近 。 而 如 何 选取 范 数 ， 当 然 要 根据 我 们 的 目的 


而 定 。 两 个 通用 的 类 型 十 
(4) 用 Crko,b0 上 的 范 数 


xi=max lx(f)|。，vy = Ca, by 
万 了 
作 一 致 过 近 。 
(CB) 用 上 :Ca,6) 上 的 范 数 〔 见 3.,1-5) 


* 012” 


xi = (<x,X> 1! =([ x(t) at)'” 


作 二 小 二 乘 遂 近 。 : 

本 节 专 门 讨 论 一 臻 逼近 〈 也 叫做 契 比 雪夫 有 逼近 ) 。 我 们 考虑 实 空间 4 = C 5a,6b2J 和 n 维 于 
乞 癌 了 CCfc,o3。 当 然 出 现 的 函数 都 是 Cac, 20] 上 的 实 值 连续 函数 。 对 每 个 关 数 xE 飞 ， 定 理 
6.1-1 保 证 了 x 在 了 中 的 最 佳 还 近 的 存在 性 。 然 而 ， 由 于 C Ca, 的 不 是 严格 凸 的 〈 见 6.2-4) ， 
故 唯一 性 的 问题 需要 特别 的 审查 。 为 此 ， 下 面 的 概念 将 是 重要 的 ， 并 且 是 有 意思 的 。 

6.3-1 定 义 ( 极 值 点 ) XE CCLa, 恕 的 极 值 点 十指 满足 Ix(to)| = | 外 >x| 的 点 foEC[Cay,D]。 

因此 在 x 的 极 值 点 t。 上， 要 么 x(to)= + x ， 要 人 么 x (to)= 一 上 x 上 .而 C Ca,53 上 的 
范 数 的 定义 未明 ， |x(t 在 极 值 点 to 达到 其 最 大 值 。 

我 们 目前 讨论 的 中 心 概念 是 4。， 哈 尔 (aar 1918) 给 出 的 下 述 条 件 , 它 是 关于 C [Ca,0] 
中 取 佳 逼近 的 唯一 性 的 充分 必要 条 件 。 

6.3-2 定 义 “〈 哈 尔 条 件 ) ” 实 空 间 C rc, 0 的 有 限 * 维 子 空间 上 ， 各 每 个 0 六 yE] 上 至 多 在 
[oa, 0 中 有 2 -1 个 雪 氮 ， 则 称 上 是 满足 哈 尔 条 件 的 。 

例如 ， 了 了 =span { ltoot CC[a,6b2 是 n 维 的 子 空间 ， 每 个 0 二 yE€F 至 多 有 nn 一 1 
个 零点 ， 所 以 了 是 满足 哈 尔 条 件 的 。 实 际 上 ， 就 是 根据 这 个 具体 模型 提出 定义 6.3-2 的 。 在 
证 明了 哈 尔 条 件 是 保证 C Ca, 如 中 最 佳 逼近 唯一 性 的 充分 必要 条 件 之 后 。 再 回 到 这 一 情 婉 上 
来 。 

为 适应 下 面 研究 的 需要 ， 首 先 让 我 们 证 明 与 哈 尔 条 件 等 价 的 一 种 说 法 。 

蛤 尔 条 件 等 价 于 ， 对 于 六 的 每 一 个 基 { yt yy) 和 区 加 yy = 5c,20 中 的 每 ”个 互 不 
相同 的 点 1 ,fs ,XxX.。 部 有 

yi) yilts) ee ylt,) 
yat1) yo (ts) ys (1.,) = (1 ) 


yn(t1) ys(t,) oo yalt,) 


证 明 ， 每 个 yEY 都 有 表示 y= asys。 于 空间 Y 满足 哈 尔 条 件 当 且 仅 当 在 了 = [a,b 中 

有 ， 个 或 多 于 n 个 零点 fy aeifu 的 每 个 /= 区 aiy4EY 都 恒 等 于 零 。 这 意味 着 方程 组 
(n 个 条 件 ) : 

yt) = E yslti) =0, j=1,2,0,n (2) 


在 唯 一 的 解 a1 = Q2 = = 二 0Q,=0。 根据 方程 组 的 理论 ， 当 且 仅 当 方程 组 (2) 的 系数 行列 式 (] ) 
不 等 于 零 。 

险 尔 条 件 对 于 最 佳 还 近 的 唯一 性 是 充分 的 ， 可 通过 下 面 的 引 理 来 证 明 。 

6.3-3 引 理 〈 极 值 点 ) 假定 实 空间 C [oa, 的 的 子 空间 满足 哈 尔 条 件 。 若 对 给 定 的 xE 操 
和 yEY ， 函 数 x - y 的 极 值 点 少 于 n +1 个， 则 y 不 是 x 在 上 中 的 最 佳 还 近 。 这 里 仍 假定 
n= dimY 

证 明 ， 根 据 假设 函数 v= x - y 有 mn) 个 极 值 点 fi fa…fe。 车 m<m 我 们 可 在 
7 - [ao. 扫 由 适当 选取 点 fs tryeit， 使 1 fate 成 为 "个 不 相同 的 点 。 利 用 这 
些 点 和 的 一 个 基 yi 29 3 yn ’ 构造 一 个 线性 非 齐 次 方程 组 : 
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~ By(t;) = v(t,), j=1,2,°,n, (C3) 


一 


3 


由 于 Y 请 足 哈 和 尔 条 仁 ， 改 (1) 成 立 。 因 此 (3) 有 唯一 的 解 。 利 用 (3) 的 解 定义 函数 
yo = OyY1 + psy, + 
人 、 
y=y+eéeyo (e >0) 
我 们 将 证 明 ， 对 于 充分 小 的 es， 函数 和 = x -5 满 足 
ls 和 lol (4) 
从 向 说明 y 不 能 够 是 x 在 中 的 最 佳 允 近 。 
为 了 得 到 (4)， 我 们 来 估计 5。 把 7 = [a, 6 分 成 两 个 集合 N 和 久 = 7 了 - N。 其 中 入 是 含 
有 z 的 极 值 点 # 1 yese no 
在 极 倩 点 上 ，jlz(t) = 上 vj ,由 v= x y 志 0 知 上 vj 之 0 而 由 (3) 和 yo 的 定义 还 知 yo(1) 
= v(t;)。 因 此 ， 据 连续 性 的 定义 ， 对 每 个 ;都 有 一 个 开 邻 域 N,， 使 得 在 并 集 N=N.UN? 
UeU NN, 之 内 有 1 
4=inf lv(t)| 之 0， inf |yo lf) 之 -上 vl (5) 


由 于 yo(t,) =v(t,) 六 0，。， 所 (5) 对 一 切 1EN 有 yo(1)/v(t1)>>0， 并 且 (5) 还 给 出 了 


yo(lt) ~ [yo (lt)| -> inf |yo(#)| -> 1 


v(t) | | vl 2 


令 M = uP [yo(t)| ， 则 对 每 个 正 数 e 二 KL/MM。 和 每 个 :EN， 我 们 得 到 


eyo(t) _ € |yolt)| eM, 
v(t) lv(#)| < 下 ~1 z 

由 于 5 =x- YF=%X- -Ey0=Uv0- eyo0s 利用 上 面 的 不 等 式 可 以 看 出 ， 对 一 切 1EN 及 0 过 e<< 

4H/Mo 有 

/ | 全 (ft = lv(t)~-eyo (lt)| 


— yo 
- lo 1 Ye | C6) 
© 
<llvl(1-—) 
<|v| 
再 转 到 六 的 余 集 人 =v 一 人 上 ， 由 于 天 是 闭 集 ， 故 可 定义 
M1= sup [yo Ct)|， Ma = sup lv(#)| 


由 于 NN 包含 了 vo 的 所 有 极 值 点 ， 所 以 有 M; 过 | | 并 且 可 以 写成 
[vl =M,+”ns n>0 
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选择 正 数 e<7/AM， 则 有 esMi <7， 并 且 对 一 切 4E 天 可 得 到 
I5Ct 委 jeGt)| +e |y0(t)) 
<M, +eM) 
<|z|j 
这 就 可 以 看 出 ， |5(1)| 有 一 个 与 1E 天 无 关 的 上 界 M， +eMi, 并 且 这 个 上 界 是 严格 小 于 | 
的 。 和 (6) 中 类 似 , 在 那里 141EN 并 且 e>0 是 充分 地 小 。 现 在 选取 ee<min 1 /M077/M1}， 
并 取 上 硝 界 便 得 到 | 由 zj < 站 |。 这 就 是 所 要 证 明 的 (4)， 从 而 完成 了 整个 的 证 明 。 
利用 这 个 引 理 ， 便 可 得 到 如 下 的 基本 定理 。 
6.3-4 哈 尔 唯 一 性 定理 〈 最 佳 带 近 ) 设 Y 是 实 空间 C [a,65) 的 有 限 维 子 空间 。 则 每 个 
xECra, 6 在 Y 中 有 了 唯一 的 最 佳 壳 近 当 且 仅 当 Y 满足 哈 尔 条 件 。 
证 有 明 ，(a) 充分 性 。 假定 了 满足 哈 尔 条 件 , 而 》1,》E€7 二 者 都 是 给 定 的 某 一 XECKoyp] 
的 最 佳 通 近 。 则 令 


Ul 二 XX~ Yi1s Uv», 二 XX— yy》 


“” 便 有 vi = |v;, | =6=6(x,Y ),。 引 理 6.2-1 意 味 着 y = 一-(y， + ys。) 也 是 x 的 最 佳 百 近 。 
根据 引 理 6.3-3， 轩 数 


p=x 一 y=X 一 (yy = 二 (ou+oa) (7) 


会 少 有 nn 十 1 个 极 值 点 : t,t ,tor1 在 这 些 扎 上 有 [ww 一 | vo | = 0。 由 此 和 式 (7) 便 得 到 
20(1;)= v(t;) +tv, (ft;) =20 或 -20 

又 [v(tD)I 志 lv 上 =6, 1?=1,2，( 见 前 面 )。 因 此 ， 欲 要 2v(#/)=vi(ty) +v,(t;)=26 

(或 -26) 成 立 ， 只 有 一 种 可 能 ， 那 就 是 v1 (ty) 与 v.(ty) 同 号 且 有 最 大 可 能 的 绝对 值 ， 即 
vi(t)) =v;(t)) = 8 或 -8， 1=1,2,°%,n+l1 


但 这 就 意味 着 y 2 = VU,”— v1 在 [qa,0] 中 有 nn + 1 个 零点 。 因此 根据 哈 尔 条 件 有 yy1—~ y;= 0 
如 yy 1 = yy;。 从 而 唯一 性 得 证 。 

(bb) 必 要 性 。 我 们 假定 六 不 满足 哈 尔 条 件 ， 然 后 去 证 明 对 所 有 的 xEC[a,6b1]， 不 保证 其 
在 了 中 的 最 佳 逼近 是 唯一 的 。 如 同 6.3-2 中 证 明 ， 在 目前 的 假定 下 ,有 了 的 一 组 基 1 yi，y:， 
,Ys 上 和 [a 如 中 的 个 不 同 的 点 二 ,ti,*…, 1,， 使 得 6.3-2 中 的 行列 式 (1) 为 零 。 因 此 ， 齐 
次 方程 组 / / : : 

Diyati) type Yate) tet payilts) =0, kh=1,2,.…,n 
有 非 零 解 71,?:,，…,P,。 利 用 这 组 解 和 任意 移 y= aiysEY ， 都 有 


5 py(t)=5 «|S piysltn) |= 0, j=1,2,%,n (8) 
j=1 和 | 1 

此 外 ， 被 转 置 的 方程 组 和 

Biy1(ti) + Bays(ti) te tpeye(ty)= 0， j=1,2,°,7 


也 有 非 零 解 B1, Pi,*"*, pn ,用 这 组 解 我 们 定义 一 个 函数 yo。= Psys， 则 yo 二 0 并 且 y6o 在 
fit 的 值 等 于 零 。 设 1 满足 上 4 站 委 1， 又 设 zE C 5a, 所 福生 hz = 和 
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~ 1， ?<<0 
2(1;) = sgn y= | 
1 ， ?之 0 
用 下 式 


x(f)=2(f) (1- lA4yo (1)|) 


定义 XEC[a,6]， 由 于 yo(ty)=0， 故 x(t))=z(t)=sgnyj， 并 且 | 上 x | =1。 我 们 来 证 明 
消 数 x 在 六 中 有 无 穷 多 个 最 住 带 近 。 | 
利用 |z(t| 委 下 zl =1 和 14yo(b 委员 4yo( 世 站 委 1， 对 每 个 eEKC 一 1，19 都 可 得 到 
[X(t) ~ eAyo lt) x(t) +|e4yo(t) 
= jz(Cf) (1—|A4y0(t)| ) + JeAyo (tt) 
<1- jl4yo(Cf)| + leAyo lt)| 
1 
因此 ， 如 果 能 证 明 对 任意 的 yE€1 都 有 
|lx 一 > 站 产 ! 《对 于 一 切 yEI ) (9) 
则 便 说 明了 ， 对 于 eE[- 1，1]， 每 个 ez4yo(f) 者 是 x(f) 的 一 个 最 佳 逼 近 。 
现在 对 任意 的 y= a,y,EY 来 证 明 它 满足 (9) 。 证 明 方法 是 闻 接 的 。 假 定 对 某 一 
yEY 有 省 x 一 之 1， 则 由 条 件 
X(t)=sgnpy= +t1 和 |x(f)- y(t) 人 ix- $i <1 
可 推 得 ， 对 所 有 有 的 3; 三 0， 有 
sgn y(t1)= sgnx(t))= sgn yi 
但 是 将 (8〉 中 的 y 换 成 3， 由 于 对 某 一 个 7 有 ?; 评 0， 致 使 


之 ， ?7 了 人) = 2， ViSgn yi = 之 ， 上 中 六 0 


这 便 与 (8》 了 矛盾。 所 以 反 设 上 x 一 上 过 1 不 真 。 从 而 (9〉 必 定 成 立 。 这 就 完成 了 证 明 。 

这 注意， 若 了 = span 1 1，t 1 加， 则 有 dimy =n+1， 并 且 Y 满足 哈 尔 条 件 (为 
什么 ? 〉， 因 此 得 到 如 下 定理 。 | | 

6.3-5 定理 (多项式) 实 空间 C [a, 如 中 的 任 一 x 在 了 .= span 1 1,1,.…,t"+ 中 有 唯一 
的 最 传送 近 。 

在 这 个 定理 中 ， 改 变 子 空间 Y ,的 维 数 ， 将 x 在 不 同 的 了 ,中 的 最 佳 冯 近 加 以 比较 。 特 别 
是 当 n->co 时 ， 看 看 会 出 现 什么 情况 ， 这 是 很 值得 一 做 的 事情 。 设 .= x- p. ||, 其中。 是 
已 给 定 的 x 在 了 ,中 的 最 佳 带 近 。 由 于 了 。CY ,CC…， 我 们 便 得 到 一 个 单调 递减 的 序列 


之 861 之 by 之 和 (10) 
“而 维尔 斯 特 拉 斯 逼近 定理 4.11-5 又 意味 着 
lim8.=0 1 z (11) 
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几乎 不 要 解释 就 可 以 看 出 ， 定 理 6.3-5 就 是 表征 了 哈 尔 研 究 的 一 个 原型 问题 。 事 实 上 ， 我 
们 叙 会 惊奇 ， 为 什么 在 一 般 情 况 下 不 能 期 望 最 佳 允 近 是 唯一 的 ? 而 用 多 项 式 去 逼近 却 仍 能 保 
证 唯一 ? 因此 ， 不 禁 会 问 ， 究 竞 多 项 式 具 备 了 人 怎样 一 种 不 同 寻 常 的 良好 特性 ， 才 使 得 它 能 保 
证 最 佳 带 近 的 唯一 性 ? 回答 就 是 它 满足 6.3-2 所 定义 的 哈 尔 条 件 。 

D2 | 题 

1. 若 了 CCL[a, 如 是 一 个 nm 维 的 子 空间 并 且 满 足 哈 尔 条 件 ， 证 明 : 把 六 的 元 素 限制 在 由 
ra, 0 的 任意 * 个 点 组 成 的 一 个 子 集 上 , 仍 构成 一 个 ” 维 的 矢量 空间 〈 在 这 一 限制 之 下 ， 维 数 通 
种 将 减少 ) 。 

2. 设 xf)=1，xoCf)=i2。 若 把 了 =span 1X1，X。+ 视 为 (a)C[50,17 的 , (6)Cf[-1， 
9 的 子 空间 ， 试 问 了 满足 哈 尔 条 件 吗 ? 《为 了 理解 我 们 提出 这 个 问题 的 用 意 ， 在 上 面 两 种 情 
癌 下 ， 求 YX=x%Cf)= 天 的 最 佳 退 近 。) 

3. 证 明 ， 了 =span 1 yi ys CCra,o 满 足 哈 尔 条 件 ， 当 且 仅 当 对 Ca,0 中 的 
每 2 个 不 同 的 后 ， 1 ttt 2 个 和 拓 量 ,ww =(y1(1)，22 1) et))》，7 =1，2， 
… ;7 构成 一 个 线性 无 关 组 。 

4.《 苑 德 蒙 行列 式 ) 写 出 关于 : 

y(t) = 1|， ya (tr) = 了 9 ys(t) 一 1 oy ye 人 rz) = 四 
的 行列 式 (1)， 它 叫做 范 德 蒙 行列 式 〈 或 柯 西 行列 式 ) 。 可 以 证 明 这 个 行列 式 等 于 


(ti — 1)) 
0 女生 号 性 
求证 ， 这 意味 着 存在 唯一 的 一 个 次 数 不 超过 n - 1 的 多 项 式 。 它 在 ”个 不 同 的 点 上 取 给 定 的 


值 。 

5.( 戴 拉 瓦 尔 - 波 辛 定理 ) 设 了 到 C5c, 0 满足 哈 尔 条 件 ,并 若 虑 任 一 xEC[a,b。 若 >EL 
使 得 x - y 在 Ca, 56] 中 的 n+ 1I 个 顺序 排列 的 点 上 ， 交 错 地 取 正 值 和 负 值 ， 这 里 的 "= dimy 。 
证 明 x 到 它 在 Y 中 的 最 佳 逼 近 的 距离 3 至 少 等 于 x - y 的 这 些 n + 1 个 值 的 最 小 绝对 值 。 

6. 在 Cr50,1] 中 ， 求 x = e' 在 了 =span 1 y1, y+ 中 的 最 佳 避 近 , 其 中 y1(1)=1，y:(1) 
= +。 并 把 它 与 线性 泰勒 多 项 式 1 + t 加 以 比较 。 


7. 在 习题 6 中 ， 把 x =。' 换 成 x= sin -5 再 做 一 遍 。 


3. 习题 6 和 习题 7 中 所 研究 的 被 逼近 的 函数 x， 是 定义 在 Ca, 86] 上 上 且 其 二 阶 导 数 在 Ca,6] 

上 上 不 变 号 。 证 朋 : 在 这 种 情况 下 ， 其 最 佳 殖 近 的 线性 函数 》 在 y(1) = a +ast, 其 中 
_ x(a)+x(c) oo, ote 
2 2 

x(b)— x%(a) 

b-a 
并 有 目 c 是 方程 x'(t) - yt =0 的 解 。 解 释 这 个 公式 的 几何 意 广 。 

9. 〈 不 相 容 的 线性 方程 ) 车 含有 mn 个 未 知 数 r 个 线性 方程 的 方程 组 


?1OD1 十 ?12O2z 十 十 了 iaOe 三 pb! j= 1,2,°°7 


> 一 
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十 不 相 容 的 ， 其 中 +r 之 n， 财 它 征 没有 任何 解 w= 《0O1 02 9 ou ) 的 。 但 我 们 能 够 寻 求 一 个 :二 
侯 解 z= (51，62 oo， cu。)， 它 使 得 


max|p, - yin 
尽 可 能 地 小 。 这 个 问题 如 何 顺应 我 们 目前 的 讨论 ? 在 这 种 情况 下 ， 哈 尔 条 件 取 什么 形式 ? 
10. 为 了 更 好 地 体会 习题 9 的 用 意 ， 读 者 可 以 考虑 能 够 画 出 8 写 Ys6, 的 曲线 ， 并 且 
易于 求 近 似 解 的 简单 方程 组 ， 例 如 
w= 1 
4® = 2 


男 出 1 (6) = max Ip; 一 2151 的 曲线 。 注 意 ，f 古 启 的 ( 见 $6.2 习 题 4》。 按 习题 9 中 的 定 
文 求 谋 似 解 6。 


$6.4 回 比 雪夫 多 项 式 


上 一 和 熙 专门 讨论 了 一 臻 逼近 的 理论 性 问题 。 留 下 的 实际 问题 是 如 何 求 便于 计算 和 分 析 的 
最 佳 逼 近 的 显 式 解 。 这 是 很 不 容易 解决 的 问题 。 一 般 而 言 ， 这 种 显 式 解 也 只 能 关于 C [Ca,2 ] 
中 的 少数 几 个 函数 x 才 能 求 出 。 在 这 方面 ， 交 错 集 是 一 个 有 用 的 工 上 其 。 


6.4-1 定 义 〈 交 错 集 ) ” 设 xECL5a,0],yEY ， 其 中 了 为 实 空 间 C [0 的 一 个 于 空间 。 
[a, 5 中 的 点 集 1fofiey 友 下 且 祷 足 旭 二 1 过 < 知 使 得 闻 数 x -yy 在 这 些 点 的 值 
x (1) -y(t)) 依 次 交错 地 等 于 + xz-y 下 和 - jx- yy 外， 则 称 1 tt 和 ft 是 zx- y 的 
一 个 交错 集 。 : z 

我 们 看 到 ， 交 错 集中 的 &+ 1 个 点 都 是 x - y 的 极 值 点 ， 如 6.3-1 所 定义 的 ， 并 且 x - ?在 
这 些 点 的 值 交 错 地 取 正 和 负 。 

交错 集 的 重要 性 在 某 种 程度 上 为 下 述 引 理 所 表 了 明 。 这 个 引 理 是 说 ,x - y 的 足够 大 的 交错 
集 的 存在 ， 意 味 着 y 是 x 的 最 佳 逼 近 。 确切 地 说 ， 这 个 条 件 也 是 y 作 为 x 的 最 佳 逮 近 的 必要 条 
件 。 由 于 以 后 我 们 不 需要 这 一 事实 ， 所 以 这 里 不 再 证 明 它 。 5 它 的 证 明 比 我 们 下 面 的 证 明 困 
难 些 ， 参 见 切 尼 (EE 。WW。Cheney,，1966) ,p.75】 

6.4-2 引 理 (最 佳 到 近 〉 设 Y 是 实 空间 C Ca,65) 的 满足 哈 尔 条 件 6.3-2 的 一 个 子 空 间 。 
给 定 xECra,5， 设 yEF 使 得 x - y 有 一 个 包含 %+1 个 点 的 交错 集 ， 这 里 的 n= dimY。 则 
z y 是 x 在 中 的 最 佳 一 致 进 近 。 
证 明 : 根据 6.1-1 和 6.3-4，x 在 Y 中 有 唯一 的 最 佳 慢 近 。 假若 这 个 最 佳 甫 近 不 是 y 而 是 
另外 一 个 y,EY ， 则 有 上 x 一 之 上 x 一 yo 时。 这 个 不 等 式 意 味 荐 ， 在 这 +1 个 极 值 点 上 
” 谓 数 
yo— Y=(X— 7)— (xX— yo) 
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IX ~ y 有 相同 的 符号 ， 这 十 因为 在 极 值 点 上 ， 党 一 等 于 土 | XY | 2 而 等 式 右 端 另 项 
x 一 ,的 绝对 值 决 不 会 超过 上 x - ye 站 ,并且 是 严格 小 于 中 x 一 y 目 。 这 就 表 朋 y。 一 y 在 x 一 yy 
内 交错 集 上 的 取 值 (n+1 个 点 上 的 值 ) 世 依次 交错 地 为 正和 负 。 所 以 > yo 在 [Ca,5] 上 至 少 
有 7 个 过 所。 但 由 于 y 一 yo€Y ， 而 了 义 满 足 哈 尔 条 件 ， 所 以 除非 yy - y=0， 它 征 不 可 能 有 
n 个 仿 扩 的 。 因 此 y= y， 从 而 证 明了 yy 一 定 是 x 在 了 中 的 最 佳 逼近 。 

一 个 极为 重要 的 典型 问题 ， 同 时 也 是 上 面 引 理 的 一 个 应 用 ， 就 是 C5- 1 1 中 的 函数 x 


X(t)=1", n€N 十 固定 的 (1) 
在 子 空间 = span 1 For JI19 9 al 上 中 的 最 佳 通 近 ， 其 中 
y(t)=11, 7=0,1,*%,n—1 (2) 


很 明显 ， 我 们 打算 用 一 个 次 数 小 于 "的 实 多 项 式 在 C- 1,13] 上 去 通 近 x = 1"。 这 样 的 多 项 式 具 
在 克 下 的 形式 
y(t)= Qt 十 Qt 2 十 so 十 CQL0 
因此 ， 寿 令 2=% 一 y， 则 有 
z(t)=t*— (Qt!l+ ost" ?+et+a,) 
并 且 我 们 希望 找到 使 上 z | 上 尽 可 能 小 的 y。 要 注意 。，j 呈 z= x 一 yy 中 就 是 x 到 yy 的 距离 。 从 
最 后 的 式 子 可 以 看 出 ，z() 是 一 个 首 项 系数 等 于 1 的 n 次 多 项 式 ， 而 我 们 原来 的 问题 等 价 于 
下 面 的 提 法 ; 
在 所 有 的 首 项 系数 等 于 1 的 n 次 多 项 式 中 找 一 个 z ， 按 我 们 的 考虑 ， 它 在 C-11] 上 有 
(相对 于 零 的 〉》 最 小 的 最 大 偏差 。 
如 果 令 
1 = cosb (8) 
并 让 6 从 0 变 到 r， 则 ! 在 区 间 [- 1, 1 上 变化 。 在 [0, x) 上 ， 函 数 cosn98 有 n+ 1 个 极 值 点 ， 并 且 
在 极 值 点 的 取 值 依次 交错 取 +1 和 一 1( 见 图 60) 。 


图 60 cosng 在 [0，x】 上 的 nn 十 1 个 极 信息 
根据 引 理 6.4-2， 我 们 可 望 cosn9 能 帮助 我 们 解决 问题 ， 因 为 它 使 我 们 能 把 cosn0 写 成 i = cosl 
的 多项式。 事实 上 ， 用 她 纳 法 可 证 明和 存在 形 如 


#1 
cosn0=2"-licos"0+ 3 Bucosi0, n=1,2,° (4) 
j=0 z 


也 ] 未 达 式 ， 其 中 Bry 是 贡 数 。 
219. 


证 明 ， 式 (4) 对 于 n=1 ( 取 ,= 0 〉 是 成 立 的 。 假 设 对 任意 的 x， 式 (4) 是 成 立 的 ， 现 
证 对 n+1， 式 (4) 也 是 成 立 的 。 由 余弦 的 加 法 公式 可 得 


cos(n+1)0 = cosn0cos0 — sinn0sing 


La 


cos(n—1)0=cosn0cosd + sinngsing 
两 端 相 加 得 到 

cos(n+1)0+cos(n—-1)0= 2cosnOcosd (5) 
因此 ， 由 上 归纳 假设 有 


cos(n+1)0 =2cosndcos0— cos(n— 1)0 


=2cos0(2""icos" d+ 5 Bucos ig ) 
i=0 


一 2*-zcos*- 10 一 5 Pn-11cOS10 
j= 0 
显然 ， 这 个 式 子 可 按 所 希望 的 那样 写成 
cos(n+1)0=2"cos"*10+ b> Bs, 11cOs!0 
j=0 : 


这 就 完成 了 证 明 。 
到 此 我 们 的 问题 实际 上 已 得 到 了 解决 ， 但 在 总 结 归纳 这 些 结果 之 前 ， 先 让 我 们 引入 一 个 
标准 的 记 法 和 术语 。 
用 
T(t)=cosnt, =arc cosf 1=0 1 (6) 


所 定义 的 函数 叫做 第 一 类 的 x 阶 契 比 雷 夫 多 项 式 。 这 里 之 所 以 用 了 ， 走 因为 有 的 作者 把 
Jeg6rrres 译 为 了 cpheorcpe。 而 第 二 类 的 契 比 雪夫 多 项 式 定 义 为 


LU (ff ) = [sin(n+1)03] /sing, n= 1 ,2 


契 比 雪夫 多 项 式 有 各 种 有 趣 的 性 质 ， 其 中 的 一 些 在 本 节 末 的 习题 集中 指出 。 要 想 更 详细 的 了 
解 ， 可 参考 G。 赛 果 (G 。 Szegy，1967)。 | 

式 (4) 中 的 首 项 系数 不 是 我 们 希望 的 1， 而 是 2-!。 记 住 这 一 点 ， 便 得 下 面 的 公式 ， 它 找 
述 了 有 名 的 契 比 雪夫 多 项 式 的 极 小 值 性 质 。 

6.4-3 定 理 ( 驾 比 雷 夫 多 项 式 ) ”多 项 式 


Pt) = T(t) = os(nare cost) (n>1) (7) 


是 所 有 首 项 系数 等 于 1 的 n 次 实 多 项 式 中 ， 在 C- 1、1] 上 相对 于 0 有 最 小 的 最 大 偏差 。 

回想 起 本 节 所 提出 的 逼近 问题 ， 可 将 结论 系统 地 表述 如 下 ， 

函数 x (1) = PEC5-1,1] 在 了 = span 1 lt…，t1 t+ 中 的 最 佳 一 致 逼近 是 〈 即 由 次 孝 
小 于 m 了 的 实 多 项 式 通 近 ) 


* 2L0。 


y=) Tt) (n>1) (8) 
如 注意 ， 式 (8) 中 的 最 高 次 项 1" 消 挤 了 。 所 以 y(t) 的 次 数 如 要 求 的 那样 症 不 起 过 nn 一 1 的 。 
定理 6.4-3 对 一 般 情况 也 是 适用 的 。 若 给 定 n 次 实 多 项 式 %， 其 首 项 为 p.t"， 我 们 来 看 
{EC 一 1,1) 上 的 z 在 VF = span 11,1,e…,1"! 中 的 最 住 带 近 ， 当 然 了 的 次 数 最 高 为 一 1， 仍 
在 实 空间 Cr 一 1,1J 中 考虑 问题 。 则 我 们 可 ic 


和 = px 
可 见 x 的 首 项 为 如 。 出 定理 6.4-3 可 推 得 # 必 须 满 足 

记 忆 区 一 了 ) 一 矿 。 
其 解 是 

g(1) = F(t) — -he T(t) (n>1) (9) 
这 就 推广 了 式 (8)。 


前 几 个 低 阶 的 兆 比 雪夫 多 项 式 的 显 式 可 以 很 容易 地 得 到 。 我 们 看 出 了 ,(1)= cos0=1， 
此 外 ，T 1(1) = cos9=t。 公式 (6) 表 明 式 (5) 可 以 写成 
T(t)+T ,1(t)=2tT,.(t) 


这 个 北 推 公式 

Tt)=2t Tt) -Tilt), n=1,2,°° (10) 
逐次 给 出 了 (图 61) 

T(t)=1 

Tf)=21 1 (11”) 

T(t)= 41°—31 

T(t)=8t4— 8t?+1 

T(t)=16t5 — 201 +5+ 
一 般 的 公式 起 


1 La/2) (n—J/—1)! i 
(tt) = 一- 一- > —1 i (21 < |) 
ft) 2 启 . ) jn -27)) | 


(n= 1,2,.*°) (11) 


其 中 [5n/23 在 n 为 偶数 时 取 nn/2， 在 为 琳 数 时 取 
(n—1)/2。 


图 61 庙 比 震 夫 多 项 式 T1, Ts, Ts, TT。 


es 2 
Wn 


1. 分 别 利 用 公式 (11) 和 (10) 来 验证 (11*)。 并 求 7 ,。 

2. 求 xX(1)= 13 + 的 最 佳 的 二 次 多 项 式 台 近 >, EL 一 1,1j。 画 出 所 得 结果 的 曲线 ， 最 
大 偏差 碟 什 么 ? 

3 .在 某 些 应 用 中 ， 契 比 宪 夫 多 项 式 的 零点 是 很 有 意义 的 。 证 明 ， 了 ,的 所 有 零点 都 是 实 
的 ， 单 重 的 并 且 都 落 在 区 间 [ - 1,1] 内 。 

4. 在 了 ,的 任何 两 个 相 邻 零点 之 间 恰 好 有 了 。- ;的 一 个 零点 。 证 明 这 个 性 质 。 〈 这 叫做 零 
点 的 交叉 ， 在 其 它 的 函数 中 例如 贝 塞 尔 函 数 ， 也 会 出 现 这 种 情况 。) 

5 .证 明 7 .和 了 .没有 公共 的 零点 。 
6. 证 明 ， 每 个 首 项 为 8.1" 的 "次 实 多 项 式 xEC ka 0 都 满足 


b—-a)" : 
Ix 之 | 一 3 n 之 1 


7 .证 明了 ,是 微分 方程 
(1 一 12)7 -tT .+nT,=0 
的 一 个 解 。 
8 .超越 几何 微分 方程 是 
QZ 
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其 中 a, 5,c 是 常数 。 用 下 robenius 方 法 (推广 了 的 宪 级 数 法 ) 证 明 


T( 


a ~ abw=0 
dt 


CT) = F(a, b,csT) 


1 Saat)m(atm- bb+1)m(b+tm-1) 
m= 1 mic(c+1)*(c+m—1) 


he 


直方 程 的 一 个 解 , 其 中 c 志 0， —1,— 42,**o 右 端 的 级 数 又 肌 做 超越 几何 级 数 。 在 什么 条 书 下 ,这 
个 级 数 简 化 为 一 个 有 限 和 ? 下 (a,6,c;T) 员 做 起 越 几何 沙 数 。 它 已 局 详细 地 研究 过 。 很 多 月 
数 都 通用 这 种 函数 来 表示 ， 其 中 包括 契 比 雪夫 多 项 式 。 事 实 上 ， 有 


1 _+ 
T(t)= PF( fi, Fi, 9 9 9 ) 
试 证 有 明之 。 z 
9. 〈 正 交 性 ) 证 明 : 住 空 国志 所 一 1,13 中 ( 见 2.2-7，3.1-5)， 国 数 族 (1 一 绊 )- 了 (人 ) 
是 下 古风 ， 民 ] 
| GD- (TCDdi=0 (mn) 


若 m= n=0， 积分 值 等 于 车 m= n= 1,2," “…, 积分 值 等 于 /2。 

10 我 们 想 谈 谈 (3) 所 瞳 示 的 傅立叶 展开 与 身 比 雪夫 多 项 式 展开 之 间 的 关系 。 作为 一 个 例 
子 ， 用 傅立叶 余弦 级 数 表示 出 #(b) = |0|， - fi 二 和 9 委 和 ,再 用 契 比 雪夫 多 项 式 写 出 这 个 结 朱 。 
画 出 这 个 函数 和 前 几 个 部 分 和 的 曲线 。 
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$6.5 希 尔 伯 特 空间 中 的 逼近 


对 于 希 尔 伯 特 空间 右 中 任意 给 定 的 x 和 一 个 闭 子 空 国 了 性 太 ，x 在 了 中 存在 着 唯一 的 最 
| 主 通 过 。 见 6.2-5。 i 
事实 上 ， 定 理 3.3-4 给 出 了 


H=Y@Z (7Z=Y!) (1a) 
所 以 对 每 个 xED : 
X=y+2 (16) 


其 中 z=x 一 yy， 因 此 二 x 一 y,y=0。 
若 了 是 有 限 维 的 ， 不 妨 设 dimY = n，。 我 们 能 够 用 了 的 基 1 y1， yy 来 确定 y。 
首先 y 有 趴 一 的 表示 
Y=QYV1+toas yt t+ ay: (2) 
而 由 x 一 yy 上 了 便 得 到 wn 个 条 件 


如 YK YY = CY X 一 书 Qhyi2 =0 


《< Yi; 一 好] 《yi 717 一 se 一作 n 《Yi Ye? = 0 (3) 


共 中 j=1,2,"…,n。 这 是 含有 nh 个 未 知 数 61,62，,…, 6. 和 个 线性 方程 的 非 齐 次 方程 组 。 其 系 
数 行列 式 征 。 
《Yiyy1> 《7?yiy ya > 《yy 


《yy2y， yi> 《99234927> ee Cy Ye 
GyY1i，y2… Ya) = 《4) 


《yi> 《yy2>eoo 人 yye7 
由 于 y 存 在 且 唯 一 ， 所 以 方程 组 有 唯一 的 解 。 因 此 ,G (yy:，…，y) 六 0。 这 个 行列 式 叫 做 
yi ya ys 的 格拉 姆 行列 式 ， 它 是 7/。 格 拉 姆 (1823) 引 人 的 。 当 涉及 的 函数 不 言 自 明 时 ， 
我 们 也 把 G (yu 了 2 y:) 简 写成 G。 

克 莱 姆 (Cramer) 法 则 告诉 我 们 cy = G1/G ,其 中 “一 ”表示 取 复 共 酌 ,C 由 式 (4) 给 出 ， 
G ;表示 CG 的 第 / 列 用 《yxX>， 《yayX>ee dyo 和 > 代替 后 所 得 的 行列 式 。 

我 们 还 要 注意 关于 G 的 一 个 有 用 的 判 据 ， 

6.5-1 定 理 《〈 钱 性 无 关 ) ”和 项 尔 伯 特 空间 五 中 的 一 组 元 素 {y ai，ya，…，y 叶 是 线性 无 关 
的 ， 当 且 仅 当 

CCyiy V29% Yo)TEO . 

证 明 ， 前 面 的 讨论 说 明 ， 在 {y 1 7y2，"…;》 中 线性 无 关 时 ，G 夺 0。 另 一 方面 者 {yi 
V2 yy 小 是 线性 相关 的 ; 则 其 中 至 少 有 一 个 yj), 是 其 余 元 素 的 线性 组 合 。 从 而 GG 的 第 7 列 也 
是 其 余 各 列 的 线性 组 合 ， 故 CG = 0。 

有 趣 的 是 ，x 和 它 的 最 佳 焉 近 y 之 间 的 距离 上 z= zx 一 > 了 攻 也 能 够 用 格拉 姆 行列 去 来 
胡 出 。 和 
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6.5-2 定 理 〈 距 离 ) 在 式 (1) 中 ， 若 dimy 一 co 并 且 {yi， yy 小 是 秋 中 的 任 一 基 ， 则 


2) := CG (XY 1 yao 了 yn) 
GY Yager Ys) 


其 中 


< XxX, % > <X, yi1> To 《X，yY。> 


yiX> yiyyl> 和 diyiy ys> 
Gr (%X, Vi Ves Yn) 一 


Cy XY Cy yy 《Yr Ys> 
证 胃 ， 由 于 《y,>> =0， 其 中 z=% 一 y， 所 以 根据 (2) 可 得 到 

zj ?= C2,2> + Cy,2> =《XX-y>=《x，X>-《X，Yavy> 
并 能 够 改写 为 

一 用 > ?+ 《XXX> 一 OCX yyI> 一 党 一 Go《Xys>=0 《6 ) 
髓 加 上 aas， 5 所 满足 的 ?个 方程 (3): 

CVX GLY VI 一 一 Goqyiys>=0 
其 中 7 = 1 2， 1。 方 程 (6) 和 (3) 合 起 ， 便 得 到 含有 2 + 1 个 “未 知 数 ?1, -55 和 mt+l 
个 线 性 方程 的 齐 次 方程 组 。 由 于 该 方程 组 有 一 非 平 凡 解 ， 故 它 的 系数 行列 式 一 定 等 于 零 ， 即 

<x, x> 一 儿 z| <x, y1>* 《x,y,.> 

Cy1,X%> +0 CII YI1> LY Ye> _ C7) 


和 性 LL 者 


《YX> +0 CY YY Ye Ys> | 
我 们 可 把 这 个 行列 式 写 成 两 个 行列 式 的 和 ， 而 第 一 个 行列 式 就 是 G(x, y1,*…, y,) ,而 第 二 个 
行列 的 第 一 列 的 元 素 为 一 | z 呈 *,0,…,0， 其 余 各 列 与 第 一 个 行列 式 相同 。 按 照 第 一 列 把 它 
展开 ， 可 以 看 出 式 (7) 能 够 被 写成 

G xy yi V2 Ya) — ziG Cy Ya ye)=0 


由 于 Gy yw…，ye)s0(〈 见 6.5-1》 ， 这 便 给 出 了 式 (5)。 

若 (5) 中 的 基 {y ya， y 小 是 标准 正 交 的 ， 则 便 有 G (yi，ya，…，ya)= 工 为 什么 ? )， 
并 且 把 CCX，y 1 yu,) 按 其 第 一 行 展开 ,注意 到 CX Yr LY XY = 上 xy 则 从 
式 (5) 得 到 : 


zl ?= fx? -2 lx, ya>1 | (8) 


如果 把 y, 记 成 e:，。， 则 式 (8) 和 3 3.4 中 的 式 (11) 是 一 致 的 。 
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导 题 
i. 证明; 重新 排列 Yi ys Yo9 G (yi ya ys) 的 值 保持 不 变 。 
2 .证 明 : 
G (000, Yj 0) = [a| 2C (oo Yjys "0e) 
其 中 用 。 "所 代表 的 y 在 等 式 两 端 是 相同 的 。 
3. 入 GG (yi yys) 拓 0 证 朋 对 7=1,2,。% 7 一 1， G (yi1 YY;) 三 0。 若 G (yi1, 
yz290， Ys) =0。 找 出 类 似 的 关系 。 / 
4. 用 和 格拉 姆 行列 式 表示 出 许 瓦 效 不 等 式 。 用 定理 6.5-1 求 得 等 号 成 立 的 条 件 ( 见 3.2-1)。 
5 .证 朋 :;:G (yi yz，… y》,) 之 0。 由 此 得 出 ， 第 尔 伯 特 空间 中 的 有 限 子 集 是 线性 无 关 的 ， 
当 且 仅 当 它们 的 格拉 姆 行列 式 十 正 的 。 
6 .证明 ， 
GCC(yiy ye ye-iy Vast OV) = GY Ys ys)， jn 


并 指出 如 何 利 用 这 个 关系 获得 定理 6 .5-2。 
7. 设 M = {yy ., y 小 是 希 尔 伯 特 空间 太 中 的 线性 无 关 组 。 证 明 ， 对 任意 的 子 集 
{ Yo， ys kk 二 m<n, 都 有 


G (yi ee Yu) < G (Ys, ey Ye) 
G (Yar 1 °°, Yy.) z C( Yiyeeey Ye) 


在 几何 上 为 什么 这 和 古 有 道理 的 ? 证 明 ， 


C(Ye。， Ye) G 
G (Yass ya) ;< (yo) 


8. 设 {yy 1 ya } 是 希 尔 伯 特 空间 态 中 的 线性 无 关 组 ， 证 朋 ， 对 m=1,2,*…,n 一 1 有 
GY Ys ,Ys ) 太 GCC， YG yori sy Ys,) 


: 并 且 ， 当 且 仅 当 AM， 一 {y1， 多 29 ya} 中 的 每 一 个 元 素 都 正 交 于 M， = {yari ;Ye 中 的 每 
个 元 索 才 有 等 号 成 并 。 


9.〈 哈 达 玛 行列 式 定理 ) 证 明 在 习题 8 中 有 
GY ya 和 ee ys) 《yiyya> 《yay， yz> 0 《Ys ys) 


并 且 ， 当 且 仅 当 y1， yx，…，y。 相 五 正 交 时 才 有 等 号 成 立 。 用 这 个 公式 证 明 ，” 阶 实 方 上 隆 
4 = (aih) 的 行列 式 满 足 


(det4)2<alca， 其 中 ai = 之 lw。 


10 .证明 线性 无 关 集 {x 19 2， “在 希 尔 伯 特 空间 妃 中 是 稠密 的 ， 当 且 仅 当 对 每 个 xE4， 


G (Xs x ii se Xe) 
当 # co 时 ， G(x 19 N23 es) 
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6.6 样 条 函数 


样 条 道 近 是 分 段 多 项 式 送 近 。 这 就 意味 着 对 给 定 的 定义 在 区 间 J = [a, 5 上 的 函数 x， 我 
们 用 这 样 的 一 个 遂 数 y 去 盟 近 它 ，y 在 Ca,; 0 被 划分 的 每 一 个 子 区 间 上 都 是 一 个 多 项 式 ， 并 且 
这 些 多 项 式 在 子 区 闻 的 公共 端点 上 若干 次 可 微 。 因 此 ， 人 代替 在 整个 区 则 fc, 0 上 用 一 个 多 项 
了 式 去 道 近 xxY， 而 改 用 n 个 多 项 式 去 盟 近 x。， 这 里 的 ?是 5a, 3] 被 划分 的 子 区 问 的 个 数 。 接 这 种 方 
式 所 得 到 的 站 近 羡 数 y, 虽然 失去 了 解析 性 ,但 是 在 很 多 齐 近 和 插值 问题 中 却 更 适合 。 例 如 ， 
它们 不 象 5Ca, 5 上 的 单一 多 项 式 那 样 在 结 点 之 间 来 回 摆动 。 由 于 样 条 在 实用 上 越 来 越 重 要 ， 
我 们 打算 作 一 简短 的 介绍 。 
节 高 单 的 连续 的 分 段 多 项 式 逼 近 要 算是 用 分 段 线性 冰 数 。 但 古 这 样 的 图 数 在 某 些 点 〈 子 
区 | 则 的 汕 上 后》 不 古 可 微 的 ， 向 这 也 是 它 比 [a;, 68I) 上 处 处 有 人 确定 导数 的 函数 更 可 取 的 地 方 。 
我 们 来 考察 / = [a, 0] 上 的 三 次 样 条 。 据 定义 ， 它 们 征 5e, 5] 上 的 二 次 连续 可 微 的 实 值 国 
数 y， 所 以 把 它 写 为 
yEC [ayD] 
并 且 在 J 的 给 定 的 划分 呈 ， 
a=t0<t1< t=6 (1) 


的 每 个 于 区 间 中 ， 这 样 的 闲 数 > 都 是 一 个 次 数 不 超 过 3 的 多 项 式 。 我 们 把 叫做 了 .的 结 点 ， 
而 把 所 有 这 些 三 次 样 条 构成 的 矢量 空间 记 为 
Y(P,.) 


让 我 们 来 剖 明 在 ca; 5] 上 给 定 的 实 值 函 数 x 是 如 何 用 样 条 函数 下 近 的 ,首先 选 定 / = La, 2] 
的 一 个 形 如 式 (1) 的 划分 P,。 所 欲 要 的 x 的 表 近 将 用 插值 法 得 到 ,这 种 方法 是 有 效 地 确定 驯 近 
函数 的 最 重要 的 方法 之 一 。 用 y 对 x 进 行 播 值 ， 就 是 构造 一 个 y， 它 在 每 个 结 点 fo fa 
上 都 和 x 有 相同 的 值 。 经 典 的 揪 值 方法 是 利用 插值 公式 《如 拉 格 天 日 ， 牛顿 或 埃 弗 雷 特 届 公 
式 ) 得 到 [a, 52 上 的 一 个 n 次 多 项 式 ， 它 在 每 个 结 点 上 的 值 都 和 x 相 同 。 在 结 点 附近 ， 这 个 多 
项 式 能 很 好 地 逼近 x ,但 在 离 结 点 较 远 的 点 ,可 能 有 相当 大 的 偏 老 。 在 用 三 次 样 条 的 样 条 插值 
中 ， 我 们 取 刚 才 定 义 的 样 条 y， 它 在 每 个 结 点 上 有 与 x 相 同 的 值 。 我 们 来 证 明 这 桩 的 y 征 仓 
在 的 ， 并 且 洁 指定 了 导数 y /在 区 间 端 点 c 和 2 的 值 ， 则 可 证 明 y 是 唯一 的 。 这 就 是 下 面 定理 的 

容 。 

6.6-1 定 理 ( 样 条 插值 ) 设 x 是 定义 在 J = Ca;63) 上 且 是 实 值 的 ， PP .是 7 的 任 一 形 如 式 
(了) 的 划分 ， 并 且 设 和 和 &! 是 任意 两 个 实数 。 则 存在 唯一 的 三 次 样 条 函数 yEY (P,), 它 
满足 以 kn+ 3 个 条 件 | : 
yti)=xt)), j=0,1°,n (2a) 


y’(to0)= hos yt) = Re (26) 


多 站 的 数 从 分析 书 都 有 揪 值 法 一 车 在 E. 况 雷 斯 卉 阁 (1972) PP.648 一 653 中 有 一 个 做 短 的 介 界 ， 
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证 明 ， 在 每 个 子 区 间 六 = [bbcC7，7=0 2 一 1， 样 条 y 必 须 和 满足 
piltj)= x (ti), piltjr1)= X(tir1) 
的 一 个 三 次 多 项 式 ppj 一 致 。 我 们 记 1/ (tjy1 一 4) = 志和 
pi(t1)= Rs pil(tir1)= Ri! 
ki 和 hk! 是 给 定 的 常数 ， 而 1,84,… ,hk 1 是 待定 的 。 直 接 计 算 可 以 验证 ， 满 足 这 四 个 条 件 的 
唯一 胸 三 次 多 项 式 p; 由 下 式 给 出 
p(t)= x (tr to tiri)® (1l+27(t — +1))) 


+ X(t tt) (Cl—2r5(t—t),1)) 
+ hre(t—t) (tt) + RiriTi(t ot (to tr1) 


微分 两 次 可 得 
: p(t,) = ~ 6r3x(t)) + 6rix (tr,1) — 4Tihk! — 271hk’, (3) 
pi(tii1)=6r4x(t)) — 6r$x (fr.1) + 2T7RI + 4rsk?s! (C4) 
由 于 yEC :fc, pb， 在 结 点 处 两 个 相 邻 接 的 多 项 式 的 二 阶 导数 一 定 相 同 ， 即 
8 二 ) = py (ts) 六 =1,2，。2 一 ] 


在 (4) 中 ， 用 /7 一 1 代替 7， 和 和 (3) 一起。 我 们 看 到 这 nn -1 个 方程 取 如 下 形式 
rr-iRf +2(ri-i+TD)R + TIRiIt!=3 (rh Xt+r? Ax!) 


其 中 人 xy=x(t) 一 X(t AXiri=X(tjitt) 一 X(t) ,1=1,2,"…,n 一 1。 这 个 含有 n 一 1 个 
线性 方程 的 方程 组 有 唯一 的 解 R1, Rs,**, R5106 事实 上 ， 根据 定理 5.2-1， 因为 系数 矩阵 的 所 
有 的 元 素 都 是 非 负 的 ， 且 主 对 角 线 每 个 元 素 都 大 于 同一 行 其 余 元 素 ( 绝 对 值 ) 之 和 《 即 对 角 占 
优 年 阵 ) 。 因 此 , 能 唯一 地 确定 y 的 一 阶 导数 在 结 点 上 的 值 Rty ks,…,k， -1 这 就 完成 了 证 明 。 

最 后 , 我 们 推导 一 个 有 趣 的 极 小 性 质 , 以 结束 本 节 关 于 样 条 的 介绍 。 假 定 在 定理 6.6-1 中 
xEC?[Ca,b]， 并且 (26) 取 如 下 形式 


y’(a)=%’(a) y’(b)=x’(b) (5) 
则 x“ - y 在 a 和 6 的 值 等 于 零 。 用 分 部 积分 司 得 
人 ye [Xi 一 yt] at= -yp Cx’ (1)— y’(t)) dt 
由 于 y” 在 划分 的 每 个 子 区 间 上 都 是 常数 ， 所 以 由 (24) 知 , 右 端 积分 为 零 ， 这 就 证 明了 
| x(t)— y(t) dt= | Cxr 1) dt -| Cy Cd 
上 式 左 端的 积分 是 非 负 的 ， 故 右 端 亦 是 。 从 而 当 xEC ?ra, 刀 和 且 满 足 式 (2a) 和 式 (5) 时 ， 便 有 
NEP A A A (6) 


并 日 ， 当 是 仅 当 x 是 三 次 样 条 y 时 等 号 成 立 。 这 就 是 样 条 函数 的 极 小 性 质 。 至 于 为 什么 叫 这 
+ 227 * 


样 一 个 名 字 ， 十 因为 长 期 以 来 工程 技术 人 员 用 一 个 叫做 样 条 的 细 长 杆 去 拟 合 过 给 定点 的 曲 
线 ， 并 且 用 这 样 的 样 条 把 应 变 能 量 极 小 化 到 和 样 条 的 二 阶 导数 的 平方 的 积分 近乎 相当 。 

关于 高 次 样 条 ， 多 变量 样 条 ， 牙 敛 性 问题 以 及 应 用 和 其 他 课题 等 , 可 参看 4。 萨 德 (4。 
Sard) 和 SS。 泥 特 劳 布 (SS 。Wesintraub,1971)pp.107-119，, 


十 题 
1. 证明， 对 应 于 区 间 [a, 2 的 一 个 给 定 的 划分 二 。， 所 有 的 三 次 样 条 函数 构成 一 个 拓 量 空 


司 了 《性 。)。 这 个 空间 的 维 数 是 多 少 ? 
2. 证 明 ， 对 于 给 定 的 形 如 (1) 的 划分 书 。 唯 一 地 存在 ?+ 1 个 三 次 样 条 yo, yi， y，。 浇 足 


yt) = O78s : yi(a)= yi1(b0)=0 


如 何 利用 这 些 条 件 得 到 了 (PP ,) 的 一 个 基 ? 

3. 用 相应 于 [一 1,1) 的 划分 P= {1,0,1} 的 ， 且 满足 (2a) 及 (5) 的 三 次 样 条 去 理 近 
[一 1,1J) 上 消 数 x(t) = 1。 首先 估 定 y 可 能 的 形式 ， 然 后 再 计算 。 

4. 设 x(t1) = 定义 在 [一 1,1y9 上 ， 了 = span {1,1,t?,ts}, 求 x(t1) 在 Y 中 的 铬 比 雪夫 逼 
近 立 。 了 满足 (2a) 和 (5) 吗 ? 画 出 曲线 并 把 jy 与 习题 3 中 的 样 条 逼近 加 达 比 较 。 

5 .证 明 ， 相 对 于 x， 习 题 4 中 的 契 比 雪夫 逼近 比 习题 8 中 的 样 条 让 近 有 更 大 的 最 大 含 
差 。 试 加 以 评论 。 : / 

6 . 若 [a,65] 上 的 三 次 样 条 yy 是 三 次 连续 可 微 的 ， 试 证 y 一 定 是 一 个 多 项 式 。 

7 在 rc, 0 的 两 个 相 邻 的 子 区 间 上 ， 样 条 函数 用 同一 个 多 项 式 表示 有 时 是 可 能 的 ， 试 举 
例 说 明 。 对 应 于 划分 {-x/2,0, x/2}， 求 X=%(t) = sint 的 满足 (24) 和 (5) 的 三 次 样 条 >》。 

8. (6) 的 一 个 可 能 的 几何 解释 是 : 三 次 样 条 于 数 极 小 化 了 曲率 平方 的 积分 于 少 是 近似 
的 。 请 阐明 这 一 解释 。 

9. 对 于 x, yEC:[ab 定义 

《X,Yy>2= (x1) yt) dt, p(X)= 《x;% > ， 

其 中 脚 码 2 征 指 : 我 们 这 里 用 的 是 二 阶 导 数 。 证 明 p 是 一 个 半 范 数 《 见 82.33 12) 。 但 
不 是 一 个 范 数 。 用 《x,y> ,和 pp 写 出 (6) 的 推导 。 
10 汪 明 。 对 于 任 一 xEC :Co 的 和 它 的 满足 (2c) 及 (5) 的 样 条 函数 》， 我 们 才能 《 见 
习题 9 ) 来 估计 偏差 ， 并 且 与 划分 的 具体 选择 无 关 ， 


x—y | : <p (7) 
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第 七 章 ” 赋 范 空间 中 线性 算 子 的 谱 论 


谱 理 论 是 现代 泛 消 分 析 及 其 应 用 的 主要 分 支 之 一 。 粗 略 地 讲 ， 它 是 研究 一 些 逆 算 子 和 它 
们 的 一 般 性 质 ， 以 及 它们 与 原 算 子 的 关系 。 在 求解 线性 代数 方程 、 微 分 方程 、 积 分 方程 时 ， 
自然 地 会 出 现 这 样 的 逆 算 子 。 例 如 ， 施 特 姆 《 S turm) 和 刘 维 尔 〈 工 foxvzfyye) 对 边 值 问题 
的 研究 ， 弗 雷 德 者 姆 著名 的 积分 方程 理论 ， 对 这 领域 的 发 展 都 起 过 恒 要 的 作用 。 

我 们 将 会 看 到 ， 算 子 的 谱 论 对 于 理解 算 子 本 身 ， 也 是 很 重要 的 。 

在 第 7-9 章 ， 我 们 介绍 峰 范 空间 和 内 积 空间 上 的 有 界线 性 算 子 了 ， 计 一 外 的 谱 理 论 。 这 
就 包括 了 对 几 类 最 有 实际 意义 的 算 子 的 研究 ， 特 别 是 紧 算 子 〈 第 八 章 ) 和 自 伴 算 子 〈 第 九 
音 ) 。 机 算 子 的 谱 论 放 在 各 后 一 点 《在 $10.5 节 ， 读 这 一 节 不 需要 参考 第 十 章 的 其 它 各 
节 ) 。 

逢 尔 伯 特 空间 中 的 无 界线 性 算 子 在 第 十 章 中 考虑 ， 而 它们 在 量子 力学 中 的 应 用 则 在 第 


十 一 对 人 研究 。 
本 章 内 容 概 要 


我 们 先 从 有 限 维 矢量 空间 开始 。 因 为 有 限 维 空间 中 线性 算 子 的 谱 论 本 质 上 就 是 矩阵 的 特 
人 征 值 理论 ($7.1)， 尼 要 比 无 限 维 空间 中 算 子 的 谱 论 简单 得 多 。 但 是 ， 它 具有 极 大 的 实际 的 
重要 性 ， 这 个 领域 的 研究 论文 是 大 量 的 ， 其 中 很 多 出 现在 数值 分 析 之 中 。 $7.2 节 中 对 无 限 
准 赋 范 空 间 的 线性 算 子 所 定义 的 某 些 谱 理 论 的 概念 ， 也 正 是 在 矩阵 的 特征 值 问题 的 启示 下 才 
提出 的 ， 尽 管 前 首要 比 后 者 复杂 得 多 。 

在 87.3 和 8$87.4 中 ， 讨 论 赋 范 空间 和 巴 拿 赫 空间 上 的 有 界线 性 算 子 的 谱 的 重要 性 质 。 

复 分 析 在 谱 论 的 研究 中 是 -一 个 有 用 的 工具 ， 但 这 里 保持 在 初等 的 水 学 上 ， 我 们 只 介绍 这 
个 方 同 的 一 些 基本 事实 。 如 果 学 生 没 有 这 方面 的 基础 ， 这 记 ( 37.5》〉》 可 以 删 去 。 

在 8$7.6 和 87.7 中 ， 我 们 将 证 明 这 里 的 某 些 研究 能 够 推广 到 巴 拿 赫 代数 中 去 。 


一 般 的 假定 


为 了 获得 完满 的 理论 ， 我 们 不 考虑 平凡 的 矢量 空间 { 0}，、 除 非 男 有 声明 ， 所 讨论 的 空间 
缘 假 定 是 复线 性 空间 。 : 


$7.1 有 限 维 赋 范 空间 中 的 谱 论 


令 了 是 一 个 有 限 维 赋 范 空间 ， 了 ， 半 一文 是 一 个 线性 算 子 。 这 样 的 算 子 的 谱 论 比 定义 在 
巨 限 维 空间 上 的 算 子 的 谱 论 简单 。 素 实 上 ， 从 3 2.9 知道 ， 我 们 可 用 年 阵 〈 它 与 卡 的 基 的 选 
择 有 关 ) 来 表示 了 。 我 们 将 会 看 到 ， 了 的 谱 论 本 质 上 就 是 年 阵 的 特征 值 理 论 。 所 以 我 们 从 阜 
阵 开 始 。 
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注意 ， 本 节 是 代数 的 。 但 从 下 一 节 开 始 ， 我 们 号 上 要 利用 汇 数 。 
对 于 给 定 的 ( 实 或 复 ) n 阶 方 阵 4 = (ays)， 特 征 值 和 特征 矢量 的 概念 用 方程 
Ax=Ax (C1) 
定义 如 下 ; 
7.1-1 定义 〈 和 矩阵 的 特征 值 ， 特 征 矢 量 ， 特 征 空 间 、 谱 、 预 解 集 》 使 方程 (1 ) 有 解 
Xx 六 9 的 数 入 ， 思 做 方 阵 4 = (ay 的 特征 值 。 而 x 叫做 4 的 对 应 于 特征 值 和 的 特征 矢量 。 对 
应 于 和 的 所 有 特征 矢量 和 零 矢 量 构 成 的 天 的 线性 子 空 间 ， 叫 做 4 的 对 应 于 特征 值 入 的 特征 至 
间 。4 的 所 有 特征 值 的 集合 ac(4) 电 做 4 的 谱 。 其 关于 复 平 面 C 的 余 集 pP(4)=C-a(4) 
吓 做 4 的 预 解 集 。 
例如 ， 直 接 计 算 可 以 验证 
4 1 5 4 
xi -| |] 和 x,=[ |] 分 别 是 4=| |] 的 对 应 于 特征 什 X, =6 和 X=1 的 
1 -1- 1 2 
特征 矢量 。 那 女 我 们 是 怎样 得 出 这 一 结果 的 呢 ? 在 一 般 情 况 下 关于 乞 阵 的 特征 值 的 存在 性 ， 
我 们 又 能 讲 点 什么 呢 ? 
为 了 回答 这 一 问题 ， 我 们 首先 注意 到 能 把 方程 《1 》 与 成 


(4 一 Ar)X=0 (2) 
其 中 7 是 nn 阶 单 位 阵 。 这 是 含有 个 未 知 数 E19 S23 “bs 和 ? 个 线性 方程 的 齐 次 方程 组 ， 其 


中 5, 是 x 的 分 量 。 方程 的 系数 行列 式 是 det(4 -和 AT)， 要 使 方程 (2 〉 有 非 雪 解 xz。 必须 
有 det( A 一 和 7T) =0。 这 就 给 出 了 《4 的 特征 方程 ， / / 


Ci 一 从 Qs ee (人 1 
一 入 eee . 
det(A_AD=| :1 2 / 2 =0 | C8) 
Cs (Ca 2 Dd as 一 入 


det( 4 -7) 咀 做 4 的 特征 行列 式 ， 把 它 展开 便 得 到 的 ”次 多 项 式 ,叫做 4 的 特征 多 项 式 。 
方程 (8 ) 叫做 4 的 特征 方程 。 

我 们 得 到 下 述 基本 结果 : : 人 

7 1 -2 定理 《〈 和 矩阵 的 特征 值 ) " 阶 方 阵 4 = (a1s) 的 特征 值 由 其 特征 方程 《 3 》 的 解 给 
出 。 央 此 4 至 少 有 一 个 特征 值 并 且 至 多 有 " 个 不 同 的 特征 值 》。 

点 据 所 谓 代数 基本 定理 和 因 式 分 解 定理 ， 在 C 上 一 个 正 ”次 复 系数 多 项 式 在 C 内 有 一 
个 根 《〈 并 且 至 多 有 个 不 同 的 根 ) 。 所 以 定理 中 的 第 二 个 论述 是 成 立 的 。 注 意 ， 即 使 4 是 实 
矩阵 时 ， 其 特征 值 也 可 能 是 复数 。 

在 前 面 的 例子 中 ， 


5 一 入 
det(.4 一 和 站 = | 


4 z 
| = 六 -mx+6=o 

2 

谱 是 16，1+， 而 4 的 对 应 于 6 和 1 的 特征 矢量 分 别 从 方程 组 
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得 到 。 显 然 ， 上 面 的 每 个 方程 组 只 有 一 个 方程 是 独立 的 《为 什么 ? ) 。 
上 面 的 结论 如 何 应 用 到 定义 在 n 维 赋 范 空间 XX 上 的 线性 算 子 TT， 针 -> 和 上 去 呢 ? 为 此 
今 e= {el1，es，"…,E 叶 是 计 的 任意 一 个 基 ， 而 了 了 .= (aigo 是 7 相对 于 这 个 基 《〈 其 元 素 保持 给 
定 的 次 序 》 的 矩阵 表示 。 则 算 陈 了 . 的 特征 值 、 谱 、 和 预 解 集 便 岂 做 算 子 了 的 特征 值 、 谱 、 
和 预 解 集 。 这 是 因为 ， 
7.1-3 定理 〈 算 子 的 特征 值 ) 定义 在 有 限 维 赋 范 空间 XX 上 的 一 个 线性 算 子 了 ， 失 -一 飞 ， 
其 相对 于 久 的 各 个 基 的 所 有 和 矩阵 表示 都 有 相同 的 特征 值 。 
证 明 ， 首 先 我 们 必须 弄 清 ， 当 从 二 的 一 个 基 转 移 到 另 一 个 基 时 ， 会 出 现 什么 情况 。 为 此 
令 e=(el，eiooe) 和 8= (5，5:，…G6) 是 民 的 任意 两 个 基 ， 这 里 把 它们 写成 行 矢量 的 
形式 。 理 基 的 定义 可 知 ， 每 个 e; 都 是 诸 gx 的 一 个 线性 组 合 ， 反 之 亦 然 。 所 以 我 们 能 够 配 
成 : 
E=eC 或 本 =CTei (4) 
其 中 C 是 一 个 n 阶 非 奇 蜡 方 了 泗 。 每 个 xE€ 广 相对 这 两 个 基 都 各 有 唯一 的 表示 ， 比 如 说 
X=exl= SEEe1= EX, = SEC, 


其 中 x = (#;) 和 和 Xs 二 (,) 都 是 列 和 拓 量 。 由 此 和 (4) 便 有 eXx1= EX,.=eCX,e 因此 有 


x1I=Cx, - (5) 
类 似 地 对 于 Tx=y=ey!=Ey,， 我们 有 | 
y1= Cy: z (6) 


所 以 ， 若 了 ， 和 了 ， 分 别 表示 了 相对 于 e 和 8 的 矩阵 ， 则 
Yi 二 7.x: 和 ys= {2%; 
而 由 此 和 (5)、(6)， 便 得 
CT,xs= Cys=y= Tixi=TICxX, 
用 C -1I 左 乘 等 式 两 端 ， 我 们 便 得 到 变换 法 则 . 
T= CTC z | C7) 
其 中 C 是 按照 (4 ) 的 茹 变换 来 确定 的 〈 它 与 无关 )。 利 用 (7) 和 det(C~!i) detC =1， 
使 能 够 证 明了 ,和 7 | 的 特征 行列 式 相等 ; 
det(T , -AD)=det(C-ITIC -MAC IC) 
= det[C-L(T 人 -XIC 
= det(C -1)det( 了 :一 和 7)detC 
= det (人 下,， -MAD) 《8 ) 
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由 定理 7 .1-2 便 可 推出 了 :和 了 :的 特征 值 相 等 。 

顺便 指出 ， 我 们 也 可 以 用 下 述 更 具有 普遍 意 义 的 概念 来 表述 上 面 的 结果 。 若 存在 一 个 非 
奇异 乍 阵 C 使 (7 ) 成 立 ， 则 称 nm 阶 方 阵 了 ,和 阶 方 阵 工 ， 是 相似 的 。 了 :和 了 :叫做 相似 的 
和 矩阵。 用 这 一 概念 ， 我 们 的 证 明 是 说 ， 

(i) 定义 在 有 限 维 赋 范 空间 全 上 的 一 个 线性 算 子 关于 半 的 任何 两 个 基 的 两 个 矩阵 表示 是 
相似 的 。 

(ii 〉 相似 矩阵 有 相同 的 特征 值 。 

此 外 ， 定 理 7.1-2 和 定理 7.1-3 还 蕴含 着 ， 


7.1-4 存在 性 定理 《特征 值 ) ”定义 在 有 限 维 复 赋 范 空间 革 六 { 0} 上 的 线性 算 子 至 少 有 
一 个 特征 值 。 


一 般 情 况 下， 我 们 没有 更 多 的 话 要 说 了 。 (参阅 习题 13) 。 
此外， 在 (8) 中 令 和 =0 倒 得 det 了 ，= det7 了 : 。 因 此 ， 这 个 行列 式 的 值 给 出 了 算 子 了 
的 一 个 内 在 性 质 ， 所 以 我 们 能 够 明确 地 指出 det 7 这 个 量 。 


习 题 | 

1. 求 下 列 和 矩阵 的 特征 值 和 特征 矢量 ， 其 中 a 和 6 是 实数 且 b= 下 0。 

1 2 a 6b 
A= B= z 
| 本 [ 

2.( 埃 尔 米 特 矩阵 证 明 埃 尔 米 特 震 了 4 Co 的 特征 值 都 是 实数 ， 《 见 $3.10 中 
的 定义 。) 

3. 〈 反 埃 尔 米 特 和 矩阵) 证 明 反 埃 尔 米 特 矩 阵 4 = (ay 的 特征 值 都 是 绝 蓝 数 或 志 。 《 见 
$3.10 中 的 定义 。) 

4 _( 丁 矩阵 》 证 明 西 矩阵 的 特征 值 的 绝对 值 都 是 1 。〈 见 $ 3.10 中 的 定义 。) 

5 . 令 碟 是 一 个 有 限 维 的 内 积 空间 ， ?7 ， X-> 闷 是 一 个 线性 算 子 。 若 了 是 自 伴 的 ， 证 明 它 
的 谱 是 实 的 。 若 了 T 是 西 算 子 ， 证 明 它 的 特征 值 的 绝对 值 是 1。 

6 ( 迹 ) 今 和 1，Xs，…, 入 ,是 1 阶 方 阵 4 = (ai 的 1 个 特征 值 ， 其 中 某 些 或 全 部 可 以 是 
相等 的 。 证 明 这 些 特征 值 之 积 等 于 det 4， 其 和 等 于 4 的 迹 ， 也 就 是 说 等 于 4 的 主 对 角 元 素 
的 和 |: z 

trace A=as1+Q2s + Os 

7。(〈 逆 ) 证 明 当 且 仅 当 方 阵 -4 的 所 有 特 正 什 “1 N23 An 则 不 等 要 存 
在 。 车 4-1: 存 在 ， 证 明 其 特征 值 为 入 -1，A 和 2 ， ee 入 

8. 证 明 二 阶 非 奇 异 方 隆 z 

Gil CQC12 、 1 1 G2 421 
: 4=[ ] 有 这 4 -ta| | 


一 人 (Gi 1 
ay， 2 1 


-1， 入 -19 
若 4 的 特征 值 为 和 1，A 入 :， 如 何 从 这 个 公式 推出 4 ! 的 特征 值 为 入 1 2 
9. 车 方 阵 4 = (oj 的 特征 值 为 入 79 1 = 1 2，。。 “从 证 明 A4 和 4 mEN) 的 特征 值 分 
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别 为 ANy 和 和"。 

10。 若 方 阵 4 的 特征 值 为 和 1， 和 ,，…, 和 .，p 是 任意 的 多 项 式 ,证 明和 矩阵 p(4) 的 特征 值 为 
pM), 7=1, 2,",no : 

11. 若 x; 是 1 阶 方 阵 4 的 对 应 于 特征 值 和 的 一 个 特征 矢量 ，C 是 任意 一 个 n 阶 非 奇 异 
方 阵 。 证 明和 是 4 = C~!1AC 的 一 个 特征 值 ， 而 相应 的 特征 矢量 是 y= C-!'xj。 

12. 举 一 个 简单 例子 说 明 : 一 个 n 阶 方 阵 可 能 没有 + 个 独立 的 特征 矢量 以 构成 R*( 或 C6”) 
的 基 。 例 如 ， 汽 虑 从 阵 


1 1 
A= 
dd 
13. 〈 重 数 ) 怎 阵 4 的 特征 值 和 作为 特征 多 项 式 的 根 的 重 数 ， 叫 做 其 代数 重 数 。4 的 对 
应 于 和 的 特征 空间 的 维 数 ， 叫 做 和 的 几何 重 数 。 求 对 应 于 下 述 变 换 的 矩阵 的 特征 什 及 其 重 
数 ， 并 加 以 说 明 。 
D1 三 上 十 +19 (J =1, 2,°**,7 ~ 1), n= 6 
14. 证 明 一 个 特征 值 的 几何 重 数 不 可 能 超过 它 的 代数 重 数 〈 参 芳 习 题 13) 。 


15. 令 革 表示 所 有 次 数 不 超 过 n -1 的 多 项 式 和 零 多 项 式 构成 的 线性 空间 ， 了 是 定义 在 
让 上 的 微分 算 子 。 求 工 的 所 有 特征 值 和 特征 矢量 ， 以 及 它们 的 代数 重 数 和 几何 重 数 。 


$7.2 基本 概念 


在 上 一 节 ， 我 们 考虑 的 是 有 限 维 空间 。 而 在 这 一 节 我 们 考虑 任意 维 数 的 赋 范 空间 ， 并 将 
看 到 在 无 限 维 空间 中 谱 理论 变 得 比较 复杂 。 i 

今 开 夺 10} 是 一 个 复 赋 范 空 间 ，T， 儿 (TT ) 一 了 是 一 个 线性 算 子 , 其 定义 域 B(T)CX。 
用 了 定义 算 子 : 


7 ， = 了 - AT | (1) 
其 中 和 是 一 个 复数 ， 了 是 定义 在 乡 (T ) 上 的 恒 等 算 子 。 在， 有 闻 ， 用 上 (了 ) 表 示 它 ， 即 
RT)=T,-!=(T -AD-! : (2) 


我 们 称 它 为 工 的 预 解 算 子 ， 或 简称 为 荆 的 预 解 式 %”。 在 具体 的 讨论 中 若 系 及 的 算 子 7 是 不 言 
而 喻 的 ， 又 把 R(T) 简 记 为 R14。 

“ 预 解 式 “ 这 一 名 字 是 很 合适 的 ， 由 于 它 对 解 方程 T ,x= y 有 帮助 。 在 R,(T ) 存 在 的 
情况 下 ，x%= 了 :1y= 下 (了 )y。 

更 重要 的 是 、 要 了 解 算 子 了 ， 研究 尼 ,的 性 质 是 基础 。 自然 ，T ,和 RR ,的 很 多 性 质 都 依 
奈 于 入 ， 而 谱 理论 就 是 研究 这 些 性 质 的 。 例 如 ， 我 们 对 复 平面 内 使 R, 存在 的 所 有 入 的 集合 
感 兴 趣 。 尺 ,的 有 界 性 是 另 一 个 重要 的 性 质 。 我 们 还 会 问 ， 怎 样 的 入 使 R ;的 定义 域 在 卫 中 称 


”@ 某 些 作者 把 枝 解 式 定义 为 (MI 一 T)-!， 在 较 早 的 积分 方程 的 文献 中 巴 解 式 定义 为 (1 一 LT)-!。 诚然， 通过 基本 变换 
都 能 够 变 成 式 (2)， 但 却 是 讨厌 的 事 。 希 望 读者 在 比较 谱 论 的 不 同 出 版 资料 之 前 ， 先 要 核实 一 下 预 解 式 的 定义 为 好 。 
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密 。 我 们 暂且 只 提出 这 几 个 方面 的 问题 。 

由 定理 2.6-10(0) 可知 ，R ;(T ) 是 一 个 线性 算 子 。 

为 研究 了 、 7 :和 开 19 需要 下 述 谱 论 中 的 几 个 基本 概念: 

7.2-1 定义 〈 正 则 值 ， 预 解 值 ， 谱 ) 令 站 六 10} 是 一 个 复 赋 范 空间 ，T7T; (7) 一 
是 一 个 线性 算 子 且 儿 (T )CCX。 了 的 正则 值 和 是 使 下 面 三 条 成 并 的 复数 : 
(RD R(T ) 存 在 ， 

(R2) R(T ) 是 有 界 的 ， 

(KK3) KK ;( 了 ) 是 定义 在 和 莽 中 的 稠密 华 上 。 
了 的 所 有 正则 值 入 的 集合 叫做 全 的 预 解 集 p(T )。p( 了 了 ) 在 复 平面 C 中 的 余 集 o(1)=C-— 
(了 ) 叫 做 了 的 谱 ， 而 和 XEa(T ) 叫 做 了 的 谱 值 。 进 而 ， 谱 o (7 ) 又 可 划分 为 以 下 三 个 不 相交 
的 集合 ; : | 

点 谱 或 离散 谱 0o,(7 ) 是 使 RK， (了) 不 存在 的 复数 集合 。 而 和 Ecos(7 ) 电 做 了 的 特征 值 。 

连续 谱 o,(7) 是 使 尺 ,(T) 存在 且 满 足 (及 3) 但 不 满足 (及 2 的 ， 即 天 , (7 ) 无 界 的 复数 
集合 。 

残 谱 cc, (7 ) 是 使 由 (7T) 存在 《〈 它 可 以 是 有 界 ， 亦 可 以 是 无 界 ) 但 不 满足 (R3)， 即 
R,(T) 的 定义 域 在 人 中 不 稠密 的 复数 集合 

”为 避免 不 必要 的 误会 ， 我 们 多 许 定 义 中 的 某 些 集合 可 以 是 空 集 。 这 也 是 我 们 将 必须 讨 会 

的 一 个 存在 性 问题 。 例 如 ， 从 3$7.1 可知， 在 有 限 维 情况 下 o.(1T)=o.(1)= J。 

定义 7.2-1 中 所 陈述 的 条 件 可 概括 为 下 表 : 


满 足 不 请 足 
(RI) (R2) (Rs) ] 


(RL) 


| 
RD ae | Go 
\ (R3) 


为 加 强 对 这 些 概念 的 理解 ， 我 们 给 出 如 下 的 一 些 一 般 性 的 说 明 。 
首先 注意 到 ， 表 中 的 四 个 集合 是 互 不 相交 的 ， 并 且 它 们 的 并 为 整个 复 半 面 : 
C=p(T)lo(7) 
= p(T)Uo,(T)Uo.(T)Uo,(T,) 

再 者 ， 若 预 解 式 R (7T ) 存 在 ， 前 面 曾 指出 根据 定理 2.6-10 ， 它 是 线性 的 。 该 定理 还 证 
明了 ， 当 且 仅 当 了 ,x =0 蕴含 着 x=0 时 ，R;(T); 多 (T,) 一 多 (TT ,)〉 是 存在 的 ， 也 就 是 
说 ,RR (了 ) 存 在 的 充 要 条 件 是 7 了 ;的 零 空间 为 {0} ,这 里 多 (了 ,) 表 示 了 ,的 值 域 (参见 $ 2.6)。 

因此 ， 对 某 个 xs0 若 有 Tix=(T -和 AD)x =0， 则 和 AEo,(T)。 根 据 定 义 ， 入 是 TT 的 一 个 
特征 值 。 则 矢量 x 叫做 了 的 相对 于 特征 值 和 的 特征 矢量 〈 若 上 4 是 一 个 函数 空间 ，x 则 做 了 的 
特征 函数 ) 。 由 零 矢 量 和 了 的 相对 于 特征 值 和 的 所 有 特征 矢量 构成 的 多 (了 ) 的 子 空间 ， 叫 做 
下 的 相对 于 特征 值 和 的 特征 空间 。 

可 以 看 出 ， 这 里 关于 特征 值 的 定义 是 和 上 一 节 的 定义 相符 的 。 还 可 以 看 到 ， 有 限 维 空间 
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上 的 线性 算 子 的 谱 是 纯 点 谱 ，Q 也 就 是 说 ， 其 连续 谱 和 残 谱 皆 是 空 集 。 所 以 它 的 每 个 谱 值 都 是 
一 个 特征 值 。 

对 于 项 尔 伯 特 空 s 同 上 的 一 类 重要 的 自 伴 线性 算 于 来 说 ， 其 站 谱 o (7 )= 办。 基于 这 样 
的 一 个 事实 ， 我 们 又 把 o(T) -oo( 了 了) 划分 为 ce(T) 及 aa,C7)。 上 述 事 实 将 在 》9.2-4 中 
证 朋 。 | 

若 必 是 无 限 维 至 间 ， 则 了 可 以 有 不 是 特征 信 的 谱 值 。 

7.2-2 例子 〈 具 有 非特 征 值 的 谱 值 的 算 子 ) 在 希 尔 伯 特 序列 空间 和 = 请 ( 参 见 $3.1-6) 
上 ， 我 们 用 下 式 定 义 线性 算 子 TT: /一 全 


(£1 E>», +) -> (0, E19 E29) ， (3) 
其 中 x= (5)E1。 算 子 人 叫做 右 移 位 算 子 。 因 为 


I Txh=E = 


所 以 了 是 有 界 的 ( 且 上 T=1)。 算 子 Ro(T) = 了 -!，T(X) 一 外 是 存在 的 。 事 实 上 , 它 就 
是 由 下 式 给 出 的 左 移 位 算 子 


(51， 上。 ) |—> ($2,, S39» °°) 


( 8) 表明 ，7 () 在 汉中 不 是 稠密 的 。 事 实 上， 了 (XX ) 是 由 所 有 满足 n=0 的 y= (i) 构 
成 的 子 空间 YY 。 所 以 Ro(T 了 ) 不 满足 CR3)。 因 此 ， 按 定义 入 =0 是 7 的 一 个 谱 值 。 此 外 ， 直 
接 从 式 (8 ) 可 以 看 出 ，Tx= 0 意味 着 “= 0， 而 零 矢 量 不 是 特征 矢 量 ， 故 入 = 0 不 是 一 个 
等 征 值 。 

在 我 们 前 面 的 讨论 中 ， 有 界 道 定理 4 12- -2 表明 ， 着 全， XX 是 有 界 、 线 性 的 ， 诗 是 
完备 的 ， 又 阁 对 某 一 入 预 解 式 KR ,( 了 ) 在 帮 是 定义 在 整个 罕 间 人 上， 则 江 于 该 和 ， 预 解 式 
RR (7 ) 是 有 界 的 。 

此 外 ， 下 述 事实 (后 面 要 用 到 )》 对 于 更 好 地 理解 前 面 的 概念 也 可 能 是 有 着 动 的 。 | 

7.2-3 引 理 〈R ;的 定义 域 ; ” 令 雹 是 一 个 复 巴 拿 赫 空间 ，T ， 皂 一 二 是 一 个 线性 算 子 ， 
AEP(T )。 假 定 (c) 了 是 闭 的 ，. 或 (0O) 工 是 有 界 的 。 则 六。( 了 ) 在 整个 空间 污 上 有 定义 且 是 有 
界 的 。 

让 明 ， (a) 由 于 了 是 闭 的 ， 故 由 4.13-3 知 T ;也 是 闭 的 。 因 此 ，R , 是 闲 的 。 由 (R2) 知 
RR ,是 有 界 的 。 据 4.13-5(6), 可 得 多 (RR ,) 是 闭 的 , 所 以 由 (R3) 导 出 B(R,)=B(R,)=XX。 

(6) 由 于 儿 (T) = 下 是 闭 的 ， 则 由 4.13-5(a) 知 了 是 闭 的 ， 从 而 由 〈a) 的 证 明 可 推出 引 
吉 的 结论 。 

: 习 题 : z 

1. (〈 恒 等 算 子 ) ”对 于 赋 范 空间 XX 上 的 恒 等 算 于 了 7, 求 其 特征 值 和 特征 空间 ， 以 及 0(7) 
和 R 1(71)。 四 

2， 对 于 给 定 的 线性 算 子 人 ， 证 明 集 合 p(T)，o0,(T)，o。.( 了 ) 和 o.,(T) 相互 间 是 不 相 
交 的 ， 并 且 它 们 的 并 是 复 平面 。 
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3. 〈 不 变 子 空间 ) “” 设 了 是 赋 范 空间 天 的 一 个 子 空 间 ， 了 了: 皂 一 二 是 一 个 线性 算 子 。 若 
(YY)CY， 则 说 Y 在 TT 之 下 是 不 变 的 。 证 明了 的 特征 空间 在 了 之 下 是 不 变 的 ， 并 给 出 例 
0 

.省 了 是 维 赋 藻 空间 X 上 的 线性 算 子 的 一 个 不 变 于 空间 , {e1，es，…,e.} 是 的 一 
个 上 全 了 ate ex Cm}o。 | 四 了 关于 基 {ey，es，"…，e 4 的 短 隆 表示 是 怎样 的 形式 ? 

5 。 令 (@,) 是 可 分 着 水 伯 特 至 s 间 好 的 一 个 完全 标准 正 交 序列 ， 在 ea 上 按 下 式 定 义 1: 

H-»H 


1 es,= er (R=1, 2,.°) 


然后 线性 连续 地 延 拓 到 及。 求 不 变 子 空间 ， 并 证 明了 没有 特征 值 。 

6. 〈 延 拓 ) ”一 个 算 子 在 延 拓 下 ， 基 谱 的 各 个 部 分 的 特性 具有 很 重要 的 实际 意义 。 若 TT 
是 一 个 有 界线 性 算 子 ，!1 : 是 了 的 一 个 线性 延 拓 ， 证 明 o,(T1) 汪 0o,(T)， 并 且 对 任意 的 
AE0,( 耳 )， 了 的 特征 空间 都 包含 在 了 :的 特征 空间 中 。 : 

7。 证 朋 在 习题 6 中 有 01:(T I)Co,(T)。 

8 ， 证 明 在 习题 6 中 有 o.(T7T)Co,(T1)Uo,(T1.)。 

9 . 直接 证 明 (不 用 习题 6 和 8) 在 习题 6 中 有 PpP(T Cp(T)Uo.,(T)。 

10 .从 习题 6 和 8 如 何 推 证 习题 9 中 的 结论 。 


§7. 3 有 并 线性 算 于 的 谱 放 质 


给 定 一 个 算 子 ， 它 的 谱 有 什么 样 的 一 般 竹 质 ? 这 个 问题 与 定义 算 于 的 空间 的 类 型 《比较 
87.1 和 87.2 的 说 明 》 以 及 我 们 所 研究 的 算 子 的 类 型 兹 疾 。: 这 就 建议 我 位 单 邵 猎 究 匡 有 共 
同 谱 姓 质 的 算 于 的 广泛 分 类 问题 。 这 一 季 首 先 从 研究 复 嘱 夺 坎 窑 闻 革 上 站 有 要 名 入 于 于 革 
始 。 因 而 TEB(X， 了 对 )， 其 中 读 是 完备 的 ， 参 阅 $2.10。 

以 后 我 们 将 会 看 到 ， 下 面 第 一 个 定理 是 各 部 分 理论 的 基本 定理 。  :  ，. 

7 3-1 定理 ( 道 ) : 令 TEDB( 计 并 汉 ), 其 中 天 是 一 个 巴 间 荐 2EE 同 。 省 Tl 则 
(1- 荆 )-! 作 为 定义 在 整个 空间 了 上 的 有 界线 性 算 于 是 存在 的 , :并且 


U-T)-:= 3 Tisl+T+tTite C1) 


其 中 右 端 的 级 数 按 如 (XX，XX) 上 的 范 数 收 化 了。 - a | 
证 明 ， 据 3 2.7 中 的 (7) 有 中 省 过 1。 我 们 还 记得 ; 对 于 1 T <Y， 几 何 级 


数 上 下 中 收敛。 因此 ，(1 ) 中 的 级 数 对 于 外 了 上 <1 是 绝对 收 化 的 。 由 于 天 是 完备 的 , 据 
”定理 2.10-2 妃 (X， 式 ) 也 是 完备 的 。 局 y 2. 3 我 们 知道 ， 绝 对 收敛 殖 含 着 收敛 。 
我们 用 S 记 式 《 1 ) 中 级 数 的 和 ， 利 下 的 是 要 证 明 S = (7 -了 )-'。 为 此 ， ,计算 
(1 - T)(I+T+* “+T") z | 
= (T+tT+t+t ToT). .+ (2) 
= -了 "+1 
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令 n>co， 因 用 信之 1 则 7T "+1->0。 于 是 得 到 
(TI-T)S=S(7-T)=1 
这 就 证 明了 了 S=(7-7T)-!。 
作为 这 个 定理 的 第 一 个 应 用 ， 让 我 们 证 明 一 个 重要 的 事实 ， 有 界线 性 算 子 的 谱 是 复 平面 
中 的 一 个 闭 集 (oo 六 9 将 在 37.5-4 中 证 明 ) 。 


7.3-2 定理 〈 谱 的 闭 性 ) 复 巴 拿 赫 空间 洗 上 的 有 界线 性 算 子 了 的 预 解 集 0(! ) 是 开 的 ; 
因此 谱 o (了 T) 是 闭 的 。 


证 明 ， 若 p(T) = $， 则 它 是 开 的 (真正 地 说 ，p(T ) 夺 区 ,在 定理 7.3-4 中 将 会 看 到 。) 
现 令 pP( 了 ) 半 $$。 对 于 固定 的 和 ,Ep (了 ) 和 任意 的 和 LC， 有 


T-Ai=T -Mf- A-AMoi 
=(T AD (一 和 (7 一 和 入) 
用 表示 上 式 方 括号 [ … ] 中 的 算 子 ， 我 们 能 把 它 写成 如 下 形式 : 
二 了 三 其 中 广 = 7 一 (一 Ao) 人 as (4) 


由 于 XuEp(T) 和 了 是 有 界 的 ， 引 理 7.2-3(6) 厚 味 着 人 = 了 -IE 了 (TAX)。 进 而 ， 定 
理 7.3-1 表明 ， 对 于 一 切 满足 以 -和 Ao)R,,| <1 的 X， 在 刀 ( 立 和) 中 了 有 道 


大 -1 = 也 CA—A) RAY = (入 一 和 DR (5a) 
也 就 是 和 满 牛 
_ 1 z 
-Xo |< 一 (56) 


由 于 7T 4。-!= 尺 ,, EB( 计 , 半 )， 由 此 和 《4 ) 可 以 看 到 ， 对 于 每 一 个 满足 (50) 的 和 ， 算 子 
人 = 了 =(7 广 )- = 三 -人 (6) 


因此 〈55) 表示 由 了 的 正则 值 4 构成 的 A。 的 一 个 邻 域 。 由 于 入 o€p (TT ) 是 任意 的 ， 故 p(T) 
是 开 的 ， 所 以 它 的 余 集 o0(T)= C -p(T) 是 闭 的 。 

特别 有 意义 的 是 ， 在 这 个 证 明 过 程 中 我 们 还 得 到 了 预 解 式 的 一 个 基本 表达 式 ， 它 是 用 含 
和 的 朝 的 守 级 数 给 出 的 。 事 实 上， 由 (5) 和 (6) 立即 可 得 到 下 述 定理 ， 

7.3-3 表示 定理 〈 预 解 式 ) ”和 民 和 了 如 定理 7.3-2 中 所 设 ， 对 每 一 个 入 ,Ep(T ), 预 解 式 
人 (7 ) 有 表示 式 : 


Ra= EM-A) Ra (7) 
这 个 级 数 对 复 平面 上 开 圆 盘 〈 参 见 (56))》 
| 
由 的 每 个 》 都 是 绝对 收敛 的 。 这 个 圆 盘 是 P(T ) 的 一 个 子 集 。 
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这 个 定理 也 将 为 应 用 复 分 析 研究 谱 论 提 供 了 一 条 途径 ， 在 8$7.5 中 会 看 到 这 点 。 

作为 定理 7.3-1 的 另 一 个 结果 ， 证 我 们 来 证 明 这 样 一 个 重要 事实 ， 有 界线 性 算 子 的 谱 是 
复 平 面 上 的 一 个 有 界 集 。 精 确 的 论述 如 下 : 

7.3-4 定理 〈 谱 ) ” 复 巴 拿 赫 空间 半 上 的 有 界线 性 算 于 全， 一 针 的 谱 o (TT) 是 紧 的 ， 
并 且 位 于 由 


二 下 (8) 


所 界定 的 圆 盘 之 内 。 玉 此 了 的 预 解 集 p(T) 是 不 空 的 。 [cc(T) 六 及 将 在 37. 5-4 中 证 明 。] 
正明 ， 令 A 六 0 且 k= 和 A-!。 从 定理 7.3-1 可 得 到 表达 式 : 


Li =A-!5 (KT ) =A™ 3 (人 了 了) (9 ) 
定理 7.3-1 还 交 明 ， 对 所 有 满足 


| 了 了 了 
去 中 TAT < Bl JAl>HTH 


的 和， 级 数 收 人 化。 同一 个 定理 也 证 明了 这 样 的 和 Ep(T)。 因 此 谱 o(T)=C 一 p(7 ) 一 定 落 
在 贺 熏 〈8 ) 内 ， 从 而 o (了) 是 有 界 的 。 再 者 ， 妃 定 理 7. 3-2 知 ac(T ) 是 闭 的 。 所 以 o (T) 
是 紧 的 。 
”四 网 才 焉 有 明 的 定理 知道 ， 复 已 拿 赫 空间 上 的 有 界线 性 算 子 了 的 谱 是 有 界 的。 那么 自然 要 
寻求 以 原点 为 中 心包 含 整 个 谱 的 最 小 圆 盘 ， 这 就 促使 我 们 提出 下 面 的 概念 。 

7.3-5 定义 〈 谱 半径 ) 复 巴 拿 赫 至 间 民 上 的 算 子 站 E 了 (YX T) 的 谱 半 径 >。( 工 ) 就 是 复 
和 -平面 内 以 原点 为 中 心包 含 gc(T) 的 最 小 闭 圆 盘 的 半径 


r (1)=sup|X| 


从 (8) 可 以 看 出 : 对 于 复 巴 全 圭 空 间 上 的 有 界线 性 算 子 了 ， 其 谱 半 径 满 足 
r( 了 了) 三 外 三 (10) 


而 在 8$ 7.5 中 我 们 将 证 明 
”ro( 7 ) =lim~ | 人 中 


习 “ 题 ，， \ z 

1. 令 针 = C500,1J 且 用 Tx =vx 定义 了 ， 民 一 X， 其 中 v€EX 是 固定 的 。 求 o(T)。 注 
意 o(7T) 是 闭 的 。 | 

2， 求 一 个 线性 算 子 本 ，C [06,1)->C 50,1]， 它 的 谱 是 给 定 的 区 间 ( a,6 ] 。 

3. 襄 Y 是 算 子 了 对 应 于 特征 值 的 特征 空间 ， 间 算 子 :的 谱 是 什么 ? 

4. 令 T， /2 一 1 人 2 是 由 y=T 了 x X=(61), y= (nj), 7 = Q15) 所 定义 的 算 子 ， 其 中 (ay ) 
在 [0,1D 中 稠密 。 求 o,(T) 及 o(T)。 z 

5. 在 习题 4 中 若 和 AE€0(T)-~-o,(T)， 证 明 及 ,( 工 ) 是 无界 的 。 
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6、 推广 习题 4 , 求 一 个 线性 算 子 7 ; /一 1?, 它 的 特征 值 在 给 定 的 紧 集 上 CC 中 稠密 且 
cot)= 玉 。 

7. 令 TEB(XX, 革 )。 证 朋 当 和 -> 吕 时 KR,(T)| -0。 

8, 令 和 = C50,nxj 有 旦 用 x 一 x ”定义 TT: (7 )-~> 有 ,其 中 国 ( 了 ) = {xE€X|x’,x’”E€XX， 
x(0) =x(z) =0}。 证 明 ac(T) 不 是 条 的 。 

9 . 今 7 : 天- 一 人 是 由 x% -> (5 63,""°) 定义 的 算 子 ， 其 中 给 定 X= (S152 9)。 (a) 石 
| 和 [>1， 证 明和 XEp(T 了 )。(2) 若 | 和 | 所 1， 证 有 明和 是 特征 值 ， 并 求 特 征 空 间 了 。 

10. 令 TT，1? 一 1? 是 由 xm(5，5s， 0) 定 义 的 算 子 ， 其 中 给 定 xX= (561; 63,，*"…*) 且 l<p 
过 +oo。 若 1 入 |=1， 问 和 是 二 的 一 个 特征 值 光 《和 象 习题 9 中 那样 ) ? 


S$7.4 预 解 式 和 谱 的 其 他 性 质 


预 解 式 的 一 些 进一步 的 有 意义 的 基本 性 质 表述 如 下 ; 

7.4-1 定理 〈 预 解 方程 ， 可 交换 性 ) 令 广 是 一 个 复 已 拿 赫 空间 ，TE€ B8(X,X) 且 、， 
LEp(T) 《参见 7,2-1》。 则 

(a) 了 的 预 解 式 RR , 满足 希 尔 伯 特 关系 或 预 解 方程 


R,- R= (HA-AR,.R, ALEpP(T) (1) 
(b〉R, 与 任 一 个 与 可 交换 的 SEB(X, 计 ) 可 交换 。 
(C) 还 有 

R,R,.=R,R,, A, LEP(T) (2) 


证 明 ，(a) 据 7.2-3，7 了 1， 的 值 域 为 整个 六 。 因 此 1 = 了 ,KR ，， 其 中 了 是 六 上 的 但 等 算 
子 。 辣 样 有 /= 及。 了 oo。 因此 有 : 
R,- Ri=R,(TR)-(R,.TH)R: 
= R(T,- TT,)Khk. 
= RT ~AT-(T - HDIRK, 
=(L-A)R,.K, 


(b) 所 假设 ST = TS。 因 此 ST ,= 了 T,S。 利 用 式 1= 荆 ,R ,= R,T，， 便 可 得 到 
RSERISTIRI=RITLSR= SR | 
(c) 由 (6) 知 RR, 和 TT 可 交换 ， 因 此 再 由 (4) 可知 和 人 。 可 交换 。 
我 们 的 下 一 个 结果 是 重要 的 谱 上 映射 定 理 ， 并 且 在 矩阵 特征 值 理论 的 局 示 下 着 手 这 一 工 
巷 入 是 方 阵 44 的 一 个 特征 值 ， 则 对 某 一 个 x 六 0 有 Ax =Ax 。 用 A 左 乘 等 式 两 端 有 
A’x= A\xX=AAx=A’X 
如 此 继续 下 去 ， 对 每 个 正 整 数 中 有 
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人 
也 就 慧 说 ， 洛 入 是 4 的 一 个 特征 值 ， 则 和 "是 4” 的 一 个 特征 值 。 更 一 般 地 说 ， 
pM) =a Tae Ai+te :+o 
是 矩阵 
D(4)=asd +Tas id 十 十 Qo7 
的 一 个 特征 值 。 
值得 注意 的 是 ， 我 们 将 要 证 明 这 个 性 质 可 以 推广 到 任意 维 的 复 巴 拿 赫 空间 。 在 证 明 的 过 
程 中 我 们 将 要 用 到 这 样 一 个 事实 ， 有 界线 性 算 子 有 非 空 的 谱 。 这 一 点 将 在 后 面 ($7.5-4) 证 
明 ， 采 用 的 是 复 分 析 方法 。 
为 了 得 到 所 希望 的 定理 ， 给 出 一 个 方便 的 记 法 ， 
plo(7T)})= {HEC [KH=p(N), AEo(T )} (8) 
也 就 是 说 ，p(o(T)) 是 对 于 某 一 和 Eo (T)， 满 足 4= p( 和 ) 的 所 有 复数 4 的 集合 。 我 们 也 用 
p(p(T)) 表 示 类 似 意 义 的 集合 / 
7.4-2 多 项 式 的 谱 映 射 定理 令 久 是 一 个 复 巴 拿 赫 空 间 ，T EB(X, 六 ) 且 
P(A) = QQ 十 Ce-1A +ao Qe=s0 
则 有 加 
ol(p(7T))= pl(o(T)) (4) 
也 就 是 说 算 子 
p(T)=a.l "+a,.- Tilt" “+aol 
的 谱 0(p( 工 )) 完 全 由 多 项 式 p 在 T 的 谱 oC 了 ) 上 的 值 构成 。 : 
证 明 : 我 们 假设 o(T) 六 4$， 这 将 在 7.5-4 中 证 明 。 在 #=0 的 情况 下 ， 有 plo(7))= 
fa =o(p(T))。 现 令 n 之 0， 以 下 分 两 步 证 明 。， 0 证明， 
op(T)EpOT)) 和 | (4a) 
(5) 证 明 : : | 
plo(T)Co(p(T)) (46) 
这 样 便 证 明了 式 《4 )。 详 细 证 明和 如 下 ; 和 
(a) 为 了 简单 起 见 信人 
S 。 = 站 TD LEC 
” 则 当 S71! 存在 时 ， 5 -的 公式 歧 明 S2 是 算计 p(T) 的 预 解 式 。 我 们 固定 J， 由 于 刀 是 复 
的 ， 给 定 的 多 项 式 s，- = p(X) - 上 必定 可 完全 分 解 成 线性 因子 的 积 : z 
s, (A) = p(N) - H=0, (\— 7 ?2 “(A- 了 了) 
其 中 Yi Pes spn 是 S, 的 容 后 (当然 ， 它们 依赖 于 LH) 。 对 应 于 (5) 我 们 有 
S ,=pT)-uI=a(CT-yDCT- ysD CT — Yo) 


(5) 
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车 每 个 yyEp(T)， 据 7.2-3 每 个 7 = yf 部 有 有一 个 定 六 在 整个 上 的 有 界 训 ,同样 对 3 ， 也 
是 成 立 的 ; 事实 上 ， 由 $2.6 中 的 〈《6)， 有 


S71=——(T -9.D-1(T yD -1dT ~ p10)-! 


因此 ， 这 时 便 证 明了 EP (p(T ))。 从 此 可 推出 ， 


HEo(p(T)) 沪 ?Eo (TT)， 对 基 个 j。 
而 5) 给 出 

Sa.(P1) = p(y;1) ~ HH=0 
疏 而 

KH= p(y Ep(o(T )) 


由 于 LE€0(p( 了 了)) 是 任意 的 ， 这 就 证 明了 式 《4a)。 


o(p(T))Cpl(o(T)) 
(b〉 为 了 证 明 式 (46); 
plo(1))Co(p(T)) 
我 们 通过 证 明 ， 
K€Ep(lo(T )) 一 KEa( 旋 (了 )) (6 ) 


来 达到 。 现 令 xEp(o(T))， 据 定义 ， 这 意味 着 对 某 个 Eo(T)， 有 x=p(B)。 这 时 有 以 
下 两 种 可 能 性 ; 
《A) 7 -Ap 没有 逆 ， 
(8) 了 了 -61 有 一 个 逆 。 
我 们 逐一 地 考察 这 两 种 情况 。 
CA) 从 w=p(p) 可 得 p(B) -x=0。 因 此 有 是 多 项 式 s.(A) =p( 和 A) -Kx 的 一 个 零点 。 
由 此 我 们 可 以 号 成 s.(A) = p(X) x= (A~B)g( 和 A)， 其 中 g(%) 表示 其 余 mn 一 1 个 线性 因子 和 
an 的 积 。 与 此 对 应 ， 我 们 有 


SS.=p(T)-xT=(T -BPD)oT) | 《7) 
由 于 g(T) 的 因子 都 与 7 - 67 可 换 ， 所 以 又 有 了 
S.=g(T)(T -p81) 《8) 


若 S, 有 一 个 逆 ， 则 (7) 和 《8 ) 给 出 
{=(T -BD)g(T)S!= S.-ig(T)(T -p71) : 


这 就 证 明了 ! ~ pl 有 一 个 逆 ， 而 这 与 我 们 的 假设 矛盾。 从 而 说 明 ， 对 于 我 们 给 定 的 x， 
p(T ) 的 预 解 式 2.! 是 不 存在 的 ， 故 有 rE€0o (p(TT))。 由 于 KEp(c(T)) 是 任意 的 ， 这 就 在 
了 ~- BI 没有 逆 的 假定 下 证 明了 《6 )。 

《B) 假定 对 某 个 BE€o(T)，xk = p (PB), 象 上 面 一 样 ,现在 假设 北 (4 ~ BD)-! 存在 。 则 


® Cd 


ee 


对 于 T -PBJ 的 值 域 ， 一 定 有 
. 宵 ( 了 一 B1) 失 元 (9) 
车 不 是 这 样 ， 把 有 界 逆 定 理 4.12-2 应 用 到 了 - Bl 便 得 出 (T -pI)~! 是 有 界 的 ， 从 而 有 
pEp(7)， 这 将 与 BEo (1 ) 相 耶 砷 。 由 《7) 和 《9) 可 得 到 
BFS) 和 TY | ' 
而 把 引 忻 7.2-3(b) 应 用 到 p(T)， 从 xEp(p(T)) 将 能 推出 多 (5S.) = 二 ， 这 就 证 明了 wE 
Itpb(7))。 如 此 便 在 4 -pI 有 逆 的 假定 下 证 明了 (6 )。 定 理 7.4-2 得 证 。 
最 后 我 们 芳 察 特征 矢量 的 一 个 基本 性 上 质 。 
7.4-3 定理 〈 线 性 无 关 性 ) ”对 应 于 矢量 空间 失 上 的 线性 算 子 工 的 不 同 特征 值 X: ,和 2，… 
六 。 的 特征 天 量 NI Vrs"*s Xny 构成 一 个 线性 无 关 组 。 
月。 如 果 委 定 {X11 X29 Xn } 线 性 相关 ， 会 导出 矛盾 的 结果 。 令 x 是 天 景 组 中 第 一 
个 能 用 它 前 边 的 矢量 线性 组 合家 出 的 矢量 ， 即 


Xmn= QIXI+ QoXo+ TAOn-1Xn-1l / (10) 


RR {Xi Xs Xn} 是 线性 无 关 的 。 用 了 -入 wl/ 作 用 (10)》 的 两 端 ， 便 得 


$ 


(1 一 NeDxo= 互 ‘aT - Nn) Xi Zz EA Ai 


由 于 x。 是 对 应 于 和。 的 一 个 特征 天 量 ， 履 正 奖 ， (T- -A Dx =0, 又 由 于 古 端 的 天 量 形 式 
{Xs MXayseeyXm- 上 是 线性 无 关 的 ， 故 必 有 | 


XIA ~Am)=0 7=1, 2, °° m2—1 


而 又 因 Ay 一 Am 六 0， 所 以 Cj =0，7 =1 2 一 ] .将 这 一 结果 代 人 C10) 便 得 “一 人 这 
Xn 是/ 的 特征 天 时 Xue0 的 可 有 有 人 从 而 索 成 了 证 明 。 / 


+ $+ - 和 -， 上 - 


i 过 a 名 是 


. 不 用 〈1) 或 7.4-1(6)， 直 接 证 朋 (2Y。 … ， 
2 . 从 (1) 证 明 (2 )。 z 
SS, TEB(X,X), 证 明 对 任 一 AEPt SY 人 pC 有 有 RR,(S)- R(T)= 
Re, So SRACT)。 | 由 
令 寿 是 一 复 巴 拿 赫 空 间 ，TEB(<4 和 4) 且 放 是 一个 多 项 去。 证 明 对 每 一 个 yEX, 
0 ， - yr 
p(T)x=Yy ww EX 
有 了 瞧 一 解 x 的 充分 必要 条 御 是 六 对 所 大 的 .NEat(7 2 Pe0s : 
5 看 定理 ?7,4-2 中 ， 为 什 必 要求 天 必须 是 偶 空 间 ? 
6. 利用 定理 7.4-3， 找 出 一 个 n 阶 方 阵 具 有 可 张 成 全 空间 0" (或 R ) 6 个 村 证 和 
的 充分 条 和 侍 。 
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7. 证明 复 巴 侈 赫 空 间 XX 上 的 任 一 算 子 了 7EB( 义 , 义 )， 都 有 
raT)=|alrT), Yo re) REN | 
在 中 rr, 家 示 谱 半径 (参见 7 ,3-5)。 站 
8. 用 (1) 直接 计算 ， 及 《7) 证 明 4 2? = 了 的 方法 ， 来 求 出 知 阵 


的 特征 值 。 
9.( 害 等 算 子 ) 了 是 巴 拿 赫 空间 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 ， 若 7? = 人 (也 可 参考 § 3.3)， 
A : 震 等 的 。 的 若 T 了 和 J ,0， 则 | 它 的 谱 o(T)=1{0， 1}; 用 (ac) 
7.3 中 的 《9 )， (6) 定理 7.4 2 米 证 明 这 一 结论 。 
10 1] 正明 算 阵 


代 去 一 个 村 等 算 子 了 ，R:->R* 相对 于 一 个 标准 在 交 基 的 矩阵 表示 。 利用 (i) 习题 9， 
和 《fi) 通过 直接 计算 来 确定 它 的 谱 。 并 求 出 特征 矢量 及 特征 空间 。 


S7.5 复 分 析 在 谱 论 中 的 应用 ， 


全 i 

让 入 折 是 太夫 江 沁 的 一 个 量 台 工具， 这 卫 个 领 培 之 间 的 联系 可用 复线 积 疮 直 因 级 数 来 

。 这 里 我 们 只 用 办 级 数 。 这 样 做 能 使 我 们 的 讨论 保持 在 较 初等 的 水 平 上 而且 只 需要 下 面 
站 个 基本 的 委 信 和 事实 0 

当 一 个 度量 空 空间 不 能 表示 成 个 不 相 按 的 非 室 和 于 集 之 并 时 。 , 便 悦 它 是 连通 的 。 度 量 空 
问 的 子 集 若 视 为 子 空间 是 连通 的 ， 称 为 是 连通 集 。 “ 

所 谓 复 平面 C 中 的 一 个 域 G， 是 指 避 为 心中 的 一 一 个 开 连 通 子 集 。 - 

可 以 证 明 ，C 中 的 开 笑 是 是 和 的 充分 名 要 条 人 为， G 中 的 企 丙 点 痢 脂 用 G 中 的 - 条 折 
入 《由 有 限 多 条 直线 眉 组 成 连接 起 来 《在 大 多 数 复 分 析 的 书 中 ， 这 种 说 法 都 用 作 连 通 性 的 
定义 ) 。 

于 复 杰 量 的 复 人 了 数 着 它 在 复 1 -平面 的 城 G 上 有 有 定名 我 ， 也 就 是 说 ， 


h(M + AN) —h(N -AGOX) 
h’ = A 
(A) im - A 
0@ 不 车站 从 机 的 访 淹 何以 只 在 要 结果 (7.5-3,，7?7.5~4，7;5-5)， 赔 过 有 关 证 明丽 直 斑 过渡 到 下 一 届 。 
映射 〔( 例 如， 一 个 算 子 ) 的 “ 域 ”， 意味 着 映射 的 定义 域 ， 即 被 确定 的 所 有 队 身 点 的 集合 。 因 页 这 是 术语 “ 域 " 
的 不 同 应 用 . 
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所 定义 的 有 的 导数 h， 对 每 个 EG 都 存在 ， 则 称 4A() 在 域 G 上 是 解析 的 〈 或 全 纯 的 》。 若 
妆 数 4 在 和 ,EC 的 某 一 个 2- 邻 域 上 是 解析 的 ， 则 称 它 在 点 入 。 是 解析 的 。 
当 且 仅 当 在 每 个 XeoEC 上 ，A 都 有 级 数 表示 


1 ) = C ,AAo)! 


且 该 级 数 的 收敛 半径 不 等 于 零 时 ，8 在 C 上 是 解析 的 。 
要 把 复 分 析 用 来 研究 谱 理 论 ， 上 述 结论 和 定理 7.3-3 都 起 着 关键 作用 。 
预 解 式 A ,是 一 个 依赖 于 复 参 数 和 的 算 子 ， 这 就 提出 了 如 下 的 研究 途径 。 
所 谓 一 个 矢 值 函数 或 算 子 函数 ， 是 指 映射 
S : A 8 (XX,， 二) 


入 I-> 9 1 (1) 


其 中 1 是 复 和 -平面 的 任 一 子 集 (我 们 用 S ,代替 S (XA)。 对 于 R(X) 也 有 类 似 的 记 法 RR ，， 因 
为 后 面 我 们 将 研究 9 ;= RR, 和 .14 = p(T ) 的 情形 。) 
在 六 给 定之 后 ， 我 们 可 以 选取 任意 xEX， 这 样 便 得 到 有 映射， 


A—X 
/ Ai>S 1% (2) 
我 们 还 可 以 选取 xEXX 和 任 一 J EX1/ (参见 2.10-3)》 得 到 一 个 从 4 到 复 平 面 的 映射 ， 即 

入 -CS x) (8) 


据 式 《8 ) 提出 如 下 定义 。 
7.5-1 定义 (局 部 解析 ， 解 析 ) 令 4 是 上 的 一 个 开 子 集 ， 半 是 一 个 复 巴 拿 赫 空间 。 若 
对 每 一 个 xE 这 和 FE 和 7/， 了 着 数 - 可 
h(A) 2 f( S 4%) 


按 通 常 的 意义 《如 前 面 所 述 在 每 个 ,EA 都 是 解析 的 ， 则 称 式 1》 中 的 S 在 4 上 是 局 部 
解析 的 。 若 4 是 一 个 域 且 S 在 4 上 是 局 部 解析， 风 称 3 在 4 上 是 解 折 的 。 若 $ 在 )vcC 的 基 
一 ,的 e- 邻 域 上 是 解析 的 ， 则 称 S 在 点 是 解 析 的 。 
| 文 个 定义 注意 到 下 述 情形 ， 有 界线 狂 算 于 了 的 预 解 集 p( 工 ) 是 开 的 《所 7.3-2)， 但 未必 
总 是 一 个 域 。 一 般 来 说 ， 它 是 几 个 不 相 接 的 域 (或 不 相 接 的 连通 开 集 》 之 并 。 我 们 将 会 看 
到 ， 预 解 式 在 p(T ) 的 每 一 点 都 是 解析 的 ,因此 在 任何 情况 下 它 在 P(T) 上 是 局 部 解析 的 ( 因 
而 在 这 些 域 的 每 一 个 之 上 都 定义 了 一 个 解析 的 算 于 函数 )， 当 且 仅 当 P( 了 ) 为 连通 的 时 候 , 预 
解 式 才 是 在 p(T) 上 解析 ， 这 时 p( 了 ) 是 一 个 单 连通 域 。 

在 详细 地 讨论 这 些 问 题 之 前 ， 先 让 我 们 作 如 下 的 概述 。 

评注 定义 7.5-1 是 很 合适 的 ， 决 不 是 无 所 谓 的 ， 而 是 值得 作出 如 下 的 解释 ， 我 们 还 曾 
记得 ， 在 $4.9 研究 有 界线 性 算 子 时 定义 过 三 种 收 全 性， 因此， 在 这 里 对 Sx 关于 的 导数 
“Ss ,/， 也 能 有 相应 的 三 种 定义 其 ” 
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-一 [SS~ Sa’ 


CS 441X 一 SX]” SX 


四 
| 一 | XGA 从 


医 LA —— [Cf(Si+rsax) — f(S1x)I-f(S, ‘xX) 一 (XEA, 1EA') 


控 最 后 一 个 式 子 的 意义 ， 对 域 14 中 的 所 有 ^ 导数 的 存在 意味 着 h(X) = 了 (S ,x) 按 通 各 的 是 义 
在:4 上 的 解析 函数 因而 这 就 是 我 们 关于 导数 的 定义 。 可 以 证 明 , 这 种 导数 《对 每 一 个 XE 站 
和 每 一 个 JE 上“) 的 存在 性 比 含 着 另外 两 种 导数 的 存 在 性 ， 参阅 ,第 尔 (上 .Hille) 和 
尺 。 疙 利 普 斯 〈 尺 .9 .PhDps，1957)， 记 .93 〈 列 在 附录 8 中 ) 。 这 是 很 值得 注 意 的 ， 同 
时 也 证 实 了 提出 定义 7.5-1 是 有 道理 的 。 由 于 在 7.5-]1 中 定义 的 解析 性 常常 很 容易 检验 ， 所 
以 它 也 有 实际 的 重要 性 。 

象 上 面 指出 的 ， 把 复 分 析 应 用 到 谱 论 的 关键 是 定理 7.3-3 。 这 个 定理 是 说 ， 对 每 个 
入 Ep(T)， 复 巴 拿 赫 空间 瑟 上 的 算 子 PTE 厅 (TY, 乞 ) 的 预 解 式 尽 :(T) 都 有 朝 级 数 表 示 


R:(T)= 3 R, (TD 一 Ai (4 ] 
“0 
该 级 数 对 于 圆 盘 (图 62) 


] | 
| A—Ao <TR-T (5) 


中 的 每 个 入 都 古 绝 对 收 伍 的 。 取 任 一 x€ 广 和 1EA "并 定义 为 
ha)=fR, Tx) 
由 〈4》 可 得 到 朝 级 数 表示 


h (A) = Boh-No)’ cy =f (CR,, (T)i+ix) 


该 级 数 在 贺 盘 《5 〉 上 是 绝对 收 伍 的 。 这 就 证 明了 

7.5-2 定理 (CR , 的 解析 性 ) ” 复 巴 拿 严 空 闻 针 上 的 有 界线 性 算 子 ， 让 一 不 的 预 解 式 
RR ;(T)， 在 T 的 预 解 集 PC( 了 ) 上 的 每 一 点 都 是 解析 的 。 因 此 下 :( 了 了) 在 p(T) 上 是 局 部 
解析 的 。 

此 外 ，p(7) 征 使 了 的 预 解 式 局 部 解析 的 最 大 集合 。 事实 上 ， 顶 解 式 在 谱 点 不 能 青 下 解 
析 的 ， 这 可 从 下 面 定 理 中 的 (7〉 看 出 。 

7.5-3 定理 〈( 预 解 式 ) ” 若 TEB(X,X)， 其 让 久 是 一 个 复 巴 全 半空 间 ， 而 Ep(T), 
由] 


1 一 : _ 
| RACT) >- 其 中 60) =inf [A-sl (6) 
是 入 到 谱 ac(T) 的 距离 。 因 此 
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当 ON)-=0 时 ，| 玉 (7T) 六 eco (7) 


让 上 明 ， 对 每 个 和 ouED(T)， 圆 盘 (5) 是 p(T 了 7) 的 一 个 子 集 ; 参见 7.3-3。 因 此 ， 假 定 
和 (7T) 羡 轴 (下 面 证 明 ) 。 我 们 看 到 入 。 到 谱 的 距离 至 少 要 等 于 圆 盘 的 半径 ， 也 就 定 说 ， 
0(o) 之 1/ 下。 这 就 推出 了 〈6 )。 

复 巴 拿 赫 空 间 上 的 有 界线 性 算 子 了 的 谱 决 不 可 能 是 空 -一 
集 。 这 一 结论 在 理论 上 和 实用 上 都 是 极为 重要 的 。 

7.5-4 定理 〈 谱 ) ” 若 凶 夺 {0} 是 一 个 复 巴 拿 赫 空间 ， 而 
TEB(X,X), 则 o(T) 计 $$。 
证明， 由 假设 ， 关 站 {0}。 若 T=0， 则 o(T)= {0} 夺 
由 。 令 开关 0， 则 站 下 四 冯 0。$7.3 中 的 级 数 (9) 为 


R= -三 Or-T) IA>ITH C8) 
j= - 
由 于 该 级 数 关 于 JIAI<LV 外 了 站 收敛 ， 所 以 在 TV 狼 厅 = 


、 图 62 由 (5) 表示 的 复 入 ~ 平面 
2 站 下 上， 即 乓 >2 工时 绝对 收敛 。 对 于 这 些 》， 用 巾 半 各 re 1/ 及 的 开 帮 
几何 级 数 的 求 和 公式 可 得 


中 用， 上 < 2 A-1T |! 本 未 让， A 之 2 人 了 | (9) 


I 二 < z 


下 面 我 们 来 证 明 ， 如 果 o(T) = $， 将 导致 矛盾 。o (TT) = $$ 意味 着 p(T)= 5。 所 7.5-2， 
六 ,对 于 所 有 的 入 都 是 解析 的 。 因 此 ， 对 于 固定 的 x€ 广 和 固定 的 1€ 广 '， 逊 数 


h(A)=f(R ,x) 
在 C 上 是 解析 的 ， 也 就 是 说 是 一 个 整 函 数 。 由 解析 性 意味 着 连续 性 。 所 以 有 是 连续 的 。 而 
且 在 紧 圆 盘 | 入 j 委 21 了 外 上 是 有 界 的 。 但 根据 式 (9 》 由 于 由 ,1 过 1/1 荆 川 、 并 且 
[AO)N=T FCR AINER ,|| 
委 | Ap RAI Exh x 


故 有 对 于 | 和 | 之 2 上 7T 下 也 是 有 界 的 。 从 而 有 在 C 上 有 界 ， 故 据 刘 维尔 定理 ，“ 在 整个 复 平 
面 上 有 界 的 整 函数 是 一 个 常数 ， "， 则 1 是 一 个 常数 又 由 于 在 有 中 的 xE 生 及 fEX' 是 任 取 
的 ，h 是 常数 便 意味 着 RR ,与 入 无 关 ， 所 以 及 := 了 -和 7 也 不 依赖 于 和 X， 但 这 是 不 可 能 的 。 
从 而 定理 获 证 。 

最 后 ， 我 们 用 式 〈8 ) 来 证 明 下 面 盖 尔 芳 德 〈T.Ge1jond 1941) 的 结果 : 

7.5-5 定理 〈 谱 半径 ) “” 若 了 是 复 巴 拿 赫 空间 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 ， 则 对 于 了 的 谱 半 
径 7。 (7 ) 有 


rT)=limvV| TT (10) 
证 明 ， 根 据 谱 上 映射 定 理 7.4-2， 我 们 有 o(T") = Ka(7 ) 了 了 了， 所 以 
rT) = Cr TY (11) 
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is%7.3 的 (10) 中 ， 把 二 换 成 了 " 便 得 
ro(T ENT 
与 式 《11) 合 在 一 起 ， 对 每 个 n 都 有 
reAT)=VrAT) SVT 
因此 
rT )<limY Ti <imyYT7 (12) 
如 果 我 们 能 证 明 > :7T)=1limw 77 ， 则 由 式 (12) 可 推出 式 (10)。 


级 数 三 cex" 对 于 |x |<r 绝 对 收敛 , > 为 其 收敛 半径 ， 概 据 下 面 著名 的 哈达 玛 公式 可 以 求 
加 Mi 9 


r=limyied. (13) 


在 很 多 复 分 析 的 书 中 都 包含 有 这 个 公式 并 加 以 证 明 ， 例 如 ， 在 五. 希 尔 (1973)，p.118。 
令 x=A-!1， 我们 可 把 ( 8 ) 写成 如 下 形式 | 


Rs= -kB Te 站 Lei<r 


然后 记 1|c.| = 下 ， 便 得 


发 三 1 站 < = lellal 


哈达 玛 公 式 〈13) 表明 ， 对 于 1x1<r， 该 级 数 绝对 收 化。 因此 ， 对 于 


TT i 7 TT 
级 数 绝 对 收 伍 。 

从 定理 7.5-2 和 ?7.5- 3 知道 ， R ,在 复 )- 平面 中 的 预 解 集 (7 ) 上 上 谷 好 是 局 部 解析 的 ， 
这 在 前 面 已 经 指出 。 p(T 了) 对 应 于 复 x- 平 面 中 的 一 个 集合 ， 记 之 为 M。 则 由 复 分 析 可 知 ， 收 
化 半径 * 是 完全 包含 在 内 中 的 以 K= 0 为 中 心 的 最 大 开 贺 盘 的 半生 (例如 ， 参 看 上 * 敬 尔 
(1973), pb. 197， 注意 ， 我 们 的 矫 级 数 以 K 二 .0 为 中 心 。》 o 因此 ， 1/r 是 复 入 - 平面 中 以 入 = 0 
为 中 心 且 其 外 部 整个 落 在 p(T ) 中 的 最 小 图 稚 的 半径 。 根据 定义 ， 这 就 表明 i/r 是 了 了 的 谱 半 
径 。 因 此 ， 根 据 式 (13) 有 


rT) = = Dmy TT 
由 此 和 式 (12) 便 得 到 式 (10)。 
习 题 
1.( 霜 零 算 子 ) 若 存在 正 整数 m， 使 得 T" = 0， 则 称 线性 算 子 了 是 宕 零 算 子 。 求 复 巴 
ee 24 。 


拿 赫 空间 并 六 {01 上 的 盐 零 算 子 了 ， 生 一 公 的 谱 。 
2 如何 从 式 (8 ) 推出 习题 1 的 结果 ? 
3. 从 式 (C8) 求 (4 -AD)-!，( 利 用 A? =7) 其 中 4 为 


0 1 0 
A=|1 0 | 
0 0 1 


4。 很 明显 ， 定 理 7.3-4 蕴含 着 
ro( 人 ) 安 有 全 


间 如 何 从 定理 7.5-5 推出 这 一 结果 ? 
5。 若 对 是 一 复 巴 拿 灰 空间 ，S, TEB(X, 针 ) 且 ST=T S$ 证明 
r (ST)Er,(S)r(T) 
6. 证 明 在 习题 5 中 ， 可 换 性 ST = 了 3 是 不 能 丢掉 的 。 
7. 值得 注意 的 是 式 〈10) 中 的 序列 (人 1》 不 必 是 单调 的 。 为 说 明 这 一 点 。 可 务 
虑 由 下 式 定 义 的 了 了 了， 17 一 及 
X= (E16 Es) i> (0 E1262 583 25654 5°"°) 


8.〔 舒 尔 不 等 式 ) 设 4 = (on 是 一 个 nn 阶 方 阵 且 入, 和，…, 和 ,是 它 的 特征 值 。 则 可 以 
证 明 舒 尔 不 等 式 


之 | Xe | :< 之 【亲生 
“= 1 j= hel 


是 成 立 的 ， 其 中 当 且 仅 当 4 是 正规 的 《参见 3.10-2) 。 等 号 成 立 。 由 这 个 不 等 式 推出 4 的 谱 
半径 的 一 个 上 界 。 : 
9. 若 7 了 是 希 尔 伯 特 空间 互 上 的 一 个 正规 算 子 ， 证 明 (了 ) =| 了 | (参见 定义 3.10-1)。 
10. 证 明 (10) 中 的 极限 的 存在 性 已 经 从 上 7T"** | 和 TT" 全 "省 推 出 参见 $2.7 中 
的 (7)。( 令 a = TT"*|，6,=1ng,，@ = inf(b./n)， 证 明 b./n->a。) 


$7.6 巴 拿 奉 代数 


有 趣 的 是 ， 在 研究 巴 拿 炎 代数 中 也 会 出 现 谱 的 问题 。 所 谓 巴 合 赫 代数 ， 它 们 既是 书 拿 赫 
空间 ， 而 同时 也 是 一 个 代数 。 我 们 将 阐明 这 一 事实 ， 先 从 某 些 有 关 的 概念 开始 。 
/ 一 个 域 K 上 的 代数 A 首先 是 域 K 上 的 一 个 矢量 空间 A ， 并 且 对 指定 的 每 一 对 元 素 x，yE 
A ， 定 义 了 唯一 的 积 xyEA ， 具 有 以 下 性 质 ， 


(x y)2= xX(y2) | (1) 
XxX(yYy+2)= XY+ XZ (2a) 
(x +y)2= Xz2+ y2 / 《20) 
Q(xy)= (ax)y= x(ay) (8) 


其 中 x，y，2z 是 A 中 的 任意 元 素 ，a 是 KK 中 的 标量 。 
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车 K =R 或 C， 则 A 分别 叫做 实 的 或 复 的 代数 。 
当 乘 法 是 可 交换 的 时 候 ， 也 就 是 说 对 所 有 的 x，yEA ， 都 有 
xXy= yx (4) 
则 称 A 是 可 交换 的 《或 阿 贝尔 代数 ) 。 
若 A 含有 元 素 e， 它 对 所 有 的 xEA 都 有 
exX= xXxe=x (5) 
则 称 A 是 具有 恒 等 元 〈 或 么 元 ) 的 代数 。 元 素 e 就 叫做 A 的 么 元 。 
若 A 有 公元 ， 则 公元 是 唯一 的 。 
事实 上 ， 若 e’ 是 A 的 另 一 个 么 元 ， 则 由 于 
ee/ = (由 于 e/ 是 一 个 么 元 ) 
ee’=e@!’ (由 于 e 是 一 个 么 元 ) 


故 e/=e 
7.6-1 定义 〔 兢 范 代数 ， 巴 拿 殖 代数 〉 代数 A 若是 一 个 赋 范 空间 且 对 所 有 元 x, yEA 有 
| xy| xi yl (6) 
再 若 A 有 公元 e ， 还 满足 
lell =1 (7) 


则 称 A 是 一 个 赋 范 代数 。 如 果 赋 范 代数 A 作为 赋 范 空间 又 是 完备 的 ， 则 称 它 为 巴 拿 赫 代数 。 
注意 式 (6 〉 联 系 到 先 法 和 范 数 ， 从 下 面 可 以 看 出 终 积 是 两 个 因子 的 连续 阔 数 的 。 


xy—xoyoll = | x(y~y0)+ (Xx-x0) yo 
xt ly-yol+ lx -x yo 
下 面 的 例子 说 明 很 多 重要 的 空间 都 是 巴 拿 赫 代 数 。 


例子 
7.6-2 空间 R 和 C。 实 直线 R 和 复 平面 C 都 是 具有 人 么 元 e=1 的 可 交换 的 巴 拿 赫 代数 。 
7.6-3 空间 C [a,b] 空间 C [5c, 0 的 是 具有 公元 (e =1) 的 可 交换 巴 拿 赫 代数 ， 其 积 xy 
按 通 常 的 意义 定义 为 
(xXy) (1t)=x(t) y(t) ti1€[La,b) 


关系 式 ( 6 ) 容易 验证 。 
由 所 有 多 项 式 组 成 的 Cray 的 的 子 空间 是 一 个 具有 么 元 (e = 1》 的 可 交换 的 赋 范 代数 。 
7 6-4 和 矩阵 “所 有 mm xz 阶 (n 是 大 于 1 的 固定 的 正 整 数 ) 复 矩 阵 组 成 的 矢量 空间 是 一 
个 具有 公元 7 〈(n 阶 单位 阵 》 的 不 可 交换 代数 ， 在 并 上 定义 范 数 便 得 到 一 个 巴 拿 赫 代数 。 (六 
于 半 上 的 范 数 ， 可 看 $2.7 中 习题 12。) 
7 6-5 空间 B (X,X) 复 巴 拿 灰 空间 半 夺 {0} 上 的 所 有 有 界线 性 算 子 组 成 的 巴 拿 赫 空 间 
B (多, 节 ) 是 具有 么 元 1 ( 久 上 的 恒 等 算 子 ) 的 巴 拿 赫 代数。 据 定义 ， 乘 法 就 是 算 卫 的 合成 。 
es。 249。 


关系 式 (6 ) 为 (参见 $2.7 中 式 (7 )): / 
[TTT | 


除非 dim 革 =1，B( ,XX) 是 不 可 交换 的 。 
令 A 是 具有 人 么 元 的 一 个 代数 。 如 果 xEA 在 A 中 有 道 O， 则 称 之 为 可 道 的 ， 也 就 征 说 , 若 
AA 含有 一 个 元 泰 ， 记 之 为 x-!， 使 得 


XxX-ix=xx !=e (8) 


便 说 x 是 可 遂 的 。 
行 % 征 可 六 的 ， 则 其 逆 征 唯一 的 。 事 实 上 ，yx =e= xz 意味 着 


y= ye = y(X2) = (yyX)2=e2=2 


用 这 些 概念 ， 我 们 能 够 建立 下 面 的 定义 。 

7.6-6 定 义 〈 预 解 集 ， 谱 ) 令 A 是 具有 公元 的 一 个 复 巴 拿 赫 代数 ， 则 xE4 的 预 解 集 
p(x) 是 指 复 平 面 内 使 x 一 Ae 为 可 逆 的 所 有 和 的 集合 。 而 x 的 谱 0o(x) 是 p(x) 在 复 平 面 内 的 
余 集 ， 而 因 有 0 (x) = C -p(x)。 任 一 和 Eo(x) 都 叫做 x 的 一 个 谱 值 。 

因此 ，xEA 的 谱 值 是 使 x - Xe 不 可 逆 的 那些 MX。 

大 居 是 -个 复 巴 拿 赫 空间 ， 则 已 ( 宇 , 习 ) 便 是 一 个 巴 拿 赫 代数 ， 所 以 定义 7.6-6 是 可 以 
应 用 的 。 在 这 种 情况 下 ， 立 即 会 提出 这 样 一 个 间 题 ， 定 义 7.6-6 和 我 们 有 前面 的 定义 7.2-1 征 
否 一 致 ?我 们 将 证 明 回 答 是 肯定 的 。 

令 TEB(X,XX) 而 4 属于 由 7.6-6 所 定义 的 预 解 集 , 则 据 定 义 , ,= (7 一 7)-! 存在 且 
是 838(X, 广 ) 中 的 一 个 元 素 ， 也 就 是 说 R(T ) 是 定义 在 天 上 的 一 个 有 界线 性 算 子 。 因 此 入 属 
于 由 7.2-1 所 定义 的 P(1 )，XEP(C7 )。 i 

反之 ， 假 定 入 属于 由 ?.2-1 定 义 的 p(T )，AEp(T)， 则 (7T) 存 在 且 是 线性 《 据 2.6- 
10) 有 界 的 ， 并 且 定 义 在 下 的 一 个 稠密 子 集 上 。 但 由 于 了 是 有 界 的 ， 因 此 引 理 7.2-3 (6) 蕴 
含 着 尺 ,( 了 ) 定 义 在 整个 空间 X 上 。 从 而 说 明和 属于 由 7.6-6 定义 的 p(T)，AEp(T)。 这 
就 表明 7.2-1 和 7.6-6 关于 预 解 集 的 定义 是 一 致 的 。 由 于 谱 是 预 解 集 的 余 集 ， 所 以 与 定义 的 
谱 也 是 -一致 的 。 

习 题 
. 在 例 7.6-4 中 ， 基 为 什么 是 完备 的 ? 
. 证 明 例 7.6-3 中 的 式 《6 ) 征 成 立 的 。 
. 我们 怎样 才能 使 n 元 复数 序 组 构成 的 矢量 空间 成 为 一 个 巴 拿 赫 代数 ? 
. 在 (ac)7.6-2，(6)7.6-3，,(c)7.6- 4 中 的 可 逆 元 素 都 分 别 是 什么 桩 的 元 素 ? 
. 证明: 对 于 ?7.6-4 中 大 的 元 素来 说 ，7.6- -6 中 谱 的 定义 是 和 定义 7. 1-1 中 一 致 的 。 
. 求 xECL[0，, 27] 的 oc (x)， 这 里 的 x(t) = sint。 对 任 一 xXECL[a,b] 求 atx)。 
. 证 明定 义 在 一 个 线性 空间 上 且 映 到 自 己 的 所 有 线性 算 子 集合 构成 一 个 代数 。 
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QD 有 的 作者 采用 “正则 ”( 对 于 可 道 ) ， 和 ” 奇异 ”( 对 于 不 可 逆 ) 的 术语 ， 
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8. 设 A 是 一 个 具有 么 元 e 的 复 巴 拿 赫 代数 。 若 对 一 个 xE4 有 JJ zE4 满 电 yx=e 及 
XY2=e9 证 明 * 起 可 送 的 且 y=2=* 1。 

9. 车 yxE4 是 可 逆 的 且 和 y€ 4 是 可 交换 的 ， 证 明 % :和 yy 也 征 可 交换 的 。 

10. 代数 女 的 子 集 41， 如 果 对 4 1 欧元 素 施 行 代 数 运算 的 结果 仍 落 在 41 之 六， 则 标 4 1， 
不 如 内 一 个 子 代数 。 所 请 A 的 中 心 C 是 指 妈 中 这 样 一 些 元 素 光 集合 : 它们 和 和 .4 六 所 有 元 大 者 
是 可 交换 的 。 给 出 一 个 例子 ， 证 明 C 是 女 的 一 个 可 交换 和 的 子 代数 。 


$7.7 巴 拿 替 代数 的 其 他 性 质 


找 们 打算 说 明 这 样 一 个 有 意义 的 事实 ， 本 童 前 几 节 中 的 某 些 结论 和 证 明 ， 能 够 被 推广 到 
册 拿 猪 代 数 中 去 。 
7.7-1 定理 〔《 道 ) 令 A 是 一 个 具有 么 元 e 的 复 巴 拿 赫 代数 。 若 xE A 满足 | x i <1， 
则 je 一 x 症 可 遂 的 ， 且 
(e—Xx)-i1=et Sd z (1) 


一 1 


证 明 ， 根 据 上 一 节 式 《6 ) 我 们 有 xi 和 委 xi， 由 | x < 可 知 | 2 站 收 吝 。 
因此 式 〈《1 ) 中 的 级 数 是 绝对 收 敏 的 。 因 为 A 是 完备 的 ， 所 以 它 是 收敛 的 《〈 参 见 $2-3)。 令 
s 是 它 的 和 ， 让 我 们 证 明 s =,(e ~- x)-!。 直 接 计 算 可 知 ; 


(e 一 %)(e 二 YX 二 十 和 ) 
= (e+X+*+ xX")(e— xX) (2) 


=e— x"tl 


六 令 n>co， 由 于 上 x 有 <l， 则 x"*!>0。 而 (2) 给 出 
(e—x)s=s(e—x)}=e€ 
其 中 利用 了 4 中 的 乘法 是 连续 的 这 一 事实 。 因此 s=(e 一 x)"!， 式 (1 ) 成 这 。 
在 具有 人 么 元 e 的 复 巴 拿 赫 代数 4 给 定 后 ， 我 们 便 可 以 芳 感 A 中 所 有 可 送 元 素 和 构成 的 子 集 
G 。 由 于 这 个 子 集 G 是 一 个 群 ， 所 以 我 们 把 它 写成 G。 (参见 附录 1.8 中 关于 群 的 定义 。) 
事实 上 ，eEG .并 且 若 xEG， 则 x-! 存 在 。 而 由 于 它 有 逆 (x70 -1=X， 故 x EGG。 此 
外 ， 各 xyEGC， 则 因为 y !x -是 Xy 的 地 : 


(xXy)(y Ix 1) = x (yy ) =XeXx "=e 


(y-ix-!1)(xXy) = yl-IX) Y= -iey=- e 
RiX XYyE Cr 。 
我 们 下 面 证 明 G 是 开 的 : 
7.7-2 定理 (可 逆 元 〉 令 A 是 一 个 具有 人 么 元 的 复 巴 拿 赫 代数 。 则 A 的 所 有 元 的 集 


合 G 是 4 的 一 个 开 子 集 ， 因 此 A 的 所 有 不 可 道 的 元 之 集合 训 =A - C 征 困 的 。 
江 明 ， 令 x,EG， 我 们 必须 证 明 ， 每 个 充分 接近 x。 的 xEA ， 比 如 说 
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| 1 
| x—xol <Tx 


都 属于 G。 令 y=xo-!x 和 2z=e-y。 则 利用 上 节 的 《6 ) 可 得 : 
lz1=| 一 z1=y 一 el 
=| xo 2X 一 Xo 2Xo 
= xo-1Cx 一 %o)j 


<|xo-!1 x—-xol <1 


内 而 | > | <1。 所 以 根据 7.7-1 知 e-z 是 可 逆 的 。 因 此 e-z= yEG。 又 由 于 G 是 一 个 群 ， 
故 也 有 


Xoy=X0oxXo0 1xX= XEG 


而 由 于 xo6€G 是 任意 的 ， 这 就 证 明了 G 是 开 的 ， 而 其 余 集 总 是 财 的 。 
参照 定义 7.6-6， 我 们 定义 x€E 4 的 谱 兴 径 r,(x) 为 


r,(X) = 一 Sup 入 | (8) 


而 且 可 证 明 有 如 下 定理 ; 
7.7-3 定理 ( 谱 令 A 是 一 个 具有 么 元 e 的 复 巴 拿 赫 代数 。 则 对 任 一 YEA ,其 谱 0 (x) 


r, (x) x | (4) 


证 明 ,， 车 人 人 >‖ xj ， 则 和:x <1， 所 以 由 7.7-1 知 e- 和 ix 是 可 逆 的 。 因 此 ， 
-A(e 一 和 -1x) =x 一 Ae 也 是 可 逆 的 ， 故 有 入 EpP(x)。 这 就 证 明了 式 〈《 4 )。 

式 (4 ) 表明 o (x) 是 有 界 的 。 下 面 我 们 通过 证 明 p(x%) = C -ao(x) 是 开 的 来 证 明 c (x) 
是 闭 的 。 

车 和 AoEp(x)， 则 x 一 Aoe 是 可 逆 的 。 根 据 7.7-2， 存在 x- -Aoe 的 一 个 邻 域 NCA 且 N 
的 全 部 元 素 都 是 可 逆 的 。 对 固定 的 一 个 x， 了 映射 和 rx 一 和 Ae 是 连续 的 。 因 此 ， 只 要 入 足够 接 
这 和 。， 比 如 1X- 和 <6， 其 中 6>0， 则 xx 一 和 Xe 便 落 在 N 中 。 所 以 这 样 的 x 一 Ae 都 是 可 逆 
的 。 这 就 意 味 着 相应 的 入 属于 p(x)。 由 于 和 ,Ep(%) 是 任 取 的 ， 所 以 p(x) 是 开 的 ， 从 而 
o (x) = C - p(x) 是 闭 的 。 
这 个 定理 证 明了 p(x) 关 人力。 此 外 ， 还 有 : 
7.7-4 定理 ( 谱 〉 在 上 面 定理 的 假设 条 件 下 ， 有 c(x) 六 9g。 
证 明 ; 令 和 入 ，KHEP(x) 且 iC 


v(A) = (x —Me)-!, w= (4—A)v(A) 


则 有 
x— Le=x-MAe—- (4-A)e 
= (x—Ae)(e—w) 


对 上 式 两 端 取 逆 ， 便 有 


* D2 。 


vy(H) = (€ —w)-iv(A) (5) 
其 中 用 到 了 求 逆 的 简单 公式 。 假 定 4 足够 地 接近 入， 使 得 jw < 则 所 (1》 有 


。 | 
> wi< 
| 
| 


;> wl 2 
Hw 全 = iors: | w | 


| (e—-w)-!~-e-wl= > 
j=2 = 


2 


i 
由 此 式 和 (5)》， 便 有 


| CU) -vv(O) 一 -入 )O)2 1 = (emw)-IvCA) — (e+w)v(A) | 
<|vM) | | (e~w)-!i— (et+w)l 
<2)|wll ?jvcX) |] 


其 中 |w 上 :含有 因子 | 4 一 入 | *。 轩 此 ， 用 | 4 一 和 | 去除 不 等 式 两 端 并 令 LU- 和 入， 则 可 看 出 
jw?/ Tk 一 和 | 一 0， 从 而 不 等 式 的 左 疾 有 
1 
4 一 入 

这 个 结果 在 下 面 将 要 用 到 。 

令 f€A'， 这 里 的 4 是 4 的 对 偶 空 间 ， 这 时 是 把 4 作为 一 个 巴 拿 赫 空 间 来 考虑 的 。 我 
们 用 A(X) = f(v(A)) 来 定义 hp(x) 一 C。 由 于 f 是 连续 的 ， 所 以 h 也 是 连续 的 ,把 f 应 用 
到 (6) , 便 得 


[CA) ~ vA) I>v (入 ) (6) 


= f (vu(\)’) 


lim 
这 就 证 上 明了 hh 在 p(x) 的 每 一 点 都 是 解析 的 。 
若 o(x) 是 空 集 ， 则 plx) = CGC， 所 以 6 是 一 个 整 亢 数 。 由 于 在 |X| 一 co 时 ，z(X) = 
-入 -i(e 一 和 -1x)-1 和 (e 一 入 ~!1x)~! 都 以 e-!=e 为 极限 ， 所 以 便 得 到 


AO = fvOADIeEf oD = fA AAFCe-A Tx) -0 (7) 


这 就 证 明了 h 在 C 上 是 有 界 的 ， 因 此 据 刘 维尔 定理 (参见 $7.5〉 知 4 是 一 个 常数 ， 再 据 (7) 
知 h=0。 由 于 fE€4A' 是 任 取 的 ， 由 h(A) =f(v(A))=0 据 4.3-4 可 推出 v(A) =0 。 但 这 是 不 
可 能 的 。 否 则 ， 将 意味 着 
站 el=1(z=-Ae)vA) = 0 =0 

而 这 显然 与 je =1 矛 盾 。 因 此 o (x) = $$ 不 能 成 立 。 

在 我 们 的 讨论 中 ， 么 元 。 的 存在 是 必 不 可 少 的 。 在 很 多 应 用 中 ，A 有 一 个 么 元 。 但 是 若 
A 没有 么 元 ， 关 于 能 够 做 到 的 又 是 什么 昵 ? 在 这 种 情况 下 ， 按 照 下 述 经 典 的 方式 可 以 给 和 A 补 
充 一 个 公元 。 

令 A 是 所 有 序 偶 (x, a) 的 集合 ， 其 中 xEA ，a 是 一 个 标量 。 定义 

【XI) 十 (y, 有) = (%+ ys a+p) 


p(x, 0)= (Bx, pa) 


h(H) — h(A) 
Ht 
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(x, Qa)(ys P= (xyt+ay+px, ap) 

| C(x, a) = x +lal 

E = (0，1) 
则 4 使 是 上 其 有 人 么 元 的 一 个 巴 拿 灰 代数 ， 事 实 上 ， $7.6 中 的 (1)，(2)，(3)，(6) 和 (7) 
证 很 容易 验证 的 ， 而 4 的 完备 性 可 从 A 及 C 的 完备 性 推出 。 

此 外 ， 在 把 4 和 4 看 作为 赋 范 空间 时 ， 觅 射 x 一 (x，0) 征 4 到 4 的 一 个 子 空间 上 的 同 

构 。 这 个 子 空 间 的 余 维 是 1 。 如 果 我 们 把 x 和 《x，0》 等同 起 来 ， 则 4 就 简直 是 4 加 上 由 
6 生成 的 一 维 矢 量 衬 间 。 | / 


过 题 
1. 车 x-elj < 二 1， 证 明 x 征 可 逆 的 ， 并 且 


x -l=e+ 3 (e~xX)! 


7 1 


2. 证 明 在 定理 7.7-1 中 


en el 
3. 若 x 是 可 逆 的 ， 并 且 > 满足 yx"!' 外 <3， 证 明 x 一 y 是 可 逆 的 ,并 且 对 任 一 a€4 
记 a =e 时 有 
(x —y) i = 3 x yx- 
4， 证 明 所 有 形 如 / 四 
a pb | 四 i 
*-[, , | {i 


人 合 ， 构 成 所 有 复 2 x2 阶 和 矩阵 代数 的 一 个 子 代数 ， 并 求 0 Cx)。 | 
村 注意 的 是 ， 巴 拿 赫 代数 A 的 元 x 的 谱 0 (x) 与 A 有 六。 事实 上 , 能 够 证 明 ， 若 8B 是 
A 如 个 于 代数 ， 则 0 (x) ox), 其 中 0 (x) 是 把 x 视 为 B 的 元 时 的 谱 。 z 
6. 令 \。4Ep(x)， 证 明 下 面 预 解 方程 : : 


A 


其 di v(M) = (x -Ae)- i 
一 个 具有 么 元 的 代数 ， 若 它 的 每 个 非 零 元 都 是 可 逆 的 ， 则 把 它 叫 做 一 个 可 哈 代数 。 
个 生怕 全 计 代 数 人 是， 个 可 除 代数 ， 证 明 人 是 元 的 所 有 标量 售 的 集合 。 
8 设 G 如 7.7-2 中 所 定义 ， 证 明 由 x* +>x-! 所 给 定 的 爱 射 G 一 G 是 连续 的 。 
9， 所 请 xEA 的 一 个 左 逆 是 指 满足 yx =e 的 yE4。 类 似 地 ， 若 xz= e， 则 称 z 是 x 的 
_ 个 左 六 。 如 果 代数 A 的 每 个 元 素 x 三 0 都 有 一 个 左 逆 ， 证 明 A 是 一 个 可 除 代 教 。 
10， 沁 (ws) 和 (Cy,) 是 赋 范 代数 A 中 的 两 个 柯 西 序列 、 证 其 (x。 yy.) 也 是 A 中 的 一 个 柯 西 
序列 。 进而 ， 若 xxX，ye->ys 正明 X.Y->Xy。 
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第 八 章 ” 颈 范 空间 上 的 紧 线 性 算 子 及 其 谱 


在 应 用 中 葵 线 性 算 子 是 很 重要 的 。 例 如 ， 在 积分 方程 理论 和 各 种 数学 物理 问题 中 ， 它 们 
都 起 着 核心 的 作用 。 

达 线 性 算 子 的 理论 曾 作为 这 图 分 析 早 期 研究 的 一 个 纵 型 。 其 性 质 与 有 限 维 空间 上 算 子 的 
其 些 性 质 极为 相 象 。 对 于 楷 线 性 算 子 来 讲 ， 其 谱 理论 能 够 相当 完整 地 从 弗 电 德 霍 姆 著名 的 线 
性 积分 方程 理论 推广 到 含 复 参数 的 线性 泛 浮 方程 了 x 一 和 x =y 中 去 。 这 个 被 推广 了 的 理 论 叫 
做 黎 斯 - 邵 德 尔 《Kiesz- Schauder) 理论 。 参 见 玉 .和 歼 斯 (1918〉 和 J ,部 德 祭 (1930)。 


本 章 内 容 概要 


线性 算 子 的 蔡 性 〈 定 义 8.1-1) 是 从 积分 方程 中 提出 的 ， 它 在 弗 曙 德 霍 姆 的 理论 中 是 一 
条 根本 的 性 质 。 在 》8.1 和 8.2 中 ， 我 们 讨论 基线 性 算 子 的 重要 的 一 般 性 质 。 而 在 8&8.3 和 
$ 8.4 中 讨论 其 谱 性 质 。 黎 斯 - 邵 德尔 理论 就 是 以 8 $3.3，8.4 为 基础 的 ， 关 于 算 子 方程 的 一 
些 结果 在 $8.5 到 § 8.7 中 给 出 。 包 括 了 88.7 中 的 在 积分 方程 中 的 应 用 。 


88.1 赋 范 空间 上 的 紧 线 性 算 子 


杀 线 性 算 子 的 定义 如 下 : 

8.1-1 定义 〈 紧 线性 算 子 ) 令 工 ,了 上 是 两 个 赋 范 空间 。 算 子 了 ， 反 一 了 若是 线性 的 ， 且 
对 天 的 每 一 个 有 界 子 集 M， 其 象 了 (MD) 是 相对 紧 的 ， 即 闭 包 7 (M) 是 紧 的 (参见 定义 2.5-1)， 
则 称 王 是 一 个 紧 线 性 算 子 〈 或 全 连续 线性 算 子 ) 。 

分 析 中 的 很 多 线性 算 子 都 是 紧 的 。 紧 线性 算 子 的 系统 理论 是 从 形 如 


(TADx(s)=y(s)。 其 中 Tx(s) = {kiss Dx : {1) 


的 积分 方程 理论 中 产生 出 来 的 。 在 这 里 ， 和 AEC 是 一 个 参数 @，y 和 核 & 是 给 定 的 《满足 一 定 
条 件 的 ) 函数 ， 而 x 是 未 知 函数 。 这 样 的 方程 在 常 微分 和 偏 微 分 方程 的 理论 中 也 起 着 重要 的 
作用 。 口 : 希 尔 伯 特 (1912) 发现 了 一 个 令 人 惊异 的 事实 ， 关 于 方程 〈1L) 的 可 解 性 这 样 一 个 
本 质 的 结论 〈 弗 雷 德 霍 姆 的 理论 )》 不 依赖 于 (1 》 中 了 的 积分 表示 的 存在 而 只 与 是 否 为 
紧 线 性 算 子 有 关 。 五 . 黎 斯 (1918) 在 .1918 年 的 一 篇 著名 论文 中 ， 把 弗 雷 德 稚 姆 的 理论 用 外 
象 的 公理 形式 表述 出 来 〈 在 8$8.7 我 们 将 考虑 积分 方程 》。 

“ 紧 ”这 一 术语 是 通过 定义 提出 来 的 。 而 老 一 点 的 术语 “全 连续 ,是 通过 下 述 引 理 诱导 
出 来 的 。 这 个 引 理 说 明 紧 线性 算 子 是 连续 的 ， 而 其 逆 一 般 征 不 真 的 。 


一 大 X2e0 时 ， 式 (1) 被 称 为 第 二 类 的 方程 入 一 0 时 ， 式 〈1) 被 称 为 第 一 类 的 力 程 。 对 应 于 这 两 类 方程 的 理论 是 很 
不 相关 的 ， 其 原因 是 不 能 用 几 句 话说 得 清楚 。 可 看 R . 柯 裔 和 D . 希 尔 伯 特 (1963-62),Vol.1,p.159. 一 一 引 入 可 变 参 数 和 
是 HH , 率 媚 菜 〈1896) 的 想法 。 
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8.1-2 引 理 (连续 性 〉 令 计 和 了 是 赋 范 空间 ， 则 

(a) 每 个 茶 线 性 算 子 了 了 ， 天 一 了 都 是 有 界 的 ， 因 此 和 是 连续 的 。 

(b) 车 dimX = co。 恒 等 算 子 7 天 ~ 和 《〈 是 连续 的 ) 不 是 葵 的 。 

证 明 ，(a) 单位 球面 = {xE€X| 1x 1 =1 是 有 界 的 。 由 于 了 是 紧 的 , 故 了 (D) 是 紧 的 。 
据 2.5-2 知 也 是 有 界 的 、 所 以 


sup | 7 YX < 


因此 下 是 有 界 的 ， 从 而 由 2.7-9 证 明了 它 是 连续 的 。 
””(b〉、 当然 闭 单 位 球 M = {xEX| 1x1 入 1} 是 有 界 的 。 当 dimX = co 时 ， 则 由 2.5-5 可 推 
出 M 不 是 紧 的 。 因 而 1(M) = M = 及 不 是 相对 紧 的 。 

从 集合 紧 性 的 定义 〈 参 见 2.5-1)， 我 们 很 容易 得 到 关于 算 子 紧 性 的 一 个 有 用 判 据 。 

8.1-3 定理 〈 紧 性 判 据 ) 令 儿 和 了 是 赋 范 空间 ,TT 了 ;入 > 了 是 一 个 线性 算 子 。 当 且 仪 当 
居中 的 每 个 有 界 序列 〈x,) 在 下 之 下 的 象 序列 〈Tx.JCZ 都 有 一 个 收敛 的 子 序列 ， 人 才 是 
紧 的 。 

证 明 ， 车 下 是 紧 的 而 (x.》 是 有 界 的 ， 则 序列 《Tx,) 在 王 中 的 闭 包 是 紧 的 ， 而 定义 
2.5-1 表明 《7 x,) 含有 一 个 收敛 的 子 序列 。 

反之 ， 假 定 每 个 有 界 序 列 (x.) 都 含有 子 序列 (x。, ) 使 得 (了 Tx,, ) 在 了 中 收敛 。 现 考察 任 
一 有 界 子 集 BC 年 ， 并 令 (y.) 是 7T(B) 中 的 任 一 序列 。 则 对 某 些 x.E B 有 y= 了 x,, 并 且 
由 于 8 是 有 界 的 ， 可 知 〈《%x.)〉 也 是 有 界 的 。 据 假定 ，(T x,)》 含 有 收敛 的 子 序列 。 因 为 (y) 
是 在 T(B) 中 任 取 的 ， 故 据 定义 2.5-1 可 知人 (万 ) 是 紧 的 。 再 据 定 义 ， 这 就 证 明了 了 是 紧 
的 。 

从 这 一 定理 可 得 以 下 几乎 是 显然 的 事实 ， 两 个 紧 线 性 算 子 了,， 和 下 之 和 了 :+ 了 了: 是 
紧 的 《〈 参 见习 题 2 ) 。 类 似 地 ，c7T :也 是 紧 的 ， 其 中 < 是 任 一 标量 。 因 此 我 们 有 如 下 结论 : 

从 元 到 天 的 紧 线 性 算 子 形成 一 个 矢量 空间 。 

此 外 ， 在 有 限 维 的 情况 下 ， 定 理 8.1-3 还 可 得 到 一 定 的 简化 。 

8.1-4 定理 〈 有 限 维 的 定义 域 或 值 域 ) 令 半 和 了 六 是 赋 范 空间 ，T， 一 了 是 一 个 线性 
算 子 。 则 有 
” “(a) 若是 有 界 的 且 dim7(XE)<ce， 则 算 子 全 是 紧 的 。 

(0) 若 dimX<ce， 则 算 子 下 是 茶 的 。 

证 明 ，(a) 令 (x,) 是 关中 的 任 一 有 界 序 列 。 则 不 等 式 上 Tx, | 委 | 人 上 站 x. 表明 (了 >x。) 
是 有 界 的 。 因 此 据 dim 关 < 之 oo 及 2.5-3 可 知 (Tx%,) 是 相对 称 的 。 从 而 推出 〈( 工 x.》 含 有 收 
敛 的 子 序列 。 又 由 于 〈x.) 是 在 关中 任 取 的 有 界 序列 ， 所 以 据 8.1-3 知 了 是 紧 的 。 

(b) 根据 dim 和 <ce， 由 2.7-8 可 推出 了 的 有 界 性 ， 再 由 2.6-9(2) 推 出 ，dim 了 7 (三 ) 委 
dim 和 无 。 从 而 由 《〈c) 证 明了 (6)。 

顺便 指出 ， 具 有 dim 信 ( 半 ) 过 oo 的 算 子 TEB( 汗 ,了 ) (参见 8.1-4(a))， 常 常 叫 做 有 限 
秩 的 算 子 。 

”下面 一 个 定理 是 讲 ， 在 怎样 的 条 件 下 ， 一 个 紧 线 性 算 子 序列 的 极限 是 紧 的 。 对 于 一 个 被 
表示 成 紧 线性 算 子 序列 的 一 致 算 子 极限 的 已 知 算 子 来 讲 ， 要 证 明 它 的 雄性 ， 这 个 定理 是 一 个 
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重要 的 工具 。 

8.1-5 定理 〈 紧 线性 算 子 序列 ) 邻 (T.,) 是 一 个 从 赋 范 空间 起 到 巴 拿 赫 空间 了 的 紧 线 性 
算 子 序列 。 如 果 〈7! 。) 年 一 致 算 子 收敛 ， 也 就 是 说 ，| 7 了 ,=- 了 下 一 0 (参见 $4.9)， 则 极限 
算 子 了 是 闲 的 。 

证 明 :， 我 们 利用 “对 角 线 方法 ? 来 证 明 ， 对 七 中 任 一 有 界 序列 (x。)， 其 象 《Tx。) 有 
一 个 收敛 的 子 序 列 ， 然 后 应 用 定理 8.1-3。 

由 于 人 1 是 条 的 ， 故 〈(%x。)》 有 一 个 使 (Ti1x1,，) 是 柯 西 序列 的 子 序列 (x1,。)。 类 似 地 ， 
(xl，s)》 有 一 个 使 (了 :xs,s) 为 柯 西 序列 的 子 序列 (x,,。)。 如 此 继续 下 去 , 我们 看 到 “对 
角 线 序列 ”(y。) = (x。,。) 是 (x。) 的 这 样 一 个 子 序列 ， 对 每 一 个 固定 的 正 整 数 n， 序 列 
(7 .ys) men 征 柯 西 序列 。 由 于 (x。) 是 有 界 的 ， 比 如 说 对 所 有 的 m 有 上 x 上 三 c 。 因 此 ， 对 
所 有 有 的 mm， | ys。 站 委 c， 令 e>0， 由 于 7。 一 了 ， 存在 一 个 n= 如， 使 得 外 了- 7T, | <e/3c。 
由 于 《了 T 了 ,ys。) wen 是 柯 西 序列 ， 所 以 存在 一 个 N。 使 得 


| 7,y1- TT,ys l <e/3 (j,k>N) 
因此 ， 对 于 /j。，A>>A， 我 们 便 得 到 
| Ty; {ys Ty- Ty + Ty Ty + Ty -Ty,) 


<IT-T yl +e/3+ 7T,-TH yl 
ee 


这 就 证 明了 《7 了 y。) 古 柯 西 序列 ， 并 且 由 于 了 是 完备 的 故 它 契 收 敛 的 。 记 住 〈ye。) 是 任意 
有 界 序列 〈x。) 的 子 序列 ， 这 就 从 定理 8.1-3 推出 算 子 了 工 的 杂 性 。 

要 注意 的 是 ， 如 果 用 强 算 子 收 和 敛 性 外 7 .xz 一 7 xi 一 0 来 代 蔡 一 致 算 子 收 伍 性 ， 上 述 定 
理 将 不 再 是 正确 的 。 这 一 事实 可 从 由 .x= (5 5 0 0 …) 所 定义 的 1 。 人 一 三 看 
出 ， 其 中 x = (6y)E€1?。 由 于 T ,是 线性 有 界 的 ， 故 由 8.1-4(c) 知 了 , 是 茶 的 。 显 然 ， 了 ,x 
x=7x， 但 了 不 是 紧 的 ， 这 是 由 于 dim1 = co 参见 8.1-2(2)。 

下 面 的 例子 说 明 这 个 定理 是 如 何 用 来 去 证 明 算 子 的 杂 性 。 

8.1-6 例子 (空间 上)〉 证 明了 ， 妊 一 天 的 检 性 ， 了 被 定义 为 y= (m1) = 荆 x， 其 中 5 = 
61/J» 1 =1,2,°°°o 

解 ， 人 显然 是 线性 的 。 若 x = (6) EU，。， 则 y= (71) E17?。 现 定义 了 1 一 让 如下， 


T .x = (E19 693/29 658/3, °°, é./ ns 0,0,°**°) 
了, 是 线性 有 界 的 ， 而 因此 据 8.1-4(a) 是 杂 的 。 进而 ， 


中 TFTwJxlz= 王 ll2= 3 16: 
j=e+ 1 i= | 


1 < 2 Ex) 
nr | < (n+ 1)* 
对 所 有 范 数 等 于 1 的 x 取 上 确 界 ， 便 得 到 
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因此 T ,一 了 了， 再 据 定理 8.1-5 便 知 全 是 紧 的 。 
和 线性 算 子 的 另 一 个 有 趣 而 基本 上 让 性 质 是 ， 它 把 颖 收 伍 序列 变换 成 一 个 强 收 敏 序 列 。 
8.1-7 定理 〈 弱 收敛 性 ) 令 和 和 7 是 赋 范 空间 并 且 了 : 关 一 了 是 一 个 条 线性 算 子 。 很 定 
《xs) 是 大 中 的 弱 收 敛 序列 ， 则 x， 二 x。 则 《下 x,) 在 YF 中 是 强 收 化 的 ,并且 极 限 为 y= Tx. 
证 明 ， 我 们 记 y,= 了 x, 和 y= 7 了 7x。 首先 证 明 


ya 多 (2) 
然后 进 明 

yy (3 ) 
令 9 年 上 上 的 任 一 有 界线 性 沁 末 。 我 们 用 

f(z2)=g(T2) (z€X) 


和 在 天 上 定义 泛 函 f/， 则 f 是 线性 的 。 因 为 是 紧 的 ， 所 以 TT 是 有 界 的 , 因此 f 也 是 有 界 的 ， 
并 是 有 
fz = lg(T2)Rligl Tz ol TH zl 
据 弱 收敛 的 定义 ，x.>x 意味 着 f(x.) 一 f(x)。 因 此 所 f 的 定义 ， 有 g(Tx.)>g(T x)， 
也 就 十 涪 ，g(y.) 习 gl(y)。 由 于 9 和 十 任意 的 ， 这 就 证 明了 式 (2 )。 
过 焉 明 式 《 8)。 假 右 式 《 3 ) 不 成 立 ， 则 对 茶 一 7 二 0，(yw) 有 一 于 序列 (ye )， 使 得 


{fy -yl 有 27n z C4) 
由 于 (x,) 是 弱 收 敛 的 ， 所 以 据 4.8-3(c) 知 (x,) 是 有 界 的 ,从 而 (x ) 也 是 有 界 的 。 据 8.1-3， 


了 的 紧 性 意味 着 《7 x。)》 有 一 收敛 的 子 序列 ， 比 如 说 为 ( 基 )。 令 基 一 7， 毫 无 疑问 , 3; 疗 疼 。 
因此 据 (2)》 和 4.8- 3(6), 二 yy 。 因 此 由 式 (4) 有 / 
lyj-yl>0 和 但 -yl >7>>0 
这 便 产 生 了 节 盾 。 所 以 式 〈( 8 》 必 然 成 立 。 
习 是 

1， 让 明 任 一 赋 范 空间 上 的 零 算 于 是 骑 的 。 

2， 内 TT, 和 TT ,是 从 赋 范 空间 XX 到 赋 范 空间 了 的 紧 线 性 算 子 ， 证 明 人 Ti+ 人 ,是 寡 线 性 况 
子 。 从 市 证 明 ， 从 关 到 了 的 紧 线 性 算 子 构成 8(X ,了 ) 的 一 个 于 空间 C (X,Y)。 

3. a s| 闻 ， 证明 习 题 2 中 的 C(X， 了 ) 是 8 (X,Y) 中 的 一 个 阿 于 集 。 

4， 上 六 是 一 个 巴 拿 未 空间 ， 证 明 习 题 2 中 的 C (XX, 了 ) 是 一 个 已 拿 赫 空间 。 

5 ， 全 证 朋 ， 如 果 用 强 算 子 收敛 性 代替 一 致 算 于 收 化 和 注 ， 中 则 定理 8.1-5 将 变 成 
不 真 。 让 月 ; 为 了 证 明 这 一 事实 在 那里 所 利用 的 算 子 ,是 有 界 的 。 

6， 值得 注意 的 是 ， 在 不 改变 紧 线 性 算 子 的 概念 的 前 提 十 ，8.1-1 中 的 条 件 可 以 减 萄 。 事 
实 上， 可 以 证 明 ， 线 性 算 子 了 :和 X 一 二 (X, 了 是 赋 范 空间 ) 是 花 的 ， 当 且 仅 当 苦 中 的 单位 球 
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MM 的 保 7T (MM) 在 YY 中 是 相对 内 的 。 

7， 证 明 ， 线 性 第 子 相关 一 半 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 对 范 数 不 超 过 1 的 矢量 所 构 成 的 每 一 
个 序列 (x)， 序 列 (T x) 都 有 一 个 收敛 的 于 序列 。 

8，: 告 > 是 赋 范 空间 久 的 一 个 固定 元 ， 并 且 f/€ 针 '， 证 明 算 子 ， 半 一 对 是 芭 的 ， 其 中 
让 被 定义 为 Tx = f(x)z。 

9， 若 天 是 一 个 内 积 空间 ， 证 明 ， 对 于 固定 的 y 和 z，7Tx= x, yz 在 光 上 定义 了 一 个 
蔡 线 性 算 于 。. 

10, 邻 了 是 一 个 巴 拿 赫 空间 、 且 邻 T.: X 一 了 ，2 = 1,2,…， 是 有 限 秩 的 算 于 。 若 (了 。) 
志 一 致 算 子 收 剑 的， 证明 它 的 极限 算 子 是 紧 的 。 

11. 证 明 ， 一 个 希 尔 伯 特 空间 恕 到 它 的 一 个 有 限 维 子 空间 上 的 投影 是 葡 的 。 

12. 证 明 ; 由 x= y= (1)， 其 中 ny = 61/2', 所 定义 的 了 : 1 一 1? 是 区 的 。 

13. 证 明 ， 由 y= (9)) = 了 x，7 三/7， 所 定义 的 T，L?>1? (1p 之 + o) 是 茶 的 。 

14， 证 明 ， 由 y= (7)) =Tx，171j = /1， 所 定义 的 TT，1” 一 1 是 紧 的 。 

15. 《连续 映射 》 车， 如 一 了 是 一 个 从 度量 空间 澡 到 度量 僧 间 了 的 连续 映射 ， 证 明 : 
一 个 相对 村 集 4 一 拉 的 象 是 相对 兰 的 。 


S8.2. 紧 线 性 算 子 的 其 他 性 质 


六 本 我们 来 证 胃 ， 赋 范 空 间 上 的 紧 线性 生 子 有 可 分 的 值 域 和 紧 的 伴随 算 子 。 这 些 性 
质 对 于 从 下 一 节 开 始 的 紧 线 性 算 子 的 谱 研 究 是 必需 的 。 

我 们 把 这 一 研究 建立 在 两 个 相关 的 概念 上 ， 布 这 两 个 相关 的 概念 对 于 研究 集合 的 紧 性 也 
是 具有 有 一般 意义 的 。 

8 ?_1 定 义 〔(e- 网 ， 完 全 有 界 性 令 8 是 度量 空间 的 一 个 子 集 , 且 se>0 是 给 定 的 若 
对 每 一 个 点 z€ Bb, 都 有 一 点 属于 集合 以 ， CX, 它 到 z 的 虐 离 小 于 Cs 则 称 和 集合 MM， 是 如 的 一 
个 。- 殉 。 若 对 每 个 。>0， 8 部 有 一 个 有 限 的 。- 网 MMC， 则 称 集合 3 是 完全 有 界 的 。 这 里 
的 《有 限 > 是 指 M. 为 有 限 集合 ( 即 由 有 限 多 点 所 组 成 〉。 

此 ， 的 完全 有 界 性 意味 着 ， 对 每 个 给 定 的 。>0， 集 合 都 售 在 有 限 多 个 半生 为。 的 
开 球 之 并 内 。 

记 们 可 以 看 出 ， 过 个 客人 的 重要 和 有 效 和 正 旬 下 面 的 引 于 所 确定 的 那 ， 而 这 个 引 理 在 
本 节 的 证 明 中 也 起 着 关键 的 作用 。 

8.2-2 引 理 〈 完 全 有 界 性 ) . A B 是 度量 空间 XX 的 一 个 于 集 。 则 有 

(a》 英 是 相对 紧 的 ， 则 BB8 是 完全 有 界 的 。. 

(b》 若 B 是 尘 全 有 界 的 且 XX 是 完备 的 ， 则 思 是 相对 紧 的 。 

(ec) 医 BB 是 完全 有 界 的 ， 则 对 每 个 之 0， 它 都 有 一 个 有 限 的 。- WM.C B。 

(d) 若是 完全 有 界 的 ， 则 B 是 可 分 的 。 

证 明 ，(a) 我 们 假定 下 是 相对 紧 的 ， 来 证 明 对 任意 给 定 的 ?一 4， 都 存在 8 的 一 个 有 限 的 
e -网 。 著 厅 = $， 则 $$ 便 是 8 的 一 个 ne 苦 志 $$， 则 任 取 x1€B， 如 果 对 所 有 的 zk 
PB 者 有 dd (x1,2)<<&0s {x1} 便 是 8 的 一 个 &,- 网 。 否则 ， 讽 xX， EB 是 不 满足 d (%1,X2)<E0 
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的 ， 即 使 得 d(x1,X%;) 之 eo。 这 时 如 果 对 一 切 z€ 8B 都 有 
d(x 2) <eo (7=1 或 2) C1) 


则 {x1,xs} 便 是 如 的 一 个 20- 网 。 如 果 不 是 这 样 ， 再 令 z = x，E 如 是 不 满足 (1 ) 的 点 。 若 对 
一 切 zE BB 都 有 


d(x,,2) eo (:=1, 2 或 8) 


则 {x1,X。,xXs} 便 是 BB 的 一 个 eo- 网 。 否 则 ， 继 续 选 取 xy4E 了 等 等 。 我 们 可 以 断言 ， 存在 着 
下 整数 n， 使 得 在 如 此 这 般 地 做 了 + 步 之 后 ， 便 得 到 BB 的 一 个 60- 网 {X11, Xs,**, Xs}o 事实 
上 ， 如 果 不 存在 这 样 的 mn， 我 们 的 构造 过 程 便 给 出 一 个 满足 


d (XI X.) >eEo jk 


的 序列 x1)。 很 显然 《*x1〉 不 能 够 有 柯 西 子 序列 。 因 此 《x,》 在 中 不 能 够 有 收 敛 的 于 语 
列 。 但 根据 构造 过 程 知 (x,) 是 8 中 的 序列 ， 这 便 与 的 相对 紧 性 矛盾 。 因 此 8 一 定 有 有 限 
的 so- 网 。 由 于 ,>>0 是 任意 的 ， 故 证 明了 8 是 完全 有 界 的 。 

(b》 设 8 是 完全 有 界 的 且 是 完备 的 ， 来 证 明 是 相对 紧 的 。 为 此 ， 我 们 考察 8 中 的 任 
一 序列 〈x.)， 并 证 明 它 在 不 中 有 收敛 的 子 序列 ， 从 而 证 明了 妇 是 相对 紧 的 。 据 假设 ，B 有 
一 个 有 限 的 网 e- 网 ， 这 里 取 e = !。 因 此 , 8 含 在 有 限 多 个 半径 为 1 的 开 球 之 并 内 。 从 这 些 球 
中 我 们 能 够 找 出 一 个 球 1， 它 含有 《x。) 的 无 穷 多 项 。 令 〈xl,,) 是 (x。) 的 落 在 互 ! 中 的 
于 序列 。 同 理 ， 气 假设 也 含 在 有 限 多 个 半径 为 。=1/2 的 开 球 之 并 内 ， 从 这 些 球 中 我 们 能 
, 够 找 出 一 个 球 呈 ,， 它 含有 于 序列 《x1,，) 的 一 个 于 序列 (*，, ,)。 依 此 类 推 ， 选 取 。= 1/3 
1/4,… 并 令 y = xs。 则 对 每 一 个 给 定 的 >0， 和 都 存在 一 个 W〈 与 有 关 》， 使 得 当 n 入 
时 所 有 的 y 都 落 在 半径 为 。 的 球 内 。 因 此 说 明 〈y.》 是 一 个 柯 西 序列 。 由 于 气 是 完备 的 ， 
故 它 在 A 中 是 收敛 的 ， 不 妨 设 ， yyEA ,并且 可 从 ys€ 8 推出 XY€。 据 闭 包 的 定义 ,对 8B 
中 的 每 一 个 序列 〈z,)， 在 中 都 有 一 个 序列 《x.)， 使 得 对 每 个 mw 都 有 d(x。,zo) 世上 -。 由 
于 (x.) 蓝 在 中， 正 象 上 面 证 明 的 那样 ， 它 有 一 个 在 万 中 收敛 的 子 序列 ， 由 于 d (xz 区 
小， 故 《z。) 也 有 一 个 在 万 中 收敛 的 子 序列 。 从 而 证 明了 万 是 紧 的 。 而 8 是 相对 紧 的 。 


(c) 在 B8= $$ 的 情况 下 ， 结 论 显 然 是 对 的 。 设 8 万 6。 据 假设 ， 在 e>0 给 定语, 取 * = 
e/2， 则 如 有 一 个 有 限 的 e1- 网 Me,CC ,因此 8 含 在 有 限 多 个 半径 为 el 的 开 球 之 并 内 。， 并 且 
这 些 开 球 的 球 心 是 Me, 的 元 。 特 别 取 其 中 与 3 相交 的 那些 开 球 避 ,，B,,…, 8。， 并 设 它们 的 
球 心 分 别 为 19 Xs"""*y X so 我 们 选取 一 点 ziE BN Bs 见 图 63。 则 对 .= {21 Pa "9 Zo} CC 
B 且 是 8 的 一 个 -网 ， 这 是 因为 ， 对 每 个 zE 召 ， 都 有 一 个 含有 z 的 了， 上 且 满 正 


d (z,21) <d (2,X1) + d(xs,21) ert+e=e 
(d) 假定 8 是 完全 有 界 的 ， 根 据 《c)， 集 合 B8 含 有 自己 的 一 个 有 限 e- 网 Mw- 其 中 。= 
。-= 1 ,n=1,2,.…。 所 有 这 些 网 的 并 M 是 可 数 的 ,并 且 在 8 中 是 称 密 的 。 事 实 上 ， 对 任意 多 
定 的 e 、0， 都 存在 一 个 mn， 使 得 一 <e! 因此 对 任 一 >zE 了 也， 都 存在 一 个 oEM .CCM, 使 得 
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d (z,0) 过 2。 这 就 证 明了 8 是 可 分 的 。 

完全 有 界 性 比 含 着 有 界 性 。 但 反 过 来 一 般 是 不 成 立 
的 。 

实际 上 ， 前 一 个 论断 几乎 是 明显 的 。 至 于 第 二 个 论 
上 叮 ， 若 注意 到 闭 单 位 球 U = {x 咱 xj 委 二 CC 广 是 有 界 
的 ， 但 由 于 /? 是 无 穷 维 的 完备 空间 ， 所 以 'U 不 是 其 的 

( 见 2.5-5)， 再 根据 8.2-2(6)， 它 不 是 完全 有 界 的 ， 

便 得 到 了 证明。 

5| 理 8.2-2 包括 了 我 们 的 进一步 研究 所 需要 的 一 些 
性 质 。 而 其 它 的 一 些 虽 有 意义 但 暂 不 需要 的 性 质 ， 我 们 把 它们 放 在 习题 集中 叙述 ， 特 别 是 习 
题 2 至 二 题 4。 

利用 上 述 引 理 ， 能 够 很 容易 地 证 明 下 面 的 定理 。 

8.2-3 定理 〈 值 域 的 可 分 性 ) 设 半 和 了 是 赋 范 空间 。 则 炊 线 性 算 子 ，X 一 了 的 值 域 
多 (1 了) 是 可 分 崔 。 

证 明 ， 考 察 球 8,= 已 (0 人 CE。 由 于 了 是 茶 的 ， 所 以 象 C .= 了 工 (了 ,是 相对 霖 的 。 据 
引 理 8.2-2 C ,是 可 分 的 。 而 由 于 任 一 x€EX 的 范 数 都 是 有 限 的 , 故 对 足够 大 的 x， 有 x* 站 天 
2， 因此 YXE2。.。 因 而 


图 63 ” 引 理 8.2-2(c) 的 证 明 的 表示 


(a) X= 避 BC TCDO=UT(BJ= UC. (2 ) 
由 于 C ,是 可 分 的 ， 所 以 它 有 一 个 可 数 的 稠密 子 集 刀 .， 并 且 并 集 
D= UD. 


也 是 可 数 的 ，(26) 表 朋 妃 在 值 域 多 (7T) = 了 (XX ) 中 是 稠密 的 。 

在 下 一 个 定理 中 ， 我 们 将 证 明 赋 范 空间 筷 上 的 紧 线 性 算 子 能 够 延 拓 到 皂 的 完备 化 上 ， 并 
且 延 拓 后 的 算 子 仍 是 线性 的 茶 算 丁 。 

8.2-4 定理 〈 紧 延 哲 ) 从 赋 范 空间 多 到 巴 拿 圭 空间 了 的 紧 线 性 算 子 了 ， 私 -了 有 一 个 
紧 线性 延 拓 冬 ， 闵 -一 了 ,其 中 生 是 4 的 完备 化 〈 见 2.3-2)。 

证 明 ;， 我 们 可 以 把 于 看 作为 他 的 一 个 子 空间 ， 见 定理 2.3-2。 由 于 了 是 有 界 的 〈 见 8.1- 
2 )， 故 它 有 一 个 有 界线 性 延 拓 久 ， 驶 一 了 Y 见 2.7-11 。 我 们 来 证 明 人 的 紧 性 蕴含 着 外 也 是 茶 
的 。 为 此 ， 我 们 考察 入 中 的 任 一 有 界 序列 〈2.)。， 并 证 明 (了 了 2。 有 收敛 的 于 序列 。 

由 于 成 在 入 中 是 稠密 的 ， 故 在 居中 有 序列 〈x。) 使 得 4.-x, 一 0。 显 然 ，(x。) 也 古 有 界 
的 。 由 于 TT 是 紧 的 ，(Tx,) 有 收敛 的 子 序列 (7 了 x。) 令 


YX 一 yoC 了 (3) 


而 2.-%.>0 殖 含 着 4，-x。->0 。 由 于 和 是 线性 有 界 的 ， 故 它 是 连续 的 。 因 而 得 到 〈 见 
1.4-8) 


Te, ~ Tx 一 TP -Xx, )>T0=0 


° 2Z61。 


根据 《 3 ) 这 意味 着 人 人。 一 yo。 从 而 证 明了 任意 有 界 序列 (4.) 都 有 一 个 于 序列 (2。) 使 得 
(名 24。) 收敛 。 这 就 据 8.1-3 证 明了 的 紧 性 。 

在 本 章 稍 后 将 会 看 到 ， 在 实用 上 和 理论 上 都 极为 重要 的 算 子 方程 中 经 常 出 现 紧 线性 算 
子 。 关 于 这 些 方程 的 可 解 性 理论 ， 本 质 上 要 利用 伴随 算 子 。 而 在 这 方面 最 有 决定 意义 的 是 这 
样 一 个 事实 ; 紧 线性 算 子 的 伴随 算 子 本 喘 是 紧 的 。 让 我 们 证 明 紧 线性 算 子 的 这 一 重要 性 质 ， 
而 在 下 一 节 我 们 来 讨论 这 些 算 子 的 谱 。 

8.2-5 定理 (伴随 算 子 ) 设 T， 久 一 了 是 一 个 线性 算 子 。 若 是 紧 的 ， 则 其 伴随 算 于 
T*， 了 /> 钱 ' 也 是 紧 的 ， 其 中 基 和 了 是 赋 范 空间 ， 而 基 和 了 Y' 分别 是 它们 的 对 偶 空间 ( 见 
2.10-3)。 

证 明 ， 我们 考察 了 /中 的 任 一 有 界 子 集 已 ， 不 妨 设 对 所 有 的 gE€ 有 

| gj ae 


并 证 明 其 象 T*(B) 忆 于 ' 是 完全 有 界 的 ， 从 而 据 8.2-2(0) 便 证 明了 7 *(B) 是 相对 紧 的 ， 因 
为 基 “是 洁 备 的 《〈 殉 2.10-4)。 
因此 ， 我 们 必须 证 明 ， 对 任意 国定 的 eo>0, 象 T*(8) 有 一 个 有 限 的 co- 网 。 由 于 “7 种 
其 的 ， 单 位 球 
U={xEA| | x <1} 


的 象 了 CU) 是 相对 紧 的 。 由 8.2-2(a) 可 知 T (UC) 是 完全 有 界 的 。 从 8.2-2(c) 可 推 得 T (U) 
有 一 个 有 限 的 21- 网 MCT(U)， 其 中 e1 =eo/4c 。 这 就 意味 着 局 含有 点 xiyxXz，…，Xa* 使 
得 对 每 个 xEU 都 满足 


| Tx-Tx,] < 对 某 个 给 (4) 


现在 我 们 用 | 
Ag= (g(T XI1)， gCT #1), os 9T #0)) z z C5) 


定义 一 个 线性 第 子 4: Y'->R" 据 假 设 9 是 有 界 的 ， 而 据 8.1- 2(a) 全 也 是 有 界 的 。 因 此 所 

8.1-4 知 A 是 紧 的 。 由 于 B 是 有 界 的 ， 故 A4(B) 是 相对 紧 的 。 因 此 根据 8.2-2(a) 知 4( 妃 ) 征 

宅 全 有 界 的 。 据 8.2-2(c) 知 4(B) 含有 一 个 自己 的 有 限 的 ss -网 {49g Ags}， 其 中 
e, = Eo/4。 这 就 意味 着 对 每 个 g€ 8B8 都 满足 


| 4 4 Il ,< : 对 基 个 & (6) 


其 中 上 .上 ,是 RR" 上 的 范 数 。 我 们 将 证 明 ，{7 了 *91,*…, 了 ”go} 就 是 所 希望 的 T*(B) 的 2,- 
网 ， 从 而 就 完成 了 定理 的 证 明 。 z 
了 
一 一 > 人 
， 了 > 
T*(BCXR<— YEOB 
|4 
RR" 
图 64 定理 8.2-5 的 证 明 的 表示 
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从 式 (5 ) 和 式 (6 ) 我 们 立即 可 以 看 出 ， 对 每 个 y; 和 每 个 9€ 8B， 都 存在 一 个 使 得 


lg(Tx) ~g Tx dS Eg Tx) -gaTx)l 
= A(g- 9g.) ls 


<(1e,) (7) 


设 XE€U 是 任意 的 。 则 存在 一 个 使 式 (4 〉 成 立 的 ;》。 设 g€B 是 任意 的 。 则 存在 一 个 使 式 
《6 ) 成 并 的， 并 且 对 于 这 个 上 和 每 个 j， 式 《7 ) 是 成 立 的 。 从 而 得 到 
| g(Tx)—-g( Tx IgoTx) -oTx)) +l og(Tx) -gi T xX,))) 
+ | gn(Tx))-—- oo,(Tx)| 


<lol i Tx-Tx, I+ t+ 1 tTx,—-Tx)| 


E 8 B 
< 入 c 一 呈 -+ -+c 一 < 
~ 

dc 4 4C " 


由 于 这 个 不 等 式 对 每 个 x EU 都 成 立 ， 并 且 据 TT* 的 定义 有 9(7 x) = (TT*g)(x)， 故 最 后 可 
得 z 
| Tx*g—-T*9g,| = sup I(T *(g ~ ga)) (x)| 


= sup |9(7 x) — gs(T Yi <eo 


这 就 证 明了 {*g1，T*gsy 呈 ,TT*g。} 是 T*(B) 的 一 个 2o- 了 网。 由 于 so>>0 是 任意 和 的， 所 以 
TT*(B) 是 完全 有 界 的 ， 因 此 据 8.2-2(2b) 知 它 是 相对 茶 的 。 又 由 于 中 是 了 /的 任意 有 界 子 集 ， 
所 定义 8.1-1、 这 就 证 明了 T* 是 允 的 。 
习 题 

1. 设 革 是 一 个 完全 有 界 的 度量 空间 。 试 证 ， 每 个 无 限 子 集 了 CC 都 有 一 个 直 径 小 于 给 
定 的 e>0 的 无 限 子 集 2Z。 

2. 若 度 量 空间 外 是 紧 的 ，、 证 明 针 是 完备 的 。 并 证 明 完 备 性 不 蕴含 和 紧 性 。 

3. 举例 说 明 ， 对 于 紧 性 而 言 ， 完 全 有 界 性 是 必要 的 ， 但 不 是 充分 的 。 

4. 证 明 ， 度 量 空 间 所 是 时 的 ， 当 且 仅 当 么 是 完备 的 和 完全 有 界 的 。 

5， 若 度量 空间 (X ,dg) 是 紧 的 。 证 明 ， 对 任意 的 e 盖 0 ， 空 间 和 都 有 一 个 有 限于 集 杂 ， 
使 得 每 个 点 x*EXX 到 M 太 的 距离 6(%,，M)= inf d(x, y) <eo 

6， 用 Tx = y= (wy) 定义 算 子 T， 11? 一 1?。 其 中 x = (6,)， 并 且 


n= Samt, ， 5 ZE |c <co 
he 1 j=1 k=1 


证 明了 人 是 双 的 〈 利 用 8.1-5) 。 
7 证明， 习题 6 中 定义 的 那 种 算 子 构成 了 妃 (12,12) 的 一 个 子 空间 。 举 例 说 明 习 题 6 中 
的 条 件 对 紧 性 来 说 是 充分 的 ， 而 不 是 必要 的 。 
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8 是否 存在 满 射 的 其 线性 算 子 了 ，1”-1”? 

9。 洁 了 6E 有 (X ,了 ) 不 是 和 的 ， 了 在 和 的 一 个 无 限 维 子 空间 上 的 限制 能 否 是 基 的 ? 

10. 设 (4,) 是 一 个 标量 序列 ， 且 当 *~>ce 时 有 14, 一 0。 用 7x=y=(71) 定义 算 于 了 ， 
12~>12， 其 中 xx=() 且 7=AEie 证 明了 是 花 的 。 


3 8.3 赋 范 空间 上 的 紧 线 性 算 子 的 谱 性 质 


在 这 一 节 和 下 一 节 ， 我 们 讨论 骨 范 空间 4 上 的 共 线 性 算 子 了 ,不 一 到 的 谱 性 质 。 为 此 ， 
我 们 将 再 一 次 利用 算 寺 


T= -hl, A€Ec (1) 


和 §7.2 中 所 定义 的 谱 理 论 的 基本 概念 。 

杀 线 性 算 子 的 谱 理 论 是 有 限 和 矩阵 的 特征 值 理论 《 $7.1》 的 一 个 较为 简 单 的 推广 ， 并 且 
在 很 多 方面 都 和 有 限 维 的 情况 相似 。 这 可 从 下 面 对 $8.3 和 8§ 8.4 概括 的 摘要 看 出 来 。 这 个 
摘要 为 读者 提供 了 一 个 指南 ， 以 便 从 详尽 的 证 明 中 找到 方向 。 在 这 个 摘要 中 ， 我 们 也 给 出 了 
对 应 的 定理 〈 其 在 课文 中 的 次 序 是 按 证 明 的 相互 依赖 关系 来 安排 的 ) 。 

摘要 有 赋 范 空间 和 上 紧 线 性 算 子 了 ， 民 一 和 有 下 述 性 质 。 

7 的 特征 信 的 集合 是 可 数 的 〈 或 许 是 有 限 的 ， 甚 或 是 空 集 )。 ( 见 》$8.3-1) 

和 = 0 是 特征 值 集 合 唯一 可 能 的 聚 点 。 〈 见 8 .3-1) 

每 一 个 谱 值 Xs0 都 是 一 个 特征 值 。 ( 见 8.4-4)》 若 久 是 无 穷 维 的 ， 则 0Eo (TT)。 

人 的 关于 4 志 0 的 任何 特征 空间 的 维 数 都 是 有 限 的 。( 见 8.3-3) 

对 于 4 六 0， 了 了:， 了 了 12， 3,。 “的 零 空 间 都 是 有 PR 人 见 8.3-3，8.3-4)， 并 且 这 些 算 
子 的 值 域 都 是 财 的 〈 见 8.3-5，8.3-6)。 

存在 一 个 (依赖 于 4,4 志 0〉 的 数 +， 使 得 


X=7I TDWT (A) 
《 见 8.4-5) ， 此 外 ， 堆 空间 还 请 后 
HT)ENATAHI) = IA TS 
并 且 值 域 满足 / | 
T "(XX)=T tI)= TM) = 
( 见 8.4-3)， 若 +r 之 0， 有 真 包含 关 系 ( 见 8.4-3》 


VT ICHNT CCN TT ") 


和 
T ,oDT ,KDDT (A) 


我 们 的 第 一 个 定理 是 关于 特征 值 的 。 它 告诉 我 们 紧 线 性 算 子 的 点 谱 不 是 很 复杂 的 。 我 
们 马上 就 会 看 到 ， 这 个 定理 还 要 强 得 多 。 事 实 上 ， 在 下 一 节 我 们 将 会 看 到 ， 紧 线性 算 子 所 有 
可 能 (或 者 没有 ! ) 的 每 个 谱 值 4 二 0 都 是 一 个 特征 值 。 这 就 表明 了 紧 线 性 算 子 的 席 在 很 大 
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程度 上 与 有 限 维 空间 上 的 算 子 极为 相 象 。 

8.3-1 定 理 (特征 值 ) 赋 范 空间 关上 的 花 线 性 算 子 本 ， 针 一 义 的 特征 值 的 集合 是 可 数 
的 《或 许 是 有 限 的 ， 甚 或 是 空 集 ) ， 并 且 4= 0 是 这 个 集合 唯一 可 能 的 聚 点 。 

正明， 显然 ， 只 要 证 有 明 对 每 个 实数 二 0、 满 足 | 和 | 之 8 的 所 有 4€o ,了 ) 的 集合 是 有 限 
的 就 够 了 。 

假定 对 某 一 个 Ko>0 不 是 这 样 ， 则 存在 无 穷 多 个 不 同 特征 值 构成 的 序列 (4,) 满 足 | 和 | 之 
Rio。 对 某 一 X. 拓 0 有 了 Xx,= 和 .Xs。 由 定理 7,.4-3。 所 有 这 些 %, 的 集合 是 线性 无 关 的 。 设 M.= 
span{xX1,*…,X,}， 则 每 个 xEM .都 有 唯一 的 表示 


X=Q1X1+ ON, + ot OX, 
我 们 用 人 - 1.7 作用 于 上 式 两 端 并 利用 了 x) = x1 
(T ~ADDX= a Mi —AXiIt +t ah — A ) Xi 
可 以 看 出 x, 在 右 端 不 再 出 现 ， 因 此 对 一 切 x*EM， 
(了 一 4.7)XERAM 对 一 切 xEM. (2) 
M, 是 闭 的 ( 见 2.4-3)。 根 据 黎 斯 引 理 2.5-4， 存 在 序列 〈y,) 满足 


MCA， | JI 上 = 1， 对 -一切 XEM.-1, | yx [> 


zl 果 我 们 能 证 明 
Ty.-Ty. | > n>m (8) 
则 由 于 &,>0， 便 说 明 〔7 y,) 没有 收 伍 的 于 序列。 而 又 由 于 (yy:》 是 有 界 的 ， 故 与 的 系 


性 发 生 币 盾 。 从 而 说 明 反 设 不 真 ， 定 理 便 获 得 证 明 。 
通过 加 一 项 和 减 一 项 的 办 法 ， 有 


Ty ss— 7 y= A,y,— TE, =Ays— TT yt ys (4) 


设 mm<zr。 现 证 EM,-i1。 由 于 mn 一 1 ， 可 以 看 出 yn.EM。 CM,.- 站 -1}o 
因此 由 于 了 xy = 4jx; NT yaEM,-1o 根据 (2) 有 


1 加 一 人 加 = - (了 一 入 7) ys EM 1 
合 在 一 起 ， 便 知 TEM,-!1。 从 而 也 有 % =/1,."1¢%E€EM,-1s 所 以 所 | 4， | 二 ko 得 


(5) 


人 My 一- 一 > 


由 此 和 式 (4 ) 便 得 到 式 〈8 )。 因 此 对 某 个 ,之 0 存在 无 限 多 个 特征 值 满 足 14, |>>*。， 这 


个 假定 不 正 ， 故 定 理 得 证 。 
这 个 定理 表明 了 ， 符 赋 范 空间 上 的 紧 线性 第 子 有 无 穷 多 个 特征 值 ， 则 能 够 将 这 些 特征 值 


排 成 一 个 收敛 到 零 的 序列 。 
时 线性 算 子 和 有 办 线 伺 算 子 的 合成 也 是 一 个 紧 线性 算 子 。 这 个 有 趣 的 事实 正 是 下 面 引 理 
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所 要 证 明 的 内 容 ， 它 有 很 多 应 用 ， 而 县 前 我 们 要 利用 它 去 证 明 紧 线性 算 子 的 一 个 基本 性 质 
(8 .3-4)。 

8.3-2 引 理 〈 积 的 紧 性 ) 设 卫 ， 皂 一 下 是 赋 范 空间 X 上 的 一 个 双 线 性 算 子 ， 而 S: 失 一 
么 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 则 7 S 和 37 都 是 紧 的 。 

证 明 ， 设 8 导 是 任 一 有 界 集 。 由 于 S$ 是 有 界 算 子 ， 故 S$S(B) 是 一 个 有 界 集合 。 又 因为 
了 是 区 的 ， 蕉 集合 T(S(B)) = 了 TS(B) 是 相对 紧 的 。 因 此 TS 是 一 个 肾 线 性 算 子 。 

现在 证 明了 也 是 紧 的 。 设 〈x.) 是 下 中 任 一 有 界 序列 ， 则 气 8.1-3( 了 xx。 有 一 个 收敛 
的 子 序 列 (了 x，)， 而 据 1.4-8 知 (STx。) 也 是 收敛 的 。 因 此 据 8.1-3 知 ST 是 紧 的 。 

这 环 定 本 章 一 开始 所 申明 的 ， 紧 线 性 算 子 的 谱 理论 几乎 象 有 限 维 空 | 关上 的 线性 算 子 ( 基 
本 上 是 有 限 和 矩阵 的 特征 值 理 论 ! 见 87.1) 那样 简单 。 支 撑 这 个 论点 的 一 个 重要 性 质 是 ,对 于 
条 线性 算 子 可 能 有 (也 可 能 没有 ) 的 每 一 个 非 零 特 征 值 。 其 对 应 的 特征 空间 都 是 有 限 维 的 。 
事实 上， 这 一 性 质 草 含 在 下 述 定理 之 中 。 

8.3-3 定理 〈 零 空间 ) 设 ， XX 一 对 是 赋 范 空间 革 上 的 系 线性 算 子 ， 则 对 每 个 4 去 0， 
算 于 了 ;= 了 一 47 的 霉 空 彰 (了 ,) 都 是 有 限 维 的。 

证 明 ， 我 们 先 证 明 (7 ,) 中 的 闭 单 位 球 放 是 到 的 ， 然 后 再 应 用 定理 2.5-5。 

设 (x,) 是 内 中 的 序列 ， 则 〈x.) 是 有 界 的 《jx 1), 并 且 据 8.1-3 知 (Tx.) 有 
一 收 敏 的 于 序列 (了 了 x, )。 而 XxX.EMCA(T ,) 意 昧 着 了 xs = xx 一 4xs=0， 所 以 从 入 专 0 
可 推 知 xs=4-1 了 xie 因此 ，(x。)= (4-1Tx,,) 也 是 收敛 的 。 由 于 MM 是 闭 的 ， 故 它 的 极限 
也 属于 M。 因 为 (x.》 是 在 M 中 任 取 的 ， 所 以 据 定 义 2.5-1 知 内 是 验 的 。 根 据 2.5-5 便 证 明 
dim (TT ,)< oo 

8.3-4 推论 ( 零 空 间 〉 在 定理 8.3-3 中 ， 

dimf (TT ,1")<o0s n=1,2,° 《6) 
并 且 
{10} = I TCHAT MENT Ce 《7) 

证 明 ， 由 于 了 , 是 线性 的 ， 故 它 映 0 到 0 上 ( 见 $2.6 式 (3))。 因 此 了 ,x=0 缠 含 着 
Zr+1X=0， 从 而 式 (7) 获得 。 

现 证 式 《6 )。 根 据 二 项 式 定 理 


T=(T -AD'= 3 (Tn 


, ?2 
= (~1"I+T 3 ()7 (一 A) 
从 而 可 把 2 ， 瑟 为 
T=W-ul, UL= 一 (一 4) 

其 中 7 = 7 9S=97，9 表 示 右 端的 和 式 。 人 是 期 的 ， 据 8.1-2(a) 人 .是 有 界 的 ， 故 9 也 是 
有 界 的 。 因 此 据 引 理 8 .3-2 知 球 是 紧 的 。 所 以 把 定理 8.3-3 应 用 到 丈 -47， 便 得 到 式 (6 )。 

对 于 紧 线 性 算 子 TT 和 任 一 和 专 0, 我 们 来 考察 算 子 了 :，T ,* ，… 的 值 域 ,首先 要 记 住 ,有 界 
线 柱 算 子 的 零 空间 总 是 闭 的 ， 而 其 值 域 却 未 必 是 闭 的 5 见 2,.7-10(b) 和 $2.7 中 的 习题 6 3。 


A 


然而 ， 洛 全 是 紧 的 ， 则 对 每 个 4 六 0， 了 :有 闭 值 域 ， 并 且 对 了 导 ， 了 了， … 也 是 如 此 。 首 先 
正明 人 ,的 值 域 是 闭 的 。 然 后 ， 可 立即 把 这 个 结论 推广 到 7 ，，nE€N。 

8.3-5 定理 〈 值 域 ) 设 了 ， 邱 一 天 是 赋 范 空间 X 上 的 杂 线 性 算 于 ， 则 对 每 个 和 寺 0 ， 鼻 
子 了 ,= 了 了 -47 的 值 域 是 闭 的 。 

证 明 ， 采 取 反 证 法 。 我 们 假定 值 域 了 ,(X ) 不 是 于 的 ， 并 由 此 推导 出 和 矛盾 。 证 明 的 思路 
ul: 

(qa) 我 们 考察 了 (X ) 的 闭 包 中 的 一 个 y， 而 且 y 不 属于 工 (< )， 以 及 收敛 到 yy 的 一 个 
序列 (了 ,x,)。 我 们 将 证 明 x, 竺 .-A( 了 了 )， 但 .j( 了 含有 一 个 满足 上 xz 天 20. 的 序列 
(z,)， 其 中 4.= DD(x,，/NV(T ,)) 表 示 x 到 A(T ,) 的 距离 。 

(6) 再 证 明 a,=|%, ~2z, 上 一 0o。 

(c) 最 后 令 ws= ao1(X- zs)， 考 察 序列 (w,) 便 能 得 到 预期 的 矛盾 。 

详细 的 证 明 如 下 。 

(a) 假定 了 ,( 瑟 ) 不 是 闭 的 ， 则 存在 一 个 yET ,(X) 且 y 导 了 (X)， 并 且 在 蕊 中 有 序 
天 《x，)》 满 是 


Ys= 7 XY (8) 


由 于 人 (万 ) 是 一 个 矢量 空间 ， 故 0ET ,( 针 )， 但 由 于 y 叶 人 ,( 尘 )， 所 以 y 兰 0。 这 就 意 味 
善 对 所 有 充分 大 的 ?有 和 六 0 和 xy, 村 .所 ( 了 )。 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 对 所 有 的 ”这 一 
事实 都 是 成 立 的 。 由 于 (TT ,) 是 闲 的 ， 故 x, 到 (TT ,) 的 距离 6, 是 正 的 。 即 


6. = inf | Xs 一 2 站 > 盖 0 


zEN (TA 
根据 下 人 确 界 的 定义 ， 在 人 (了 了 ,0) 中 存在 序列 〈(z,〉 满 足 
Ga 三 | » 一 之 | < 一 20。 (9) 
(b) 我 们 来 证明 
Gs =|| Xu 一 ze| 一 co (n—>00) (10) 


假若 式 (10)》 不成立， 则 (x. 2,) 有 一 个 有 界 的 子 序列 。 由 于 了 是 杂 的 ， 据 8.1-3 知 
(T(xs 一 2,)) 有 一 个 收 你 的 子 序列 。 而 由 7 ,= 了 -47 及 4s0 可 得 7=A 和 IC -  )， 利 
上 月 zs=0 C 记 住 za€EN(T MA) ] ， 从 而 得 到 

X ,一 Zu=hrI(7 -7 )(Xs 一 2m) 

= 4-1C7 (Xu。 一 Zu) 一 了 Xu。] 

CT (x -z)) 有 收 伍 的 子 序列 ， 并 且 据 式 (8 )(7 ,x。) 是 收 剑 的， 因此。 (x.- z.) 有 收敛 的 
子 序列 ， 不 妨 该 X。 一 zw 一 2。 由 于 了 人 是 紧 的 ， 故 了 和 了 ,都 是 连续 的 。 因 此 从 定理 1.4-8 
得 知 

T(x, ~ za, )—>T AU 
其 中 因为 zsE.A( 了 了) 故 有 7 zz。 =0， 所 以 据 式 〈8.) 又 有 

T (X。 — Zs,) = 了 MX 2 


2267 。 


因此 7 了 ,v= y。 因 而 yYET ;( 久 )， 这 与 JET ( 怀 ) 了 矛盾 ， 见 (ac) 的 证 明 。 这 个 矛盾 是 由 于 我 
们 假设 〈10) 不 成 立 而 导致 的 ， 故 式 〈10) 被 证 明 。 
(c) 再 利用 式 〈10) 中 定义 的 a,， 并 令 


Wa = Gn (Xu 一 Ba) 《11) 
则 有 1 zj=1。 由 于 c.~>ce， 而 7 ,zs=0 和 (了 xs) 收敛 ， 故 推出 


1 we= Qs 1 ;Xu 一 ”0 (12) 
再 利用 7 = 人 -10 一 了 ，)， 便 得 到 


ws = Ai(T zu 一 wa) ， (13) 


由 于 7 是 系 的 和 (w.) 是 有 界 的 ， 帮 《Tw,) 有 收 伍 的 于 序列 。 此 外 ， 据 (12) 知 (了 zs) 收 
效 ， 因 此 (13) 霄 明 (w.) 有 收敛 的 子 序列 ， 不 妨 设 


Ws, > (14) 
与 式 〈12) 比较 便 推 出 ! 加 =0。 因 此 w€EA (了 )。 由 于 zsE-.J (7 )， 又 
Us = Zt+ QWwWEN (7 ,) / 
因此 从 x 到 ws 的 距离 应 该 有 
| x — us | 6, 
把 4, 代入 并 利用 式 (11》 和 式 《 9 〉， 便 得 到 


O: | Xx, — 2 — Gatw | 
= | aszus — asw | 

=a, || w,—w | 
<<26. | w,.—w| 


用 26,>0 去 除 不 等 号 两 端 ， 便 有 -二 -< |‖uw。 -za 上 。 这 与 (14) 发 生 矛 盾 ， 从 而 证 明了 定理 。 


8.3-6 推论 〈 值 域 ) 在 定理 8. 3-5 的 假设 下 ， 对 每 个 a= 0,1,2,…， 了 了 的 值 域 都 是 闭 
的 。 进 而 还 有 


X= 7 "(XOT (让 ) 汪 TT .2 (FX ) DOD 


止 明 ， 注 意 到 在 8.3-4 的 证 明 中 砂 是 上 暴 的 ， 便 可 从 定理 8.3-5 推出 第 一 个 论断 。 而 用 妃 
商法 可 证 明 第 二 个 论断 。 事 实 上 ，T "(XX)=7(X)=X 国 7 了,(X) ， 再 把 了 ,作用 在 
: 了 -LI(AX)D7 (有 ) 两 端 便 有 了 (人 ) 志 1 ,es+iCX)。 


习 题 
1。 假 定 对 某 一 正 整 数 6， 了 “是 一 个 闪 线 性 算 子 ， 证 明定 理 8.3-1。 
2， 设 蕊 ， 王 和 了 是 赋 范 空间 ， 且 了 1:， 节 -> 站 和 了 ,了 一 Z。 若 区! 和 7 是 紧 线 性 算 
子 ，iE 明 ; ,Tl XX 一 Z 也 是 条 线性 算 子 。 
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3. 匠 了 是 紧 线 性 算 子 ， 证 有明， 对 任意 给 定 的 数 R>0， 对 应 于 绝对 值 大 于 & 的 特征 值 ， 
了 至 多 存在 有 限 多 个 线性 无 关 的 特征 矢量 。 

4， 设 了 ;:， 和 一 Xi 7=12,3， 是 赋 范 空间 上 的 有 界线 性 算 子 。 符 人。 是 茶 的 ， 让 了 明 
六 =777，XI 一 有 是 检 的 。 

5. 在 引 理 8.3-2 中 基于 有 界 序列 给 予 了 > 的 杂 性 的 证 明 。 

6， 设 妃 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ， 了 上 了:， 妃 ~ 已 是 一 个 有 界线 性 算 于 ，7 了 “是 ! 的 硕 永 但 特 伴 
年 算 子 。 证 明 ， 了 了 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 7 了 * 了 是 系 的 |。 

7. 若 习 题 6 中 的 工 是 条 的， 证 明 T* 也 是 共 的 。 

8， 若 无 穷 维 赋 范 空间 XX 上 的 紧 线性 算 子 ， 针 -> 对 关于 整个 和 闭 有 一 个 逆 ， 证 明 这 个 递 
不 可 能 是 有 界 的 。 

9. 用 黎 斯 引 理 2.5-4《〈 代 昔 定 理 2.5-5)》 证 有 明定 理 8.3-3。 

10 .在 较 弱 的 假设 下 ， 对 某 一 个 pPEN ，T?* 是 一 个 其 线性 算 子 ， 证 明定 埋 8.3-3( 用 习题 
9 中 的 证 有 明 》。 

11. 用 一 个 简单 的 例子 说 明 ， 在 定理 8.3-3 中 工 是 瞪 的 和 和 六 0 这 些 条 件 是 不 能 省 略 的 。 

12 . 若 基 是 希 尔 伯 特 空间 ， 给 出 定理 8.3-3 的 为 外 一 种 证 朋 。 

13 .在 较 弱 的 假设 下 ， 对 一 个 bpEN，7 了 7"* 是 基线 性 算 子 ， 来 证 明 推论 8.3-4。 

14. 设 TT，X 一 对 是 赋 范 空间 了 上 的 紧 线 性 算 子 。 若 dimA = ce， 证 明 0Ea(7 )。 

15. 设 7 ， 1 一 >1? 是 用 y= (n= x, X= (6,)s Nan = Eony nN2k~1 = 0 k=1, 2,… 来 定 
义 的 。 试 求 了 (TT ,")。 并 间 ， 了 是 篆 的 吗 ? 


$8.4 紧 线 性 算 子 的 其 他 谱 性 质 


从 上 一 节 我 们 知道 ,对 于 赋 范 空间 XX 上 的 暴 绥 性 算 子 荆 和 入 志 0 来 说 ， 寒 空间 人 (1)， 
n=1,2,…， 都 是 有 限 维 的 ， 并 且 满 足 扩 (TT 1 CA(T w+) 而 值 域 卫 (天 ) 都 是 闭 的 ， 
并 且 满 足 T (XX) 汪 TT ,+1(AX )。 

我 们 还 能 够 进一步 地 说 ， 从 某 一 个 上 = 开始 ， 所 有 这 些 零 空间 都 是 相等 的 《下 面 的 引 
理 8 .4-1) ， 从 某 一 个 n=g 开始 ， 这 些 值 域 也 是 相等 的 ( 引 理 8.4-2)， 并 且 g=r《〈 定 理 
8.4-3; 这 里 的 g 和 ?7 都 是 具有 上 述 性 质 的 最 小 整数 )》。 让 我 们 从 下 面 的 引 理 开 始 。 

8 4-1 引 理 〈 零 空间 ) 设 T， XX 一 是 赋 范 空间 六 上 的 其 线性 算 于 且 4 六 0 。 则 存在 一 
个 (依赖 于 4 的 ) 最 小 的 整数 +， 使 得 n=r 从 起 ， 零 空间 .(T，) 都 是 相 等 的 ， 并 且 者 
六 >>0， 和 包含 关 系 

HATTAHAIT CEN (TL ,") 
都 是 真正 的 。 

证 明 ， 为 简单 起 见 ， 记 六 .= .Y(T,")。 证 明 的 思路 如 下 ， 

(a) 我 们 假定 没有 一 个 m 使 得 Y。= Vn+1， 然 后 推导 出 矛盾 。 以 黎 斯 引 理 2.5-4 作为 基 
本 工具 。 

(5) 再 证 明 .j。= .As+i 意 味 着 对 所 有 的 4 盖 由 有 -fs = ora 

详细 证 明 如 下。 
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(a》 据 8.3-4 知人 .入 A n+1。 假 定 不 存在 一 个 m 使 得 信 。= A。+1，。 则 对 每 一 个 n, 
都 是 .所 :的 一 个 真子 空间 。 由 于 这 些 零 空间 都 是 闭 的 ， 因 而 黎 斯 引 理 2.5-4 意味 着 存在 序 
列 《〈ys) 满足 


YaCY ng | Vn | = 1, | Vn 一 % | > 对 一 切 XE€.N ,1 CE) 


我 们 将 证 明 
17y-Tyoi 有 (m<n) ( 2) 
而 由 于 |4| >0， 所 区 《T yo) 没有 收敛 的 子 序列 。 又 由 于 (y,〉 是 有 界 的 ， 这 就 与 工 的 杂 
性 发 生 疗 盾 。 
从 7 = -和 7 可 得 并 =7 +47 并 且 
7 yi 一 ya 一 入 ys 一世 3? 多 = ya 十 入 ya 一 了 13n (3) 
1 受权 < 7 oO 班 在 焉 明 TEN ni1o 由 于 m 寺 nn 一 1， 显然 有 AyanC. nN le A 还 意味 看 
0=7 ,ys= 7 ,i(T yn) 
BA VnEN IC -io 类 似 的 ，yeE -fr 意味 着 Ya -1o 合 在 一 起 ， 便 知 YEA -1。 
并 目 x = 和 XI5E. II， 故 由 式 (1 ) 可 得 
Ay sl = yx > 51 


由 该 式 和 式 〈3 》 便 得 到 式 《 2 〉。 因 此 我 们 关于 “没有 m 使 得 个 。= -fr 成立 ”的 假设 是 
不 真 的 。 故 对 基 一 个 mz, 必 有 .je = .Ai 成立 。 
(b ) 再 和 证明 .A。 = Yn+1 意 味 着 对 一 切 n> 都 有 -Ap = A io 假定 不 是 这 梓 ， 则 对 某 一 
个 nn 之 ms 人 :是 +1 的 一 个 真 于 空间 。 我 们 考察 一 个 XEN +1— A no 所 定义 有 
. T+ix=0, 但 TT ,"x20 
由 于 n 室 m， 故 n-m 这 0， 令 z= 了 了," mx，。 则 
T "tiz=T "+lix=0, 但 7 ,2=7 02X 二 0 


因此 2EN ris 但 2 和 1。， 才 人 ,是 人 ot1 的 真 于 空间 。 这 与 Y。=WVs11 蔬 慎 。 取 7 为 满足 
Y= n+! 的 最 小 的 oz 便 证 明了 第 一 个 论断 。 因 此 ， 若 r>0， 引 理 中 所 说 的 包含 关系 是 真 
正 的 。 

则 才 证 明 的 引 理 是 关于 算 于 7 49 了 4，… 的 零 空 同 的 ， 其 中 工 是 上 紧 线 性 算 子 ， 入 一 0。 让 
我 们 来 证 明 ， 关 于 这 些 算 子 的 值 域 也 有 类 似 的 论断 。 

8.4-2 引 理 〈 值 域 ) 在 引 理 8.4-1 的 假设 下 ， 存 在 一 个 (依赖 于 和 的 ) 最 小 的 整数 4， 
使 得 从 n=g 起 ， 值 域 7 (无 ) 都 是 相等 的 并且 若 9 之 0。， 包含 关系 


TAR)IOT (有 ) 一 二 (A) 


都 是 真正 的 。 
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证 明 ， 仍 然 采用 反 证 法 ， 并 且 和 上 面 的 证 肯 是 相仿 的 。 简 单 地 记 多 ,= 了"( 针 )。 假 定 
狼 有 一 个 $ 使 得 多 ， = Pt1s 则 对 每 一 个 iy .多 1 都 是 .多 ,的 一 个 真子 空间 CW 8.3-6) e 由 
于 这 些 值 域 都 是 闭 的 《〈 据 8.3-6) ， 因 而 黎 斯 引 理 2.5-4 意 味 着 存在 序列 (x,) 满 足 


XC | S| | 一 1， | x | > 对 一 切 XCEP +t1 《4 ) 


成 m<n。 由 于 { = /1 1+ 和 fl， 可 以 记 
7 了 Xe 一 Xun=AXe 一 (一 ;Xu 十 7 ,XxX.+AX,) (5) 


企 右 端 ， 和 XnEPpn Xn 政工 1Xn€。+1 ， 并 且 因 为 n 这 mm， 所 以 了 ,x+ 和 xsE. 宛 .CC 
多 。+1。 因此， 式 (5) 具有 下 面 的 形式 


Xe。 一 《Xs= 和 (Xe 一 %)， XEK. 宠 +1 
因此 ， 根 据 式 (4 〉 有 


| Txs -Tx,l = IA 上 xox 之 二 内 >0 (6) 


因为 〈x,) 是 有 界 的 和 下 是 条 的 ， 因 此 (Tx.) 有 收敛 的 子 序列 。 这 就 和 式 〈6 ) 矛盾 ， 从 
而 证 明了 对 某 个 s 有史, = 多 ,+1。 令 g 是 使 多 ,= 多 ,+1 成 立 的 最 小 的 s， 则 若 g>0 ， 引 理 中 
所 说 的 包含 关系 〈《 它 是 从 8.3-6 推出 的 ) 便 是 真 包含 。 

此 外 ， 多 ,11 = 多 ,意味 着 ,有 鼎 多, 到 . 旬 , 上 。 因 此 ， 有 反复 用 了, 作用 上 式 两 端 ， 对 每 个 
n 之 9 便 得 到 多!1 = 家。 

把 引 理 8.4-1 和 8.4-2 结合 在 一 起 便 得 到 重要 的 定理 ; 

8.4-3 定理 〈 堆 空间 和 值 域 ) 设 1 :XX 一 是 赋 范 空间 X 上 的 一 个 紧 线性 算 子 且 和 二 0。 
则 存在 一 个 《依赖 于 入 的) 最 小 整数 n=r， 使 得 


YT = rt)= Tt) = 《7) 
和 

TX)=T ,+ti(X)=T .+2(KR) = (C8) 
并 且 若 ”>>0， 则 下 面 的 包含 关系 是 真 包 含 : 

VTICTCHT CCNT,") (9) 
和 和 - | / 

TKDOT XDO%DOT (XX) . 《10) 


证 明 ， 引 理 8.4-1 给 出 了 式 《7》 和 式 (9)， 引 理 8.4-2 给 出 了 式 (8) 和 式 (10)y 
只 是 9 代替 了 r。 我们 必须 证 明 的 是 g = r。 分 (4) 和 (6) 两 步 证 明 。 在 (a) 中 ， 我 们 证 明 gq 之 7， 
而 在 (2) 中 ， 证 明 9 和 7o。 象 前 面 一 样 ， 简 记 A =A 了 TT 和 B=, )。 

(2&) 担 引 型 8 .4-2 有 . 罗 ,， = . 寡 ,。 这 就 意味 着 人 , (2,) = 多 ,o 因此 ， 

yEPFY= 了 了 ,XX 对 某 些 XE 多 (11) 
现 证 阴 ; 
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一 一 下 一 一 上 一 一 


TT ,x=0, xXER, > x=0 (12) 


假定 式 (12) 不成立， 则 对 某 一 非 冷 的 X1 人 这 。 有 了,Xx1=0。 在 《11) 中 到 y=2XI， 则 对 
某 一 XxX,E%， 有 Xi= ,Xo 类 似 地 ， 对 某 一 xsE. 匈 ,有 Xs= 1 Xss 等 等 。 因而 通过 代 
人 ， 对 每 个 n 可 得 到 

OX1=T XxX, = = "lx,, 但 GO=T7T xi=7 "x, 


因此 x, 手 -但 %eE. 。 根 据 8.4-1 用,-1CA ,我们 的 这 一 结果 表明 , 因为 n 是 任 
意 的 ， 对 每 一 个 %， 这 一 包含 天 系 是 真 包 含 。 这 与 8.4-1 了 矛盾 ， 从 而 证 明了 式 〈12)。 
据 8.4-2 有 .多 ,41 = 多 ,， 如 果 我 们 能 证 明 . 和 ,ss = -入 ,， 则 由 于 > 是 使 得 这 个 等 式 成 立 的 
最 小 的 整数 ， 故 据 8.4-1 可 推出 9 产 r。 
根据 8.3-4 有 -pr 二. 。 现 在 证 明 A 41C 己 A ， 即 了 +1x=0 理 含 着 ZX =0。 假 
种 这 ;还 不 自 的 。， 则 对 茶 一 x。， 有 
y= 了 Taxo 闪 0， 但 Tiy= Ttixo=0 


因此 yE 多 ,，y 夺 0 并 且 T ,y=0。 在 (12)〉 中 以 代替 x ， 便 与 上 述 结果 了 矛盾。 从 而 证 明 
NriCN oo 因此 /41 = A, 和 qz2Pro 

(b)》 我 们 再 证 明 g 委 r。 若 9 = 0， 不 等 式 是 成 立 的 。 设 9 之 1， 通 过 证 朋 .#,-1 是 的 真 
子 空间 来 证 明 g 志 +r。 由 于 r+ 是 使 得 人 ,= .si 成 立 的 最 小 的 整数 ， 这 就 意味 着 gq< 和 rs 见 
8.4-]。 : | 

根据 8 .4-2 中 过 的 定义 ， 包含 关系 . 害 , 忆 多,-1 是 真 包含 。 令 YEP 1 ~ HN, 则 9 人 C. 宕 1， 
所 以 对 某 一 x 有 y= 了 1X。T yyE 罗 ,= 罗 人 :还 意味 着 了 7y= 人 1z 对 某 一 z 成 立 。 
由 于 7 ,*zE. 罗 ,但 yG 征 罗 ,， 故 有 

Ti(x-T,2)=y-T 2x0 

要 此 ，x 一 工 ,z 征 人 ,-1。 但 是 由 于 
T(x 一 ,2) = Ty-Ty=0 . 


故 x- 了,zE.4。 这 就 证 明了 .jls ， 从 而 -和 -1 是 .fs 的 一 个 真 于 空间 ， 因 此 q<r。 
与 (ao) 合 在 一 起 使 证 明了 9 = r。 

己 拿 在 空间 上 的 紧 线 性 算 子 的 谱 的 重要 特征 几乎 是 上 述 定理 的 直接 结果 。《〈 在 8.6-4 中 
我 们 将 会 看 到 甚至 空间 不 是 完备 的 ， 这 个 结果 仍然 是 成 立 的 。) 
”8.4-4 定理 (特征 值 ) 设 7， 蕊 一 天 是 巴 拿 硅 空间 和 上 的 紧 线 性 算 子 。 则 人 的 每 一 个 谱 
值 X<0 〈 若 存在 的 话 D ) 都 是 和 的 一 个 特征 值 。《〈 对 于 一 般 的 赋 范 空间 ， 这 个 结论 也 是 成 
立 的 ， 其 证 明 在 8.6-4 。) 

证 明 ， 洁 .pr(7 JJ) 关 {10}， 则 和 是 了 的 一 个 特征 值 。 假 定 .入 (了 ={0}i， 且 二 0。 则 
T ,x =0 意味 着 X=0， 且 据 2.6-10，T,-!:; T,( 半 ) 习 和 革 是 存在 的 。 由 于 


{0}= HD= VT 1) = A(T,) 


” @ 习 睫 5 表 明代 可 能 没 有 特征 值 。 在 5 9.2 中 将 会 看 到 。 复 希 处 伯 特 空间 He{0} 上 的 自 伴 紧 线 性 算 子 总 是 至 少 有 一 个 转 
征 值 ， 
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所 以 根据 8.4-3 有 =0。 因 此 ， 据 8.4-3 还 有 入 = 了 (三 ) = 人 (下 )。 这 就 推出 下， 是 对 
射 。 而 由 于 瑟 是 完备 的 ,根据 有 界 逆 定 理 4.12-2 知 7,-! 是 有 界 的 ， 从 而 据 定义 知 和 Ep(CT )。 

在 本 章 的 很 多 定理 中 不 包括 和 =0 ， 那 么 自然 要 问 ， 对 于 复 赋 范 空 司 X 上 的 紧 线 人 性 算 
子 耻 ， 瑟 一 与 来 说 ， 关 于 入 =0 又 是 怎样 的 呢 ? 若是 有 限 维 的 ， 则 人 有 第 阵 表示 。 显 然 ， 
0 可 以 属于 也 可 以 不 属于 oa(7 )=asC )3 也 就 是 说 ， 若 dim 半 < ， 可 能 有 0 秆 a (T)， 
则 0 Ep(T)。 然 而 ， 若 dim 和 = ce， 则 必定 有 06Ea(7) 见 上 一 节 中 的 习题 14。 如 本 节 习 
题 45 和 9.2 中 的 习题 了 7 所 表明 的 那样 ， 以 下 三 种 情况 


0cao,(T 了 )， 0cEa(T)， 0E€o.,(T) 
都 是 可 能 的 。 
作为 定理 8.4-3 的 另 一 个 有 趣 而 重要 的 应 用 ， 我 们 来 建立 半 的 表示 。 即 用 两 个 闭 子 空 
站， 即 荆 "的 零 空 间 和 值 域 的 直 和 ($3.3) 表 示 。 
8.4-5 定理 ( 直 和 )〉 设 站 ， 了 TT， 入 和 7 如 定理 8.4-3 中 所 设 。 则 @ 能 够 被 表示 成 


A=V (TWDT, (A) (13) 
正明， 我 们 考虑 任 一 xEX， 必 须 证 明 x 有 唯一 的 表示 
X= y+z, JyEN rs 2 


其 中 .=A(T1')， 名 ,= 了 ，"( 半 )。 令 2=T.'x，。 则 有 zE 史 ,。 据 定理 8.4-3， 多 ,= 
多 ,;: 因 此， ZC.PB,rs 所 以 对 某 一 x1 EX 有 z= ,2X1o 今 xo=T, "xis WI xoED,, 并 且 


Txo=T ,X11=2=7 ,x 
这 表明 T 1"'(x 一 xo) =0。 因 此 x 一 x*o€ 人 NH,:， 并 且 
X=(%—X0)+X0s XXEN rs XoCR, (14) 
如 果 能 证 明 式 (14》 是 唯一 的 ， 则 便 证 明了 式 〈13)。 
现 证 唯一 性 。 除 了 式 〈14) 外 ， 若 还 有 
X=(X 一 基 0) 十 范 09， X 一 和 0oC-.f rs Vo, 
令 ww =x。 -#0， 则 由 于 多 ,是 一 矢量 空间 ， 故 v。E 多 ,。 因 此 对 菜 一 vEX 有 vo=T rv 
还 有 
vs =Xo—Eo= (XE0)—-(X—X0) 
因此 vo, EV,， 了 7 了,"'vo。 =0。 合 在 一 起 ， 便 有 
T ,2rv=T "vo =0 
和 vE.，= .j，〈 见 8.4-3) 。 这 就 意味 其 


四 若 X 是 矢量 空间 ， 则 对 任 一 子 空 间 YCX， 都 存在 子 空间 ZCX 使 得 =Y@DZ: 见 §3.3。 若 XX 是 赋 范 空间 (甚至 马 合 
赫 宝 间 《〈 而 YCX 是 闭 子 空间 ， 也 未 必 有 闭 子 空间 ZCX 使 得 X=Y 了 GZ， 《例子 见 附 录 3 中 FF ' 本 ' 默 里 (1937 ) 和 AA' 索 布 效 殉 
(1941) 若 久 是 希 尔 伯 符 空间 ， 虽 对 每 个 闭 于 空间 Y， 总 是 有 X= 二 YZ， 其 中 Z 二 YT 是 闭 的 《 见 3.3-3， 3 .3-4) 。 注 意 ， 
在 (13) 中 的 两 个 子 空间 都 是 闭 的 。 / 
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= "v=0 
MB vo = Xo -Fo 三 0 Xo= Lo. 从 而 证 明了 表示 《14》 关 是 唯一 的 ， NI 二 用， 是 直 和 。 
刁 题 
1. 在 较 弱 的 假设 下 :对 某 个 bpEN， /7 是 过 的 ， 来 让 明 引 理 8.4-1。 
2. 在 引 理 8.4-1 的 证 明 中 ， 用 反 证 法 证 明了 : .入 。= .sxl 列 含 着 对 一 切 nm 和 有 ,= 
Sf flo 请 给 出 一 个 直接 的 证 明 。 
3. 对 于 一 般 的 赋 范 空间 要 想得到 定 夫 8.4-4， 可 以 试图 把 这 里 的 证 月 用 到 7Z 的 紧 延 拓 硅 


〈《 见 8.2-4) 上 。， 然 后 再 得 到 关于 了 的 结论 。 将 会 遇 到 什么 困难 ? 
4 .让 有 明 由 


Tx=( 和 全， 党， 全， Bas ee) 


所 定义 的 了 ， /一 是 紧 的 ， 并 且 0,(T7 了 )=140}。 
5. 由 十 过 线性 算 于 可 能 没有 特征 值 ， 所 以 在 定理 8.4-4 中 我 们 必须 包括 “ 若 谱 值 存在 的 
话 ” 这 一 措辞 。 证 及 由 


Tx=( 0， 3 2 …)， X= (El Es Es ***) 


所 定义 的 TT，2 一 1 就 是 这 一 类 型 的 算 子 。 并 证 明 o(T)=o,(7T)=1{0}。【《 注 意 ， 习 题 4 
表明 0 可 能 属于 点 谱 。 在 $9.2 中 的 习题 7 将 会 看 到 ， 0 也 可 能 属于 连续 谱 。 ) 


6 . 求 由 
_ E E2 ,5:- = 0 
T .x=(0， 9 ;， » 2 )， Xx (E), Es s En) 
所 定义 的 TT.，R"->R"， 的 特征 值 。 把 它 与 导 题 5 加 以 比较 ， 并 阐明 当 n~>oo 时 会 出 现 什么 情 
元 。 / 


7. 设 了 :12 一 1 是 如 下 定义 的 第 子 ， 
y= TX, X= (81) y=) Y= 0481 


其 中 (Qj) 在 [0。1) 上 是 称 密 的 。 证 明 全 不 是 紧 的 。 
8. 设 TT， 7? 一 上 是 如 下 定义 的 算 了 于 ， 


x 二 (£1 5 ye) ~—”7 x= (£6,, Sa °°*) 
并 令 m=mo 和 n=no 是 使 得 (TT")=A(T"+!1) 和 TT"+1( 针 ) = 了 "(XX) 成 立 的 最 小 数 。 求 


A(T")。 有 限 的 mo 存在 吗 ? 求 出 no。 
9. 设 TCrL0，12 一 了 C50，1 是 如 下 定义 的 算 寺 ， 


Tx=vx, v(t)=+ 
证 明王 不 是 要 的 。 


es 2fYd。 


10. 就 矩阵 


所 去 示 的 线性 算 子 了，R:-~>R: 来 推导 表示 (13)。 


9 8.5 含有 紧 线 性 算 子 的 算 子 方程 


弗 雷 德 替 姆 (J 。 Fredholm，1903〉 研 究 了 线性 积分 方程 ， 并 在 他 有 名 的 著作 中 提出 
了 一 些 肥 线性 算 子 方程 的 可 解 性 理论 。 我 们 将 向 读 阁 介绍 由 费 雷 德 昨 姆 提出 ， 黎 斯 进一步 发 
展 ， 邵 德 示 作出 重大 贡献 的 这 一 理论 。 
我 们 将 讨论 赋 范 空间 怀 上 的 紧 线 性 算 子 了 ， 天 一 帮 ， 和 4.5-1 中 所 定义 的 伴随 算 子 了 *， 
和 7“ -> 从 7/ ， 也 及 方 杜 
TYy-Xx=y，yEX 是 给 定 的 ， 和 羡 0 (1) 


相应 的 齐 次 方程 

Tx—-Ax=0, AXx0 (2) 
类 似 的 关于 伴随 算 寺 的 方程 

T*f -Xf = g，g9€ 久 ' 是 给 定 的 ， 和 A 寺 0 (3 ) 
及 其 对 应 的 齐 次 方程 四 

T*f -Xf=0, MX0 (4) 


其 中 ME C 是 任意 固定 的 且 不 等 于 零 。 我 们 将 分 别 研究 解 x 和 f 的 存在 性 。 

为 什么 要 同时 汰 虑 这 四 个 方程 呢 ? 从 下 面 的 结论 摘要 可 以 看 出 ， 关 于 可 解 性 这 些 方程 是 
站 相关 联 在 一 起 的 。 (括号 里 的 数字 是 引用 的 相应 的 定理 。) 

摘要 ” 设 T， 一 了 是 赋 范 空间 玉 上 的 紧 线 性 算 子 ，T*， 计 /一 外/ 是 的 伴随 算 于 ， 
月 .和 奔 0。 则 有 

式 ( 1》 是 正规 可 解 的 ， 即 式 (1 ) 有 一 个 解 x。 当 且 仅 当 对 式 《4 ) 的 所 有 人 解 /都 

有 有 f(y) =0。 因 此 ， 若 f =0 是 式 (4 〉 的 唯一 解 ， 则 对 每 个 y 方程 (1 〉 都 是 可 解 的 《 见 
8.5-1)。 

(3 ) 有 一 个 解 /， 当 且 仅 当 对 式 (2 ) 的 所 有 解 x 都 有 g(x) =0。 因 此 ， 若 x=0 是 
式 ( 2 ) 的 唯一 解 ， 则 对 每 个 g 方程 (8 ) 都 是 可 解 的 〈 见 8.5-3)。 

对 每 个 yE 池 方程 (1) 有 人 解 x， 当 且 仅 当 x =0 是 方程 (2 ) 的 唯一 解 〈 见 8.6-1a)。 

对 每 个 g6E 天 /方程 8》 有 解 /， 当 且 仅 当 f =0 是 方程 ( 4 ) 的 唯一 解 〈 见 8.6-10)。 

方程 (2) 和 (4 〉 有 相同 个 数 的 线性 无 关 解 《 见 8 .6-3)。 

T ,满足 弗 雷 德 起 姆 择 一 性 定理 〈 见 8.7-2)。 

我 们 的 第 一 个 定理 给 出 了 方程 (1 ) 可 解 的 必要 和 充分 条 件 。 

8 5-1 定理 ( 式 (1》 的 解 ) 设 了 ; XX 一 XX 是 冉 范 空间 多 上 的 紧 线 性 第 于 ， 且 和 太 0。 
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则 式 (1 ) 有 解 x， 当 且 仅 当 对 满足 式 (4 ) 的 一 切 /EX 4，y 都 满足 
f(y)=0 (5) 


因此 ， 若 式 (4 ) 只 有 平凡 解 /=0， 则 式 (1 ) 对 任意 给 定 的 yEA 都 是 可 解 的 。 
证 有 明 ，(a) 假定 式 (1 ) 有 解 x%=xo， 即 


y= Txo -AXxo=1 ,Xo 
设 1 是 式 《4 ) 的 任 一 解 ， 则 首先 有 
f(y)=f(T xo— Axo)=f(Txo)— Af (lx,) 


而 由 伴随 算 子 的 定义 知 f(Txo)= (TT*f)(xo) ( 见 4.5-1， 其 中 的 9 为 这 里 的 1)。 因 此 根据 
六 (4) 有 


f(y)=(T*f)(x,) -Af(xo0)=0 
(b) 反 过 来 ， 假 若 式 (1 ) 中 的 y 对 式 (4) 的 每 个 解 f 都 满足 式 《5 )、 我 们 来 证 明 式 
(1) 有 一 个 解 。 
假定 式 ( 1 ) 没有 解 ， 则 不 存在 x* 满足 y= 了 x。 因此 y 竺 了 (< )。 而 根据 8.3-5 知 
T ,( 蕊 ) 是 闭 的 ， 故 从 y 到 7 ,( 瑟 ) 的 距离 6 是 正 的 。 根 据 引 理 4.6-7， 存 在 一 个 7EA “满足 
了 (y) =6 且 对 每 个 zET ,(X) 有 于 (>z) =0。 由 于 >zET ,( 针 )， 对 某 一 xEX 有 >= 了 xx， 所 
以 了 (z) =0 变 成 
F(T ,x)= (Tx)— Af(%) 
= (TYF)(x)— Af (x)=0 


由 于 zET ,(X) 是 任意 的 ， 所 以 上 式 对 每 个 xEXX 都 是 成 立 的 。 因 此 了 是 式 (4 ) 的 一 个 解 。 
根据 假设 它 满足 式 《5)， 即 了 (y) =0。 但 这 与 了 (y) = 6>0 予 盾 。 因 而 ， 式 《1)》 必定 有 
解 。 这 就 证 明了 定理 的 第 一 个 论断 ， 由 它 立即 可 推出 第 二 个 论断 。 

这 个 定理 所 表征 的 情况 促使 我 们 提出 下 面 的 概 仿 。 议 


Ax=y， yy 是 给 定 的 (6) 


其 中 4， 和 X -和 是 赋 范 空间 奈 上 的 有 界线 性 算 子 。 假 若 式 (6 ) 有 解 YE 如 的 充分 必要 条 件 是 
对 方程 
A*f =0 | (7) 

的 每 一 个 解 /EX'，y 都 满足 1(y) =0， 其 中 4* 是 4 的 伴随 算 子 。 则 称 式 《 6) 是 正规 可 
解 的 。 

定理 8.5-1 表 明 ， 方程 《1 ) 关于 紧 线 性 算 子 7 和 和 二 0 是 正规 可 解 的 。 

对 于 方程 《8 )， 也 有 一 个 和 定理 8.5-1 类 似 的 定理 ， 它 可 从 下 述 引 理 得 到 。 这 个 引 理 
出 的 正 实数 c 可 能 依赖 于 给 定 的 入 。 要 注意 的 是 ， 式 (8) 是 对 其 一 个 解 〈 称 之 为 最 小 范 笋 
_ 解 ) 成 立 ， 而 不 必 对 所 有 解 都 成 立 。 因 此 引 理 并 不 意味 着 及 := 的 存在 〈 根 据 8 2.7 中 
习题 了 ) 。 

8 5-?》 引 理 〈 方 程 (1) 的 某 些 解 的 界 ) 设 了 了 一 久 ， 是 赋 范 空间 XX 上 的 紧 线性 算 子 ， 


20% 


而 A 志 0 是 给 定 的 。 则 存在 一 个 与 式 (1 ) 中 的 y 无 关 的 实数 c 六 0， 并 且 使 得 对 每 个 使 式 
(1 ) 有 解 的 y， 这 些 解 中 至 少 有 一 个 ， 记 为 x = 5 满足 
上 zs<sclyi (8 ) 

其 中 y=TT ,元 。 

证 明 ， 我 们 把 证 明 分 成 两 步 进行 ， 

(a)》 先 证 明 ， 者 对 给 定 的 y 式 (1) 肯定 有 解 的 话 ， 则 这 些 解 的 集合 中 包含 一 个 最 小 
尖 数 的 解 ， 记 之 为 和 

(5b) 再 证 明 ， 存 在 一 个 c>0 。 使 得 关于 最 小 范 数 解 地， 它 对 应 于 使 得 式 (1 〉 有 解 的 
任 一 y= 了,%， 都 有 (8) 成 立 。 

详细 证 明 如 下 。 

(a) 设 xo 是 (1 ) 的 一 个 解 。 若 x 是 式 (1 ) 的 任 一 另外 的 解 ， 则 其 差 z = x -x。 满足 式 
(2 )。 因 此 ， 式 (1 ) 的 每 一 个 解 都 能 够 写成 


X 二 Xi 于 Z9 2zE€EN TN )) 


反 过 来 ， 对 每 个 zE.A (了 )， 和 x+z 一 定 是 式 (1 ) 的 一 个 解 。 对 于 固定 的 xXo， x 的 范 
数 与 z 有 关 ， 我 们 记 


plz)= ||xo+z|l， k=inf pt(2) 
z€EN(Ta) : 


根据 下 确 界 的 定义 ，A(T ;) 含 有 序列 (z,) 使 得 


plz) = |xot2 ll— 3h, nro (9) 
和 由 于 (p(z,)》 是 收 伍 的 ， 故 是 有 界 的 。 又 因为 
Tz = | (Cxot+2) -wo 和 Sxo +2 + Hx = pCz.)+ x ll 


所 以 (z,) 也 是 有 界 的 。 由 于 了 是 紧 的 ， 故 (了 z.) 有 收敛 的 于 序列 。 但 是 2.E.7(T，) 意味 着 
1 1 之 n= 二 0, BT 2, = MZ.s 中 入 = 一 0。 因此 (> 有 收敛 的 了 序 人 不 妨 设 


Zs, —>20 z 四 

其 中 zeE-Aj (了 村 )， 这 是 因为 (了 是 闭 的 ( 见 2 “1-10), 由 于 .p 是 连续 的 ， 故 又 有 
户 (z。 ) -一 > 力 (20 ) 

因而 从 式 《9 ) 得 到 / z 1 


pl(z20) = | xo+20 | = 


这 就 证 明了 ， 若 式 (1 ) 对 给 定 的 7 有 和解 ， 个 最 小 EF =X0+20o 
(b》 现 证 明 存 在 一 个 c>0 (与 y》 无关》， 使 得 式 (8) 关于 最 八 范 数 解 和 使 (1 ) 可 
解 的 任 一 = 了 :5# 都 是 成 立 的 。 
假若 我 们 的 论断 不 成 立 ， 则 存在 序列 〈y。》 满 艳 


ls) >oo， noo | : (10) 


yl 
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其 中 ;, 是 最 小 范 数 解 且 满足 了 ,#¥, = vy, 。 该 等 式 两 端 用 a 去 秩 可 以 看 出 ,az 是 对 应 于 cy 
的 一 个 最 小 范 数 解 。 因 此 ， 我 们 可 以 假定 上 x, =1， 这 并 不 失掉 一 般 性 。 则 式 (10) 意 味 著 
| y. 1 >0。 由 于 了 是 紧 的 ， 而 (zz,) 是 有 界 的 ， 故 (了 z,) 有 收敛 的 子 序列 ,不 妨 设 了 和 有。 一 
vos 也 逢 ， 为 方便 计 把 w。 写成 vo 三 入 基 os 则 | 


Ti,, —>ATos 1/ 一 co 《11) 


因为 y, = 了 ,zs= 了 了 5- 和 5 故 有 和 5z = 人 5。- yo。 再 利用 式 (11》 和 | >, 1-~>0， 并 注意 
到 入 六 0， 便 得 到 

Ts =A-!1(7 Za 一 yy )—> Fo C12) 
由 于 过 是 连续 的 ， 由 此 可 得 


了 区。 一 > 了 zo 


因此 外 去 (11) 便 得 人 天 = 入 世 o。 由 于 了 ABs = ya 故 可 看 出 X= 二 ,一 名 0 满 足 二 1% = yn 。 由 
村 元。 让 最 小 范 数 解 ， 所 以 


中 xx = 儿 过 一 和 站 之 下 有 下 =1 


但 是 ， 这 与 式 〈12) 中 的 收敛 性 是 矛盾 的 。 因 此 式 〈10) 是 不 能 成 立 的 ， 但 式 〈10) 中 商 的 
序列 一 定 是 有 界 的 ， 也 就 是 一 定 有 


c= sup 人 | 一 ce 
yeTi(X) i » | 


其 中 y = 了 了 ;xX 。 这 就 推出 了 式 (8 ) 。 | 

利用 这 个 引 理 ， 类 似 于 用 定理 8.5-1 给 出 式 (1) 的 解 ， 我 们 可 以 把 方程 式 (3 ) 的 可 
解 性 去 征 出 来 。 

8.5-3 定理 ((3) 的 解 ) 设 了 二， 天 一 和 是 赋 范 空间 和 上 的 基线 性 算 子 ， 且 和 三 0 。 则 式 
( 3) 有 解 /， 当 且 仪 当 g 对 满足 式 〈2 ) 的 一 切 YE 入 都 有 

OO(X)=0 (13) 
因此 ， 若 式 (2 ) 只 有 平凡 解 x =0， 则 式 (8) 对 任意 给 全 定 的 gE ' 都 是 可 解 的 。 
证 明 ，(a) 若 式 《3) 有 解 f 且 x 满足 式 (2 )， 则 因为 ， 


g(x)= (Tf) (x) Ax) = Tx NX) = 0)=0 


故 (13) 成 立 。 
(b) 有 反 过 来 ， 假 定 9 对 式 〈 2 ) 的 每 个 解 x 都 满足 式 (13)， 我 们 来 证 明 方 程 (8〉 有 
解 /。 为 此 我 们 考虑 任 一 YEX 并 令 y = 了 :xs 则 yETiX)。 在 7 :( 夭 ) 上 我 们 可 以 用 
fo(y)=f0(T 1%)= g(x). 
定义 一 个 泛 函 f，。。 若 了 了 4x1 = 了 xs 则 有 人 (xi -2%as)=0， 从 而 xl-%: 是 (2)》 的 一 个 
解 ， 因 此 据 假 设 便 有 g(x1 -x)=0， 即 9(x1) = g(x,)， 这 说 明 f。 的 定义 是 明确 的 。 
HH 于 ,和 g 都 是 线性 的 ， 所 以 f ,也 是 线性 的 。 现 在 证 明 f ,是 有 界 的 。 引 理 8.5-2 意味 
着 ， 对 每 个 yv€T ; (于 ) 至 少 有 一 个 相应 的 x 满足 
xll<clyll, y= ,x 


ss 2， 


EL ee pe ee EP — TE rr eS — wre 


其 中 的 c 与 yy 无关。 从 下 式 
[fo(y)| = log(x)|@ gl lxllscll gl yl =ellyl 
其 中 5E=cjllog 几 ， 可 以 看 出 f。 是 有 界 的 。 根 据 汉 恩 - 巴 拿 赫 定理 4.3-2 ， 泛 六 /。 有 一 个 从 
14) 他 X 上 的 延 拓 /， 当 然 f 是 定义 在 入 上 的 有 界线 性 沁 汪 。 根 据 六 的 定义 ， 
f({ x~Ax)=f(T ,x)=fo( MMX)=9(X) 
根 姻 伴随 算 子 的 定义 ， 在 左 端 对 一 切 x€ 外 有 
f(Tx—Ax)=f(Tx)— Af(x) =(T*f) (x)— Af (x) 
当前 边 的 式 子 合 在 一 起 ， 便 证 明了 f 是 (3 ) 的 一 个 解 , 从 而 证 明了 定理 的 第 一 个 论断 。 而 第 
二 个 论断 由 第 一 个 论断 很 容易 推出 。 
由 于 下 一 节 内 容 古 本 节 内 容 的 延续 ， 所 以 两 节 的 习题 集 都 放 在 下 一 节 的 末尾 给 出 。 


§ 8.6 其 他 的 弗 雷 德 霍 姆 型 定理 
在 本 节 中 ， 我 们 对 算 子 方程 


YX-XX=y， yy 给 定 站 (1) 
Tx—-Ax=0 / : / (2) 
Tx*f -Af=g， 9 给 定 (3) 
T*f-Af=0 | : (4) 


的 可 解 性 问题 给 出 进一步 结果 。 这 里 的 假定 与 上 一 节 完 全 相同 ， 即 ， 了 :二 一 么 是 星 范 空间 
世上 的 紧 线 性 算 子 ， 了 “是 了 的 伴随 算 子 ， 和 二 0 是 固定 的 。 和 
正如 前 面 指出 的 那样 ， 上 一 节 和 本 节 的 理论 推广 了 弗 雷 德 韦 姆 的 著名 的 积分 方程 理论 。 
上 一 节 的 主要 结果 是 。 方 程 (1 ) 的 可 解 性 征用 方程 (4 ) 米 表征 的 〈 定 理 8.5-1)》 ， 而 方 
得 (8 ) 的 可 解 性 是 用 方程 ( 2 ) 来 表征 的 《定理 8.5-3 )。 要 寻找 在 (1) 和 (2 ) 之 间 ，( 8 ) 与 
《4 ) 之 间 有 否 类 似 的 关系 ， 这 是 自然 的 事 。 
8.6-1 定理 (方程 (1 ) 的 解 ) 设 了 有， 天 一 在 设 是 赋 范 空间 式 上 的 芭 线 性 算 于 。， 和 六 0 。 则 
(a) 方程 (1 ) 对 每 个 yE 瑟 有 解 x*， 当 且 仅 当 齐 次 方程 (2 ) 只 有 平凡 解 x = 0。 在 这 种 情 
况 下 ，(1 ) 的 解 是 唯一 的 ， 并 且 了 :有 一 个 有 界 逆 。 
(b) 方程 ( 8 ) 对 每 个 gE 瑟 /有 解 ./， 当 且 仅 当 方 程 (4 ) 只 有 平凡 解 f =0。 此 时 ， 式 (3) 
的 解 是 唯一 的 。 和 
证 明 :，(a) 我 们 先 证 明 ， 若 对 每 个 yEX 方 程 (1 ) 都 是 可 解 的 ， 则 x = 0 是 方程 (2 ) 的 唯 
-一 解 。 
如 若 不 然 ， 式 ( 2 ) 还 有 和 解 x!1 六 0。 由 于 (1 ) 对 任意 的 y 都 是 可 和 解 的 ， 则 地 2 区 二 y=x1ly 
有 人 解 X*=xs， 见 7 xxXs=%Xin 同 理 也 存在 xs 满足 了 :xs =Xay 依 此 类 推 。 因而 通过 代入 对 
每 个 =2,3,… 有 | 
0Xxx1 = Tx = Tixs = = TAX 
并 且 / 
0=T ,x1=T aX, 
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有 央 此 xsE- (7 7 )， 但 xi 性. 1)。 这 就 意味 着 对 一 切 R， 堆 空间 .六 (年 
(7 ') 的 真 于 空间 。 但 是 这 与 定理 8.4-3 相 放 盾 。 因 此 x = 0 必须 是 方程 (2 ) 的 唯一 解 。 

反之， 假定 x =0 是 式 ( 2 ) 的 唯一 解 ， 则 据 定 理 8.5-3 ， 方 程 (8 ) 对 任意 的 g 都 是 可 解 
的 。 由 于 了 * 是 紧 的 〈 见 8.2-5)， 所 以 可 把 前 面 的 证 明 应 用 到 了 上， 从 而 得 到 上 =0 必定 是 
式 《4 ) 的 唯一 解 。 对 任意 的 y 式 (1 ) 是 可 解 的 便 可 以 定理 8.5-1 推出 。 

由 于 式 (1 ) 的 两 个 解 之 差 是 式 〈《2 ) 的 一 个 解 ， 由 此 可 以 推出 〈1 ) 的 解 的 唯一 性 。 
很 显然 ， 这 样 的 一 个 唯一 解 x = 了 ,~!y 是 最 小 范 数 解 ， 从 引 理 8.5-2 

x =iylaclyl 

便 推出 了 ~:! 的 有 界 性 。 

(b) 这 是 (9) 的 一 个 结果 ， 因 为 * 也 是 一 个 上 紧 线 性 算 子 ( 见 8.2-5) 。 

齐 次 方程 (2) 和 《4》〉 也 是 相关 的 ， 我 们 将 会 看 到 它们 有 相同 个 数 的 线性 无 关 解 。 为 
了 证 明 这 一 事实 ， 我 们 将 要 求 在 半生 人 中 存在 着 满足 下 面 的 关系 式 ( 5 ) 的 集合 ， 通 常 称 
作为 双 正 交 系 。 

8.6-2 引 理 〈( 双 正 交 系 ) 在 赋 范 空间 的 对 偶 空间 /中 给 定 一 个 线性 无 关 组 {f ,7，,， 
“°°y fm}» 则 在 六 中 存在 着 元 素 Zl "9 my 使 但 


0 7 三 
f 31(2,) = Oh = jyR= 1,2,°,m (5) 
1 f= 
正骨 ， 击 于 如 何 排列 f; 是 无 关于 要 的 ， 所 以 只 要 证 明 存 在 着 一 个 z。 满足 
fulzo)=1, fi(2n)=0, j=1,°%,m—1 (6) 


就 驶 了 。 当 m= |] 时 ， 据 线 性 无 关 的 定义 知 fi 0， 所 以 对 某 一 x0 有 fi1(xo) 寺 0, 令 Z| = 
(1/f1(xo)xo， 则 便 有 f1(z1) =1。 这 表明 式 〈《6 ) 是 成 立 的 。 
班 仿 m>1， 并 具 纳 假 候 引 理 对 和 一 1 是 成 立 的 ， 即 么 含有 元 素 >: ,zs，…，zs-1 使 得 


fi,(2,) = 1 f.(2,) =0, nkR, k,n=1,2,°,m—1 (7) 


我 们 考虑 集合 
M= {xEX |f1(x) =0,%%, f.-1(x)=0} 


并 证 明 M 含 有 2。 使 得 /。(5。) = Pp 下 0， 只 要 令 z。= P12z。 使 满足 了 式 《6 )。 
反之， 车 对 一 切 xEM 都 有 f。(x) =0、 则 任 取 xE 久 并 令 


于 一 1 
FE=%— EZ f(x)2) / (8) 
”1 
根据 式 (7 ) 对 km ~ 1 便 有 
一 1 
f(z)= f(x)— Ef1(x) fl21) = f(x)— f(x)=0 


这 说 有 明 #E€ 朋 ， 因 而 据 假 设 有 f。(%)=0。 和 而 由 (8) 
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本 一 1 
六 。(X) = 了 (元 十 > fj (x)2,) 


| 


二 一 | 
六 (无 ) 十 之 fi1(x)f (zi) 
= 1 


内 一 ] 
= 之 wp (x)， Qa;= f»(2)) 
= 1] 


由 于 x 是 从 到 中 任 取 的 ， 这 说 明 f ,是 有 1,…, -1 的 一 个 线性 组 合 ， 这 与 {f 1;f;，,…,f 了 ,上 的 
线性 无 关 性 矛盾 。 因 此 ， 不 可 能 对 一 切 xEM 都 有 f(x) =0， 从 而 MM 一定 含 有 一 个 使 式 ( @ ) 
成 立 的 z。 引 理 得 证 。 | 

利用 这 个 引 理 ， 可 以 证 明 dim.pr(T ) =dimr(T > )， 其 中 7 -(7 -和 X7D) “= 人 "一 
7。 对 于 我 们 所 考虑 的 算 子 方程 而 言 ， 这 个 维 数 等 式 意味 着 ， 

8.6-3 定理 (TT;, 和 T,* 的 雷 空 间 ) 设 !/ : 站 革 是 峰 范 空间 入 上 的 到 线 性 算 子 ， 和 A 三 0， 
则 方程 (2) 和 《4) 有 相同 个 数 的 线性 无 关 解 。 

正明 ， 由 于 人 和 了 全 > 是 紧 的 《 见 8.2-5) ， 故 由 8.3- -3 知 f(T,) 和 .Vr 7 了 *,) 都 是 有 限 维 
了 时， 不 妨 设 

dim.Ar(7 ,)=n, dim.A(7 “,)=m 


我 们 把 证 明 分 成 (a)，(65)，(c) 三 个 部 分 : 

(a》 讨 论 m= n=0 的 情况 并 为 m 二 0，n 二 0 做 准备 ， 

(6) 证 明 ”<<m 是 不 可 能 的 ， 

(c) 再 证 明 ”> 和 也 是 不 可 能 的 。 
详细 的 证 朋 如 下 。 

(a) 若 n=0， 式 (2) 的 唯一 解 是 x=0。 则 式 (8 ) 对 任意 给 定 的 g 都 是 可 解 的 ， 见 
8.5-3。 而 据 8.6-1(5)。， 这 意 昧 着 f = 0 是 式 (4 ) 的 唯一 的 解 ，6 因此 m= 0。 类 似 地 可 从 m=0 
性 出 n= 0。 

假定 mm>0，7z>>0， 且 令 {xiy xs Xi 是 .AT ) 的 一 个 基 。 显 然 x: 壬 了 ,=span{X:， 
,Xx 小 。 根 据 引 理 4.6-7， 存 在 一 个 8 E 契 4/， 它 在 了 :上 处 处 等 于 零 ， 而 8: (x1) =6，6>0， 
其 中 6 是 从 xi: 到 7 了 :的 距离 。 因 此 9 =6-191 满 足 91(x1) =1 和 gi1(xs) =0,*, gi1(x,) =0。 
类 似 地 存在 9: 满 足 g:(Yz)=1 和 9y(xXy) = 0, 2， 依 此 类 推 ， 和 /含有 9li， gg。 且 满足 

0 jh 
en == | jsR=1,2,°n (C9) 
1 j=k 

类 似 地 ， 若 {f1,f，…,f。} 是 (TT *;) 的 一 个 基 , 则 据 引 理 8.6-2 存在 着 七 的 元 z1,z，， 

.2 满足 
f 1(2,) = Ojs j»9 R= 1,2, ,1 (10) 


(b》 现 在 证 明 mn<m 是 不 可 能 的 。 设 n<m 并 用 


Sx=Txt+ > gr1(%)2i (11) 
-1 
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定义 算 了 于 S$S; 计 一 对 ， 由 于 gjy(%*)zj 是 一 个 紧 线 性 算 子 (根据 8.1-4(a))，。 肾 线性 算 了 于 之 和 
也 是 参 线 性 算 子 ， 所 以 9 是 紧 的 。 让 我 们 来 证 明 


(a) SXxo= SxXo -Axo =0=—3 (6b) xu =0 (12) 
根据 过 〈12c)， 对 R= 1 2 ，…，m 有 ff(Sixo)=f,(0)=0。 因 此 由 式 (11〉 和 式 (10) 可 
得 到 


0= fi Sx0o)= f(T xo + 之 9r(Xo)2r) 


= f(T xo) +E 91(Xe) 太 (2 ) (13) 


二 (人 “YXo) 士 94(X0) 
由 于 f 有 EA(T*,)， 故 有 T* ,f=0。 因 此 式 (13) 给 出 了 
gxo)=0 4=l2oom : 《14) 


根据 去 (11), 这 就 意味 着 Sxo=Tx,, 再 握 式 (12a) 有 1 ,Xo = S Xo =0。 因此 x。€ 
tT ,)o 由 于 {yr xz Xe 是 - 广 ( 1) 的 一 个 基 ， 夏 | 


Xo = Ix 
其 中 a 是 适当 的 标量 。 两 端 用 g, 作用， 并 利用 式 (1 人 ) 和 《9 )， 便 有 
0= gu(zo) = Bag = a dm, 
因此 x。=0， 这 就 证 明了 式 (12)。: 定 理 8.6-1(a) 意味 着 S .x =y 对 任意 的 y 是 可 解 的 。 我 


们 选取 Vatis 并 设 x =v 是 一 个 对 应 的 解 ， 区 。 忆 =2arl 。 象 式 〈13 ) 中 一 样 进 行 计 
算 ， 并 利用 式 〈10) 和 《11)， 便 有 


1 三 了 1 (Za+1) = 了 5 20) 
= Fi (下 中 十 马 gi(v)z) 
. | = 1 本 


| 


= (7 ft) (0) + Bg) far (2) 
到 4 
= (Tx ,fiit)(v) 


z 由 于 假定 有 T< 11y 故 ?+ 1 三 111， 并 且 furi EA(T “人 因此 ， i T* ,fuer = 0。 这 显然 与 上 面 
的 方程 矛盾 。 因 而 证 明了 2<o 是 不 可 能 的 。 

(c) 最 后 证 明 w>>mm 也 是 不 可 能 的 。 其 道理 和 (b) 是 类 似 的 。 设 nm。 并 定义 再 XX 全 
区 /如 下 ， | 轩 捕 了 汪 时 时 时 全 省 省 , 


Bf=T*f+E f(z)g (15) 
据 8.2-5 知人 x 是 紧 的 ， 握 8.1-4(a)， f(z1) g) 也 是 一 个 紧 线 和 性 算 子 , 故 王 是 紧 的 。 信守 人 12) 
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我 们 来 证 明 ， 
(a) Sifo= Sfo -hf,=0 一 一 (Db) fo。=0 (16) 
利用 并 《〈16a)， 再 把 (15》 中 的 f 换 成 f ,， 再 利用 伴随 算 了 于 的 定义 ， 最 后 利用 式 〈《9 )， 对 
每 个 k=1, "oy m 便 得 到 
0 = (Sfo) (x,) = (T*,f,) (x,) + 3 fo(21) 91(X,) 
z : /| 
=fo(T x) + folzs) (C17) 
我 们 的 假设 mm<n 意味 着 x,.EA (TT,)。， 对 和 = I 工 , ,1 都 是 成 立 的 。[ 请 记 住 {X11,X, ,os 
x 中 是 A(T ,) 的 一 个 基 。 ] -因此 fo(T x,) = fo(0)=0， 所 以 式 (17)》 给 出 了 
fo,(z,) =0, R= 1,2,°,? (18) 
因 之 ， 时 站 (15) 得 到 总 f ,= 1 *foo 由 此 和 (16a) 可 推出 了 “= ,fo=0。 因此 foE 
HCTY,;)。 由 于 {i129 ;fe} 是 (TT *,) 的 一 个 基 ， 故 
fo= hf 
j=1 z 
其 中 pi 是 一 些 适当 的 标量 。 利 用 式 《18》 和 式 《10)， 对 每 个 h=1,2,…,m 可 得 到 
0 = fo(25) = z 2 Pif 12) =P / 


因此 f。=0。 这 就 证 明了 式 《16)。 定理 8. 6-1(5) 亲 味 看 5 ,f = g 对 任意 的 g 都 是 可 解 的 。 我 
们 选取 g = gs+1， 并 设 卫 = 是 相应 的 一 个 解 ， 即 总 ,= gs+1。 先 利用 (9 和 (15)。 再 利 
用 《9 )。 便 得 到 
1= gori(Xori) = (Bh) (Xot1) 
= (了 hh) (x ott) + ha) gi(zor1) 
= (了 ， (za 
= HT sori) | 


我 们 的 假设 mm 过 7 意味 着 m+ 1<ny 所 以 Wns ExT )。 因此 A(T iXn+i) 三 h(0) =0。 这 
就 与 上 面 的 方程 发 生 了 了 矛盾。 所 以 m<n 全 不 本 能 由 于 由 六 和 m<n 都 不 可 能 ， 故 必 有 
= ro 

定理 8.6-1(a) 用 环 证明 关于 巴 信和 的 一 个 久 时 的 结论 (定理 8. 4-4)， 甚 至 对 
一 般 的 赋 范 空间 也 是 成 立 的 。 

8.6-4 定理 (特征 值 ) 设 人 ， 区 天 是 同 范 空间 无 上 的 紧 线 性 算 于 。 则 若 Z 有 非 零 的 
详 值 ， 则 每 一 个 非 零 谱 值 都 是 全 的 特征 值 。 

证 明 ， 若 预 解 算 二 及 R,= 了 :1! 不 存在 ， 则 据 定 义 AEoCT )o 设 和 A 他 0 且 假 定 凡 := 了 7 了: 
存在 ， 则 7 ,x =0 意 昧 着 x=0 《 据 2.6-10)。 这 就 是 说 式 《 吕 》 只 有 平 几 解 。 而 定理 8 .6-1 

cu) 表明 ， 式 (1 》 对 任意 的 y 都 是 可 解 的 ， 即 只 ,在 整个 关上 是 有 定义 的 ， 并 且 是 有 界 
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的 ， 因此 AGEO(7 )。 


习 题 

1 .证 朋 在 定理 8.5-3 的 证 明 中 出 现 的 泛 函 f。 是 线性 的 。 

2 .在 含有 #* 个 方程 和 2 个 未 知 数 的 线性 代数 方程 组 的 情况 下 ， 定 理 8.5-1 意味 着 什么 ? 

3. 苦 虑 含有 # 个 线性 方程 和 #” 个 未 知 数 的 方程 组 4x = y。 假 定 该 方程 组 有 一 个 解 x， 证 
明 y 一 定 满足 $8.5 中 形 如 式 〈5 ) 的 条 件 。 
” 4. 方程 组 4x=y( 含 n 个 方程 和 + 个 未 知 数 ) 关 于 任 给 的 y 有 【唯一 的 ) 解 ， 当 且 仅 
当 Ax=0 只 有 平凡 解 x =0。 如 何 从 我 们 给 出 的 定理 推出 ? 

5. 含 及 个 线性 方程 和 1 个 未 知 数 的 方程 组 Ax = y 有 解 x， 当 且 仅 当 增 广 和 矩阵 


Qt Qizg In Wil 


Gal QC22 ”Co2n 11: 


和 各 器 单 学 全 性 


Qa Ce Cam Na 


和 系数 垂 阵 4 = (cj 有 相同 的 秩 。 其 中 y= (wj;)。 从 定理 8.5-1 来 推 得 这 个 判 据 。 

6 .假若 式 (2 ) 有 解 x 志 0， 并 且 式 〈1 ) 是 可 解 的 ， 证 明 式 〈L )》 的 解 不 可 能 是 唯一 
的 ， 类 似 地 ， 若 式 (4 ) 有 解 /0 ， 并 且 式 C8) 是 可 解 的 ,i 证 明 式 (8 ) 的 解 也 不 能 是 
唯一 的 。 

7. 证 明 ， 定 理 8.6- 1 中 的 第 一 个 断 语 也 可 以 表述 为 : 下 7 )， 一 夭 关 于 4s0 存在 ， 
当 且 仅 当 7 x = hx 列 含 着 xX=0。 

8 .对 于 赋 范 空间 XX 中 序列 (zl zz 六) 和 对 偶 至 = 疗 不 /中 的 序列 《Cf1，f:，…)， 这 两 个 
序列 捷 满 足 

fi(2,) = Os js&=1, 2 °° 


见 式 (5 )， 则 称 它们 是 一 个 双 正 交 系 。 给 定 了 2z,)， 证 明 ， 在 X/ 中 存在 一 个 序列 (f1) 使 
得 (z:》 和 《fj) 是 一 个 双 正 交 系 ， 当 且 仅 当 对 一 切 mEN 有 zn 和 4 其 中 
A,.= span{z, | k=1,2,..; Rm} 
9 .证 有 明 : 对 于 象 课 文中 所 定义 的 有 限 双 正 交 系 ， 习 习题 8 中 所 说 的 条 件 是 自动 满足 的 。 
10 洛 凡 次 空 间 申 的 两 组 拓 量 421, 2 Za} {yi ya “y 趾 满 在 249 y1 > = Os 证 明 
它们 中 的 每 一 组 都 是 线性 无 关 的 。 和 
1T .假定 在 希 尔 伯 特 空间 ， 一 个 双 正 交 系 是 什么 形式 ? 
12. 若 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 ， 陈 述 并 证 明 引 理 8.6-2。 
13. 在 n 个 线性 方程 和 n 个 未 知 数 构成 的 方程 组 的 情况 下 ， 定 理 8.6-3 又 意 味 着 什么 ? 
14. 若 赋 范 空间 XX 上 的 线 福 算 子 T，X~>yY 有 有 限 维 的 信 域 R(T) =T(X), 证 明了 有 
形 如 
Tx= Fe 人 二 CO 
的 表示 ， 其 中 {yiy ya ye} 和 {19 于 2， yf } 分 别 是 和 有 7 (XX 的 对 侦 ) 中 的 线性 无 关 
组 。 
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15 .在 我 们 给 出 的 定理 中 ， 若 4= 0， 将 会 出 班 令 人 和 惊 蜡 的 情况 ， 分 别 为 
《1) Tx=y, (2) Tx=0 
对 于 这 些 方 程 ， 定 理 8.6-1 未 必 成 立 。 要 看 出 这 一 点 ， 可 考察 用 


Tx(s)=) AGsDx(Ddb ksst)= 3 -sinns sinnt 
0 Roe | 


所 定义 的 算 子 TT: CI[0, xj 一 > C[0, x 


$ 8.7 弗 雷 德 霍 姆 笃 一 性 


前 两 节 专 门 就 算 子 方程 的 可 解 性 研究 了 和 线性 算 子 的 性 态 。 所 得 到 的 结果 促使 我 们 提出 
直面 的 概念 。 
8.7-1 定义 〈 弗 雷 德 瞧 姆 择 一 性 ) 赋 范 空间 六 上 的 有 界线 性 算 子 4: 一 针 ， 若 不 使 
C1 ) 成 立 便 使 CI) 成立， 便 称 .4 是 满足 弗 雷 德 霍 姆 择 一 性 的 。 
( 工 )》 非 齐 次 方程 
AxX=y, A*f=9g 


CA*: 了 ‘一 革 ' 是 4 的 伴随 算 了 于 》 对 每 个 给 定 的 yE 天 和 gE€X' 都 有 唯一 的 解 分 别 为 x 和 
f。 对 应 的 齐 次 方程 / 
Ax= 0 A “f 一 站 
分 别 只 有 平凡 解 x*=0 和 /=0。 
(IE ) 齐 次 方程 
Ax =0， A*i 二 0 
分 别 有 同 样 个 数 的 线性 无 关 解 
bb 7 和 太太 fe 1 -之 1 
= 齐 次 方程 
4xX=y 4 /=9 
太 是 对 所 有 的 y 和 9 分 别 都 是 可 解 的 ， 当 且 仅 当 y 和 9 分 别 满 征 
f(y)=0, g(xs) =0, R=1,2, °°*n 
时 ， 它们 是 有 解 的 。 
有 了 这 个 概念 ， 我 们 能 把 上 两 节 的 结果 总 结 如 下 : 
8 7-2 定理 ( 弗 雷 德 改 姆 择 一 性 )〉 设 了 ， 天 一 全 是 赋 范 空间 从 上 的 紧 线 性 算 于 ， 和 且 
1 <0。 则 算 子 人 ,= 了 -人 满足 弗 雷 德 填 姆 择 一 性 。 
这 个 专 有 的 择 一 性 论述 在 应 用 上 特别 重要 ， 因为 避 开 直接 去 证 明 解 的 存在 性 ， 而 证 明 齐 


次 方程 只 有 平凡 解 往往 更 简单 些 。 
我 们 曾 指出 〈《》8.5)7 紧 线性 算 子 的 黎 斯 理论 是 在 弗 曙 德 霍 姆 的 第 二 类 的 积分 方 生 
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a 


x (5) 一 人 hls, xt) dt= gs) (1) 


的 下 论 的 启发 下 提出 的 ， 并 推广 了 弗 雷 德 专 姆 的 著名 结果 ， 这 些 结果 提前 了 希 尔 伯 特 空间 和 
已 和合 寿 空 问 理论 的 开发 。 检 线性 算 子 的 理论 在 研究 方程 〈+ ) 方面 的 应 用 ， 我 们 将 作 一 个 简 
短 的 介绍 。 

令 4=/-1， gs)= 一 A-1y(s)，。4 六 0， 则 《1 》 可 写成 


Tx—/ixX=»ys> 4 二 (0 、 (2) 
其 中 7 被 定义 为 
(Tx)(s) =) k(s,t)x(t)dt (3) 


所 以 由 式 (1 ) 的 一 般 理 论 结 果 能 够 对 式 〈2 ) 加 以 解释 。 事 实 上 ， 我 们 有 下 面 的 定理 。 

8.7-3 定理 (关于 积分 方程 的 弗 雷 德 笑 姆 择 一 性 ) 老 方 程 (1 ) 中 的 & 使 得 式 (2) 
和 8) 中 的 TT， X -无 是 赋 范 空间 大 上 的 一 个 紧 线性 算 子 ， 则 弗 雷 德 霍 姆 择 一 性 对 于 了 ， 
是 成 立 的 ;因而 查 末 方程 (1 ) 对 一 切 8E 和 有 唯一 的 解 ， 要 末 对 应 于 ( 1 ) 的 齐 次 方程 有 
有 限 个 线性 无 关 的 非 平凡 解 〈 即 x 盖 0 的 解 ) 。 

自 定 式 〈《2 ) 中 的 了 是 双 的 〈 其 条 件 在 下 面 给 出 ) 。 若 4 属于 了 的 预 解 集 2( 工 )。， 则 预 
解 算 子玉 1( 荆 ) = (7 -47) 1 存在 ， 在 整个 兴 上 有 有 定义， 并且 是 有 界 的 [ 见 8.6-1(Ce)J， 而 且 
对 村 每 个 yE 和 都 给 出 了 式 〈2 ) 的 唯一 解 

x=ER(T)y 


由 了 太 1(T) 是 线性 的 ， 故 R ,(T )0=0， 这 意味 着 齐 次 方程 了 x 一 41x =0 只 有 平凡 解 x =0。 
因此 4E€p (7 ) 给 出 了 玉生 德 管 姆 择 一 性 中 的 情况 (1 )。 
让 上 4 站， 并 假定 4 是 一 个 复 巴 拿 赫 空间 。 则 据 定 理 7. 3-4 知 4€p(T)。 此 外 ， 
$7.3 中 的 式 (9) 给 出 : 
RT)= -Ai +A1T +A-?T ?+ 。.) (4) 
因 之 。 对 于 解 x = RR,( 了 了 )y 有 表达 式 
X=—Ai(y+AiT yt+A4 ?TT ?y+ *°) 


并 把 它 叫 做 一 个 诺 依 曼 〈Neumann) 级 数 。 

若 我 们 衣 非 霉 的 4Ea(C7 ) (如 果 这 样 的 4 存在 的 话 )， (7 ) 表 示 工 的 谱 集 ,可 得 到 绅 岂 
” 德 霍 鸡 择 一 性 的 情况 〈E )。 根 据 定理 8.6-4 知人 是 一 个 特征 值 。 据 定理 8.3-3， 其 对 应 的 
”特征 全 | 则 在 :有 限 维 的 。 而 据 定 开 8.6-3 还 知 ， 它 的 维 数 等 于 了 ”的 对 应 的 特征 空 s 间 的 维 数 。 
和 定理 8.7-3 相关 的 特别 有 意义 的 两 个 空间 是 / 


X= LLCas 让 种 苇 = Cras b] . 
为 了 能 应 用 这 个 定理 ,我 们 需要 对 式 (1) 中 的 按 包 施 加 一 定 的 条 件 ， 以 保证 了 是 紧 的 。 
若 卫 = 上 [a，6]， 这 个 条 件 是 EEL? (J xJ)， 其 中 = [Las BJ。 其 证 明 需 要 测 度 理 论 
的 知识 ， 是 出 了 本 节 内 容 的 范 力 。 


在 六 = Cra， 的 的 情况 下 ， 其 中 [ a,6b ] 是 紧 的 ， 而 的 连续 性 将 保证 守信 是 了 紧 的 。 

我 们 将 用 下 面 的 标准 定理 (下面 的 8.7-4) 来 得 到 这 一 结果 。 

C La， 站 中 的 序列 (x,)。， 痢 对 每 一 个 2 二 0 都 存在 一 个 只 依赖 于 e 的 6>0， 使 得 对 一 切 
xX， 各 沙 由 | 5s1 一 ss | 过 6 的 所 有 s1,5，Eca。b)。， 都 有 


| x.(s1)— Xa(s,) |<e 


则 称 (x,) 是 等 度 连 续 的 (equicontinuous)。 从 这 个 定义 可 以 看 出 ， 每 个 x, 都 是 在 Ca，。5) 
上 一 致 连续 ， 并 且 6 也 不 依赖 于 。 

8.7-4 阿 斯 柯 利 〈Ascoli) 定理 〈 等 度 连 续 序 列 ) ”C [ac，5] 中 的 有 界 等 度 连 续 序 列 
(x,》 有 一 个 《〈 按 C5Ke， 交 中 的 范 数 )》 收敛 的 子 序列 。 

关于 这 个 定理 的 证 明 ，、 可 参看 互 .7 .麦克 沙 恩 (E .J .Mc Shane，1944)，P .336。 用 
这 个 定理 便 能 得 到 所 希望 的 在 六 = C [a，6J 情 况 中 的 结果 如 下 。 

8.7-5 定理 〈 紧 积分 算 子 ) 设 / = [c，0 是 任 一 蔡 区 间 ， 并 假定 R 在 V/ XJ 上 连续 。 则 
由 式 〈8 ) 所 定义 的 算 子 有 ， 大 一 和 是 头 线 性 算 子 ， 其 中 下 = CC5a，0]。 

证 明 ， 显 然 ，/ 是 线性 的 。 从 下 式 


| 下 = max f gCs, Dx Cdt|< Hx maxy |h(s, Dl dt 
SE a SE .sa 


可 看 出 有 站 7x 由 和 Ex 二， 故 了 是 有 界 的 。 设 〈x。) 是 七 中 的 任 一 有 界 序列 ， 不 妨 设 对 一 
切 n 都 有 | 上 x, 中 二 ec。 令 和 =Tx 则 站 3 由 委 站 7 了 让 jx 由 。 丁 此 〈y。) 也 是 有 界 的 。 现 
在 来 证 明 〈y。) 是 等 度 连 续 的 。 据 假设 核 & 在 v xy 上 是 连续 的 ， 而 / xv 是 蔡 的 ， 故 有 & 在 
7 xy 上 是 一 致 连续 的 。 因 此 ， 任 给 定 。 盖 0 ， 都 存在 6>0， 使 得 对 一 切 4EJ 和 所 有 满足 
1 SS 一 Sa | 一 6 的 slyszEy/ 都 有 


e 
| RCs1,1) — RkR(S,, 1 )| ~ ae 


因此 ，、， 对 满足 js1 -ss| 过 6 的 s, 和 ss，,， 以 及 每 个 1 可 得 到 
可 
| ye(S1) 一 yanf3a) = [AR(Sa， t)— Rk(s,,t))] Xalt)dt 


2 lp 
1 


这 就 证 明了 《ys。)》 的 等 度 连续 性 。 -而 阿 斯 柯 利 定理 意味 着 Cy.) 有 收敛 的 子 序列 。 由 于 (x。) 
是 任意 的 有 界 序 利 ， 而 y%= 7 了 x，， 故 由 定理 8.1-3 推 得 了 是 杂 的 。 


习 时 
1. 就 含有 个 线性 代数 方程 和 * 个 未 知 数 的 方程 组 来 表述 弗 雷 德 才 姆 择 一 性。 


2 . 雪 接 证 明 ， 式 《1 ) 不 可 能 总 是 有 解 的 。 
3 .给 从 出 这 样 一 个 全 于 ， 在 式 《 站 ) 中 的 核 是 不 连续 的 ， 使 得 一 个 连续 邦 数 < 的 象 了 * 


XE 尼 不 连续 卖 的 。 并 加 以 评论 。 
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4. 〈 诺 依 汉 级 数 ) 证 明 ， 用 式 (1 ) 中 的 k= 全! 和 7 诺 依 曼 级 数 (5 》 取 如 下 形式 
X=F+ HT 让 二 UL27 2 了 + 一 


在 CCa， 妆 中 研究 方程 (1 )。 若 有 & 在 [a,6] x [a,6J) 上 是 连续 的 ,所 以 有 | &(s,1)| <M， 并 且 
车 jx| <L/M(2- a)， 证 明 诺 依 曼 级 数 是 收敛 的 。 
5. 求 解 下 面 的 积分 方程 。 并 把 结果 与 习题 4 中 的 诺 依 曼 级 数 进行 比较 。 


x(s) -pH) x di=1 
求 出 对 应 齐 次 方程 的 所 有 解 。 并 加 以 评论 。 
“6. 求 解 下 面 的 方程 ， 并 证 明 ， 若 14| < 下- 一) ， 对 应 的 诺 依 曼 级 数 《 见 习题 4 ) 是 
收敛 的 。 


x(s)— 0) hox(t)dt= gs) 


其 中 k, 是 一 个 常数 。 
1 .〈 挝 代 极 ， 预 解 极 ) 在 习题 4 中 的 诺 依 曼 级 数 里 ， 可 记 


| z 

(Tg)(s)= (ho (st 了 (dt 他 二 2 二 ses 
而 迭代 核 &uo 由 下 式 给 出 : 
\ b 让 

po Csst) = eo) Bess ORO, t2)e0kl tai td ted to 
所 以 习题 4 中 的 诺 依 曼 级 数 可 写成 

各 ”二 

X(S) = (5s)+ | kl(s, g(t)dt+ ns) Res) (ss t) Y(t) dt + 

证 明 ， 这 个 表达 式 可 以 写 为 积分 方程 
喀 

X(3S) = ys) + | ECs,t, A) Ft) d+ 
其 中 预 解 核 山 不 由 下 式 给 出 : 
= BHkarnlsst), = 名 

由 
hk (s, 1) =| pis) Cssu)hklu, tydu 


8 .在 (1)》 中 令 c=0， b= Xx, 并 且 
Ek(s,t)=aisins sin 2t1 + a, sin 23 sin st 
也 预 解 核 不 要 与 算 子 的 预 解 式 ( 见 87.2) 相 漫 渗 。 
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试 询 定 预 解 核 。 
9. 利 用 习题 生 的 诺 依 受 级 数 求解 式 (1 )， 其 中 a=0，6b =2x， 而 核 


R(s,f)= TF asinns cosnt, = la:l < 
n™l1 n=1 


10. 在 式 《1 ) 中 令 (s,1)=s(1+1)，a=0，b=1。 试 确定 特征 值 和 特征 洱 数 。 当 4= 
4-! 不 是 一 个 特征 值 时 ， 求 解 该 方程 。 

11. 在 式 (1) 中 , 令 k(s,1)=2e'+1，j(s) =e:，a=0，6=1。 求 特征 值 和 特征 沪 数 。 

12 .求解 


"| 
MX(S) 一 -| (sin s cos 1t)x(t)dt= jy(s) 


13. 阿 斯 柯 利 定理 8.7-4 是 说 C[a。6) 中 的 有 界 等 度 连续 序列 (x.) 含有 按 Cre， 的 上 
的 范 数 收敛 的 子 序列 。 我 们 知道 ， 这 种 收 伍 是 ( cp ] 上 一 臻 收敛， 见 1.5-6。 举 例 说 明 ， 一 
个 连续 函数 序列 在 [Ca, 0 的 每 一 点 上 可 以 是 收敛 的 ， 但 可 能 不 包含 在 (ac, 2 上 一 致 收敛 的 任何 
于 序列 。 

14. (退化 棚 ) 形 如 


者 
kls, t) = 之 Qs(s) Dr) 
到 上 


的 核 叫做 一 个 退化 核 。 我 们 可 以 假定 {a1，…, a 小 和 {51,…,6"} 两 个 集合 都 是 Ca,5] 上 的 线性 
无 关 组 。 和 否则 ， 和 式 中 的 项 数 能 进行 缩 咸 。 若 方程 《1 》 对 这 样 的 一 个 核 有 解 x。 证 明 x 一 
定 是 下 面 的 形式 


X(S) = y(s) + hEcrar(s), c= {ordt 
mw 1 过 


而 且 未 知 常数 一 定 满足 


8 
Cj™ 4 之 Gyach 一 Yis dia = [bat a 
其 中 | | 
y= {6 gat, 二 1,2,°*,8 
15. 芳 虑 


zs)— ps+tix (tdt= 6s) 
(a) 假定 4? +124 -12 夺 0， 并 利用 习题 14， 求 解 这 个 方程 。(6》 求 特征 值 和 特征 沙 数 。 
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第 九 章 有 界 自 伴 线性 鼻子 的 谱 论 


人知 尔 伯 特 空间 上 的 有 田 自 位 线性 算 子 曾 在 $ 3.10 中 定义 并 讨论 过 。 本 章 专门 研究 它们 的 
谱 型 论 。 由 于 这 些 算 子 在 应 用 中 特别 的 重要 ， 所 以 它 的 谱 论 得 到 了 高 度 的 肥 展 。 


本 章 内 容 概要 


在 $9.1，9.2 中 ， 我 们 虚 讨 论 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 性 质 。 在 $9.3 至 39,8 中 ， 我 们 开 
发 那些 不 论 就 其 本 身 ， 还 是 为 了 8$9.9 和 $9.10 中 建立 这 些 算 子 的 “ 谱 表 示 ” 都 十 很 有 意 文 
的 理论 。 

有 界 自 伴 线 性 算 子 了 的 谱 是 实数 集 〈 见 9.1-3)， 并 且 落 在 区 间 [m。， MI 内 ， 其 中 


m=in{t <Tx, x>， M=sup 《Tx, x> 
Nxh=1 中 六 前 = 1 


( 见 9.2-1)， 而 且 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 矢量 征 正 交 的 《〈 业 9.1-1)。 

有 界 自 伴 线 性 算 子 人 能 用 积分 表示 〈“ 谱 定理 ?9.9-1 和 9.10-1)。， 而 积分 包 售 了 7 的 谱 
族 多 〔〈 岂 9 8-3)， 所 谓 谱 族 或 单位 分 解 ( 见 9.7-1) 是 指 具 有 某 些 性 质 的 投影 算 了 于 族 。 我 们 
还 记得 ， 曾 在 833.3 中 利用 过 投影 算 子 。 然 而 ， 对 现在 的 研究 却 需要 这 些 投影 算 子 的 各 种 一 
船 性 质 ($9.5，9.6) ， 以 及 正 算 子 的 概念 ($9.3〉 和 它 的 平方 根 《$9.4)。 

在 8$9.11 中 ,我 们 把 有 界 自 伴 线 性 算 子 的 谱 族 在 其 预 解 集 的 点 上 , 在 特征 值 上 和 在 连续 
谱 点 上 的 性 态 表 征 出 来 。 〈 这 些 算 子 的 残 谱 是 空 集 : 见 9.2-4。) 


s 9.1 有 界 自 停 线 性 算 子 的 谱 性 质 


太 迪 所 六 虑 的 有 界线 性 算 子 都 是 定义 在 复 希 尔 伯 特 空间 厅 上 并 且 是 映 万 到 五 的。 此 
外 ， 六 些 算 子 都 是 自 伴 的 。 我 们 仅 用 一 点 时 间 回 顾 第 8 章 中 的 两 个 有 关 的 定义 。 
设 丰 ， 万 -> 万 是 复 希 尔 伯 特 空间 瑟 上 的 有 界线 性 算 于 ， 则 希 尔 停 特 - 伴 随 算 于 ′ : “一 
互 被 定义 为 对 一 切 Xx, YE 如， 满 正 
<Tx, y> = 《x, 7 "> 站 
的 算 陪 。 这 就 是 定义 3.9-1《 太 1= 碳 ,= 妖 )， 从 3.9-2 我 们 知道 ， T* 作 为 世上 的 有 界线 性 
算 子 是 存在 而 唯一 的 ， 并 且 范 数 上 7T* 中 = 吓人 此 。 | 
此 外 ， 若 人 =T* ， 则 称 7 是 自 伴 的 或 是 埃 尔 米 特 的 中 。 这 就 是 定义 3.10 1。 则 这 时 
《<Tx，y》 = 《xXx，。，7T*y> 成 为 
Tx, y> = <x, 7/ »y> (1) 
站 在 元 界 算 子 的 理论 中 ， 这 责 个 术语 之 各 是 有 区 出 的 一 一 我 们 提 到 ， 人 的 有 界 性 能 从 式 (1) 和 关于 下 在 整个 上 有 定义 
的 假设 推出 。 
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各 了 是 自 伴 的 ， 则 《< 了 XxX，X》 对 一 切 *E 及 者 大 实 的 。 有 反之， 由 于 刁 是 复 的 ， 这 一 条 件 意味 
着 上 是 自 伴 的 。 见 3.10-3。 

这 就 是 我 们 简短 的 复习 。 下 面 我 们 开始 研究 有 界 自 伴 线 性 算 子 的 谱 。 我 们 将 会 看 到 、， 这 
样 的 谱 有 一 些 在 实用 上 很 重要 的 一 般 性 质 。 

有 界 自 伴 线性 算 子 了 可 能 没有 特征 值 ( 见 习题 9，， 但 是 着 了 有 特征 值 ， 能 够 很 容易 建 
立 起 下 面 的 基本 事实 。 

9.1-1 定理 〈 特 征 值 , 特征 矢量 ) 设 人 1: 好 一 万 是 复 希 尔 伯 特 空 | 有如 上 的 有 界 自 伴 线 
性 算 子 ， 则 ， 

(a) 了 的 所 有 特征 值 《各 存在 的 话 ) 都 是 实 的 。 

(0) 对 应 于 〈 数 值 上 ) 不 同 特 征 值 的 特征 矢量 是 正 交 的 。 

证 明 ，(a) 设 4 是 人 的 任 一 特征 值 ， * 是 相应 的 特征 矢量 。 则 x 诗 0 且 了 x = 4x。 利 用 
了 的 自 伴 性 ， 我 们 得 到 _ 


A Lx, xy = CAx, xX> = 《人 xy， x> 
= 《X， 了 X> = 《x, Ax> -Lx XxX> 


由 于 x 这 0， <x，x》= jx 中 * 半 0， 用 <x，x》 除 上 式 两 端 便 得 到 4= 艳 ， 因 此 4 是 实 的 。 
(b> 没 4 和 人 是 了 的 特征 值 ， 而 x 和 y 是 相应 的 特征 矢量 。 则 了 x = 4x， 了 y= hy。 
A 《Xs y> 一 《1YXs yy 一 《了 YX y> 
= 《YX Ty> 二 <x, LY = 《XxX, y> 
因为 4 区 4， 故 必 有 《x，y》=0， 这 意味 着 x 和 y 是 正 交 的 。 
有 界 自 伴 算 子 了 的 整个 谱 世 至 是 实 的 。 这 个 值得 重视 的 结果 (定理 9.1-3 》 能 从 下 面 7 


的 预 解 集 (了 ) 的 特征 推 得 。 
9.1-2 定理 〈 预 解 集 》 股 7 太一 及 是 复 希 尔 伯 特 空间 万 上 的 有 界 自 伴 线 性 算 于 。 则 


数 4 属于 了 了 的 预 解 集 p(T)， 当 且 仅 当 存在 ec>0, 使 得 对 每 个 xE 有 
HT,xl>cllxl, Ti=T-247 (2) 
证 有 明 ，(ay 车 14€p(T), 则 R1= 了 了 1 > 日 存在 且 是 有 界 的 ( 见 7.2-3)。 不 妨 设 
上 尺 ,由 =， 由 于 RR 站 0， 故 8 汪 >0。 因 为 7 = 1T as 所 以 对 每 个 xXE 末 都 有 


x = 1R， Txl<HRAN Tx = | 


这 就 给 出 了 上 1* 上 守 c || x |， 其 中 c=R 1 
(5b》 反之 ， 假 车 对 一切 xE 妃 都 有 一 个 c>0 使 式 (2) 成 立 ， 则 让 我 们 证 明 
(Ca) 了 ,万 -一 个: (五 ) 是 对 射 
CB) 了 ,( 妃 ) 在 万 中 稠密 ， 
(yy)》 工 (如 ) 在 五 中 是 闭 的 ， 
从 而 有 T (如 ) = 五 ， 并 且 据 有 界 刻 定理 4.12- -2 知 尺 ， = T ,-: 是 有 界 的 。 
(a) 我 们 必须 证 明了 AX1— T ,x，* 列 含 着 x 1 一 多 2o 由 于 了 ,是 线性 的 ， 并 且 从 式 《〈 了 ) 
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可 推出 
0= Tx -Txs = Tx -x) >cl| x -x, | 
又 c>>0， 故 |xi-x =0， 即 xi =x，。 由 于 x,，x。 是 任意 的 ， 这 就 证 明了 7 HH 
! (4) 征 对 射 。 | 

CB) 现在 证 明 ，x。 上 了 了, (万 ) 蕴 含 着 x。=0， 从 而 据 投 影 定理 3.3-4 知 了，(H)= 万 。 
令 xo 上 7 (5)， 则 x。 上 了: (五 )。 因 此 ， 对 一 切 xE€ 玉 有 


0=《7 xxXo> = 《Tx, Xo0> -4《4Xy YX07> 
由 于 7/ 是 自 伴 的 ， 因 而 可 得 到 
<x, 7 YXYo> = 《7 X9 X0> =《Xs Axo> 


所 以 所 3.8-2 有 x。 = Axoo 这 时 解 只 有 Xo=0， 而 x。 二 0 是 不 可 能 的 。 否 则 ， 将 意味 着 4 
是 了 的 特征 值 。 再 据 9.1-1 有 4=4， 从 而 了 xxo-4xo=7xxo=0， 而 据 式 (2) 应 有 


0= 7axo 站 zcjxo| > 之 0， c>0 


这 就 出 现 了 矛盾 。 由 于 x。 是 任 一 正 交 于 了 ( 互 ) 的 矢量 ， 因而 7 (77) “th 据 3.3-4， 
因此 有 了 (五 ) = 五， 即 了 (五 ) 在 已 中 是 稠密 的 。 

《?) 最 后 证 明 ，yET (五) 蕴含 着 yET (五 )， 从 而 证 明了 (五 ) 是 闭 的 ， 再 据 (有 ) 
知 T, (如) = 万 。 任 取 yE 了 7 (万 )， 据 1.4-6(a) 知 ， 在 了 ( 达 ) 中 存在 序列 【yy。》 收敛 到 y。 
由 于 y,ET ( 妃 )， 故 对 某 一 x.E 万 有 y,= 了 ,x:。 根 据 式 ( 2 )， 


[ESE Se i | 


由 于 《〈《y。)》 是 收敛 的 ， 所 以 〈x。)》 是 柯 西 序列 。 而 瓦 是 完备 的 ， 所 以 〈x,) 是 收 剑 的。 不妨 
设 x,~=>x。 因 为 了 是 连续 的 、 所 以 了 :也 是 连续 的 ， 根 据 1.4-8 便 有 y。= 7 :Xe ixe。 据 定 
义 ， 了 7 了 XE7 (HH),。 由 于 这 个 极限 是 唯一 的 。 故 了 ,xX = y， 从 而 有 y€ET (HH) 。 由 于 yE€ 
0 是 任 取 的 ， 因 此 T,( 石 ) 是 闲 的 。 从 而 据 (6) 有 了,( 右 ) = 万。 这 就 意味 着 := 

7 :在 整个 豆 上 有 定义 3 并 且 是 有 界 的 ， 从 有 界 逆 定理 4.12-2 或 直接 从 式 《 2 ) 都 可 证 明 
这 一 点 。 因 此 4E0(7 )。 

从 这 个 定理 立即 可 得 到 下 面 的 基本 定理 。 

9 1-3 定理 ( 谱 ) 复 希 尔 伯 特 空间 态 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 荆 ， 卫 > 太 的 谱 o( 了 ) 是 
实 的 。 

证 明 ， 我 们 利用 定理 9.1-2 来 证 明 ，4=a+1i6 一 定 属 于 p(T)， 其 中 a， B 是 实数 且 
B 丰 0， 从 而 证 明了 o(T)CR。 

对 于 瓦 中 的 每 一 XE0, 都 有 


《了 ,xy x> = 《Tx, %> -4 x, %> 
并 目 由 于 《<x。x》 和 《Tx，x》 都 是 实 的 ( 见 3.10-3) ， 故 有 
<T x, XxX> = 《1 x, %> -Xs %> 
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其 由 4=a-10。 两 式 相 减 得 
CT ,x, YX > 一 《7 1Xs X > = (4— JA) 《xX X > =25 人 xj 


等 式 的 左 端 是 -~ 21 Im《 了 xx，x>， 其 中 Im 表示 庶 部 。 由 于 复数 的 虚 部 不 能 超过 其 绝 对 
值 ， 改 上 式 两 器 用 2 除 ， 再 取 绝 对 值 ， 并 应 用 许 拟 效 不 等 式 ， 最 后 便 得 


IB| Hx ?=il meiaxx>lslcaxx>l 委 上 xx 人 lxl 


和 再 用 站 x 下头 0 去 除 便 给 出 18| 用 x 有 委 用 二 xx 用。 大 Bb 夺 0， 则 据 定理 9.1-2 有 4Ep(7)。 因 
此 ， 对 于 4Ec(! ) 上 必定 有 1=0， 即 4 是 实 的 。 
局 题 

1 .在 课文 中 曾 提 到 ， 对 于 自 伴 线性 算 了 于 了， 内 积 《7 x，x> 是 实 的 。 对 于 矩阵 来 讲 ， 
这 意味 着 什么 ? 定理 9.1-1 作为 其 特例 包括 了 和 矩阵 的 哪 一 个 熟知 的 定理 ? 

2 . 石 在 有 限 维 的 情况 下 ， 自 伴 线 性 算 子 本 能 用 对 角 和 矩阵 表示 ， 证 明 这 个 矩阵 一 定 是 实 
的 。 工 的 谱 是 什么 ? / . 

3. 证 朋 ， 在 定理 9.1-2 中 ，AR ,的 有 界 性 也 能 从 式 《 2 ) 推出 。 

4 .用 一 个 谱 为 {4o} 的 算 子 来 说 明定 理 9.1-2 。 在 这 种 情况 下 ， 最 大 的 c 是 什么 ? 

5 .1 入 了 了: 一 再 和 坟 ， 人 及 一 采 是 复 钴 尔 伯 特 空间 及 上 的 有 界线 性 算 子 ， 右 二 是 自 伴 的 ， 
证 明 >= 太 "了 入 也 是 自 伴 的 。 

6 . 设 ， 2 一 上 是 用 (59) | 一 ( 人 (0.0 ws) 定义 的 。 7 是 有 界 的 吗 ? 是 自 伴 
的 吗 ? 试 求 满足 = 9 的 9。，12 一 )。 

7. 设 1， 1?~>1? 是 用 y= (1n;) = 了 xX，X = (85))，9; = 4 来 定 的 一 个 算 了 于 ， 其 中 (4)) 是 
R 上 的 一 个 有 界 序 列 ， 并 且 a= inf 4;，D = sup 4 证 明 每 个 4; 都 是 7 的 一 个 特征 值 。 在 什么 
条 件 下 将 有 o (7 ) 守 [a，6]? 

8 .利用 定理 9.1-2 证 明 习 题 7 中 算 子 了 的 谱 是 特征 值 集合 的 财 包 。 

9. 从 2.2-7 和 3.1-5 我 们 知道 ， 希 尔 伯 特 空间 了 :50，1] 是 内 积 空间 无 的 完备 化 ， 而 内 
积 空间 藉 是 由 5C0，1] 上 的 所 有 连续 函数 构成 ， 其 上 的 内 积 定义 为 


Cx, y> = 人 x( ydt 


证 明 由 
y(t) =T x(t) = tx(t) 


所 定义 的 了 7 了， 工 :50，1)-> 上 :5[0，17 是 一 个 没有 特征 值 的 有 界 自 伴 线性 算 子 。 

10 .值得 注意 的 是 ， 定 义 在 整个 复 希 尔 伯 特 空间 媚 上 且 对 一 切 x, y€ 太 都 满足 式 《1) 的 
线性 算 于 了 一 定 是 有 界 的 〈 所 以 在 课文 的 开始 关于 有 界 性 的 假设 不 是 必要 的 》 。 证 明 这 一 事 
实 。 


$ 9.2 有 界 自 伴 线性 算 子 的 其 他 谱 性 质 


有 界 自 伴 线性 算 于 了 的 谱 o (了 ) 是 实 的 。 这 个 重要 的 事实 在 上 一 节 中 被 证 明了 。 我 们 将 
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要 看 到 ， 这 种 算 于 的 谱 由 于 有 一 些 在 数学 上 很 有 意义 ， 而 在 实用 上 又 很 重要 的 一 般 性 质 ， 所 
以 能 够 更 详细 地 表征 出 来 。 根 据 7.3-4， 很 显然 “0 ) 一 定 是 系 的 ， 而 在 目前 的 情况 下 ， 我 
们 可 进一步 地 说 ， 

9.2-1 定理 〈 谱 〉 复 希 尔 伯 特 室 间 万 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 了， 万 ~ 万 的 谱 o(T) 落 
在 实 轴 上 的 | 闵 区 则 [m，AMi 内 ， 其 中 


m= nf <Tx, X > 9 M= sup 《Tx 和 > Cli1) 
”证明 : o (了 ) 蓝 在 实 轴 上 《〈 据 9.1-3)。 现 证 任 一 实数 1= M +c，c>0， 都 属于 预 解 集 
p(T)。 对 每 个 x 志 0， 令 v= x 上 :x。 则 有 x= jx 站 zz， 并 且 

<Tx, x> = xj <Tv, v2> lx|l?sup <T5, 5> = <x» x > M 


| 


因此 ，- 《Tx，x》 之 ~-《x，x》MM 据 许 瓦 兹 不 等 式 可 得 
Tx) x- <Tixs x> = — 《Tx, x> +1 Cx, x> 
之 (—M+1) x, % > 
=cllxili 四 
其 中 c = 4- M>0 (所 假设) ， 两 边 用 x1 去除 便 有 不 等 式 上 ,x | 之 cx 是 。 因 此 根据 
9.1-2 有 4Ep(T)。 同 样 的 方法 可 证 明 4<m 也 属于 预 解 集 p(T )。 
式 (1) 中 的 m 和 MM 以 一 种 有 趣 的 方式 与 7 的 范 数 关联 在 一 起 。 


9.2-2 定理 ( 范 数 ) 对 于 复 希 尔 伯 特 空间 太 上 的 任 一 有 界 自 伴 线 性 算 于 了 了， 我 人 有 ( 见 
式 《(1)) 


TH =max( ml, | MD -sip | CTY, xz>1 2 


证 明 ， 根 据 许 瓦 兹 不 等 式 
,sup | CT x, > lpl Tel lzl Tl 


仿 K =sup| 《Tx, x>|， 则 有 KK 过 1 7 | 。 现在 证 明 有 | 7 I <K. 若 对 一 切 范 数 为 1 的 
站 六 上 = 革 


z 都 有 Tz=0， 则 T =0 (为 什么 ? ) ， 这 时 显然 上 有 导 T ‖ 委 天 。 和 否则。 对 任 一 满足 了 z 二 0 
且 1zl| =1 的 z， 我 们 令 v= Tzl1/2z， w= 汪 Tzl1 和 Tz， 则 上 vll?= wl ”= 
中 Tzj。 现 在 令 y1 =v+w，ys=v 一 w。 则 通过 直接 计算 ， 消 项 ， 利 用 了 的 自 伴 性 ， 可 得 


z Sy, y12 一 《了 ye y:7 =2( <Tv, tw》 + <Tw, Z>:) 
=2C <Tz, 7z> 十 《了 >z 2>) 
-41 人 zj 2 四 (383) 
对 每 个 yx0s 令 x*= 上 yy 则 有 y= 上 y 上 x， 并 且 
| <Ty, y> | = yl <Txs xy yllisup| <Tz, 2>| 
站 和 = 
=KlyI? 
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所 以 通过 三 角 不 等 式 和 直接 计算 便 得 到 
| <T ys yi> -To ya) [SI Ty yi [+ | CTy,, y2> 


<K( yl? + | yy, 2:) 
=2K(|v!I|? + iw | :) 
=4K 17 zj 


由 此 和 (〈8 〉 可 以 看 到 41| Tz :4K 72z||， 因 此 用 了 了 z|| 二， 再 关于 所 有 范 数 为 
1 的 z 取 上 确 界 ， 便 得 到 上 了 中 寺 KK 。 与 前 面 证 明 的 六 委 中 过半 合 在 一 起 便 得 到 式 (2 )。 

实际 上 ， 定 理 9.2-1 中 关于 c (了 ) 的 边界 是 不 能 再 茶 缩 的 了 ， 这 一 事实 可 从 下 面 定 理 看 
出 。 

9.2-3 定理 (m 和 NM 都 是 谱 值 ) 如 和 了 如同 定 理 9.2-1 所 设 ， 并 设 五 扩 1{10}。 则 式 
(1 ) 中 所 定义 的 m 和 MM 都 是 T 的 谱 值 。 

证 明 ， 先 证 MEc (全 ) 。 根 据 谱 映射 定理 7.4-2， 可 从 了 的 平移 得 到 7 +A7 (6 是 一 实 常 
数 ) 的 谱 ， 并 且 有 


MEa (1)C>M +kEo(T +R7) 
因此 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 0 委 m<M。 则 振 前 一 个 定理 有 
M = sup <l xs %> = 1 1 | 


根据 上 确 界 的 定义 ， 存在 着 序列 (x) 满 正 ， 
i xsl| =1，, CT x x。7 =M- 5 6 之 0。 00 
则 上 Tx 和 省 工 中 上 x,1= T= MM， 而 又 由 于 人 是 自 伴 的 ， 故 有 
Tw,— Mx. ?= <Tx, -Mx,, Tx, -Mx.> 
一 LTx, 12 -2M <Tx,, x > tM lx, 
<M?—2M(M -6,) tM’?=2Mo.->0 
因此 ， 不 存在 正 数 c 使 得 人 四 
| Tux = HTx.- Mx. >>e=clxl Hx =1) 


根据 定理 9.1-2， 这 表明 4= M 不 能 属于 了 的 预 解 集 ， 因此 有 MEc (7 )。 类 似 地 可 证 14=m 
co(7 )。 

二 线性 算 子 的 谱 分 成 点 谱 和 另外 一 部 分 似乎 是 自然 的 ， 因 为 在 有 限 维 空间 中 ， 点 谱 以 外 
的 另 一 部 分 是 不 存在 的 ， 从 和 矩阵 理论 可 以 看 出 这 一 点 〈 见 》7.1)。 现在 由 于 类 似 的 原因 可 把 
所 谓 的 另 一 部 分 分 成 连续 谱 和 残 谱 ， 因为 对 于 大 量 而 重要 的 一 类 自 伴 线性 算 于 玉 说 ， 其 残 谱 
-是 -和 2 人 集 。 
9.2-4 定理 (我 谱 》、， 揽 关 尔 人 特 间 全 上 的 有 界 自 伴 线 竹田 二 fi HH 的 残 谱 
0 , (7 ) 是 空 集 。 

证 明 : 我 们 证 明 由 假设 0， LT) 二 如 可 导出 矛 丑 。 设 14€0,(T)， 根据 0， (全 ) 的 定义 ， 
1 ,的 逆 是 存在 的 ， 但 其 定义 域 ZT 4 ) 在 旷 中 不 是 称 密 的 。 因此 ， 根 握 投影 定 强 3.3-4， 
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在 五 中 有 y 夺 0 正 交 于 (TT-!1)。 而 多 (TT ,~-!) 是 T ;的 值 域 ， 因 此 对 一 切 xE 如 有 
《7 1Y，y> =0 


又 由 于 4 是 实 的 〈 见 9.1-3) 和 人 是 自 伴 的 ， 内 而 对 一 切 * 有 <x，T，,y》=0。 特 别 取 x = 
了，,y， 便 得 到 || 了 ,y 上 ?=0。 所 以 有 


Ty=Ty-Ay=0 


由 于 y 关 0， 这 表明 4 是 下 的 一 个 特征 值 。 但 这 与 4Eoc,( 了 ) 矛盾 。 因 此 ac, (了 ) 兰 好 是 不 可 
能 的 ， 从 而 推出 0,(7) = 儿 。 


习 题 

1. 对 于 4<m， 给 出 定理 9.2-1 的 证 明 。 站 

2 .从 定理 9.2-1， 关 于 厄 米 特 矩 阵 4 = (a 刀 的 特征 值 能 得 到 什么 定理 ?， 

3. 若 了 是 从 和 希 尔 伯 特 空间 妃 到 其 真子 空间 志 闪 101} .上 的 投影 算 子 ， 求 m 和 M ( 见 定理 
9.2-1) 。 

4 . 求证 在 定理 9.2-3 中 的 mEa(T)。 

5. 1 正明 揽 项 尔 伯 特 空间 太 **{0} 上 的 有 界 自体 线性 算 于 的 庶 是 非 空 的 ， 利用 本 节 定 理 
之 一 证明 。 

6. 证 明 ,， 复 希 尔 伯 特 空间 妃 六 {0} 上 的 紧 自 伴 性 算 了 于 了 了 ， 刀 一 天 至 少 有 一 个 特征 信 。 

7. 芳 虑 用 y= 了 xXw。，XY= (6 y= (71)。，17=579 1=1,2," ,所 定义 的 算 子 了 :12 一 1:。 
在 8.1-6 中 曾 证 明了 是 么 的 。 求 了 的 谱 。 证 明 0cc。 (7), 实际 上 co (T)={0j。 (关于 06E 
(7 ) 或 0€6， (全) 的 紧 算 子 个 ， 见 $8.4 习题 4.5。) / 

8 . 〈 瑞 利 商 ) 证 明 (1 ) 能 够 写成 


5 (SC (2)， A 9 Cx, x 


其 中 g(x) 叫做 瑞 利 商 。 
9 . 若 41 之 4 之 之 4, 是 厄 米 特 矩 阵 4 的 特征 值 ， 证 朋 


2 
Tx 


i!,=maxgq(x), 4h.=ming(%), q(x)= 
%* 呈 0 光 对 DD 


进一步 证 朋 
hi = max g(x), 7=2,3, °°,7 
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其 中 了 , 是 C" 的 、 由 正 交 于 1:,，…。 国 -i 所 对 应 的 特征 矢量 的 所 有 矢量 构成 的 于 空间 。 

10 证 明 。 所 有 元 皆 为 正 的 实 对 称 延 阵 4 = (cj 有 一 个 正 特征 值 。 (能够 证 明 这 个 论断 
在 没有 对 称 性 的 假设 下 也 是 成 立 的 ;这 是 著名 的 佩 龙 (Perron) 和 弗 罗 比 尼 乌 其 (Frobenius) 
定理 的 一 部 分 ， 见 甘 特 马 赫 尔 [FF.R.Gantmacher (1960)， Vol, I, pp,353.) 


* 200 。 


$9.3 正 算 子 


从 $9.1 知道 ， 若 了 是 自 伴 的 ,《7 x，x> 是 实 的 。 因 此 ， 我 们 可 以 若 厅 复 项 尔 伯 特 空 
闻 太 上 的 所 有 有 界 自 伴 线性 算 子 的 集合 ， 并 且 通 过 定义 : 
了 ; 委 了 了 ，, 当 且 仅 当 对 一 切 YE 已 有 《了 ;xy，YX> 委 《 了 7 Xe XxX》 (C1) 


在 这 个 集合 上 引入 半 序 过 见 $4.1) 。 有 时 也 把 ,过 , 写 为 7 ,之 T 1。 
一 个 特别 重要 的 情况 是 ， 有 界 自 伴 线 性 算 子 T， 万 > 万 ， 当 且 仅 当 对 一 切 xE 已 都 有 
《Tx，x》 之 0， 便 称 作 是 正 的 ， 记 为 7 了 之 0。 因 此 这 个 定义 可 表示 为 


TT 之 0。， 当 上 且 仪 当 对 一 切 XE 及 有 《Tx，x>》 之 0 (2) 


有 时 也 把 7 >0 写 为 0< 了 。 实 际 上 ， 这 样 的 算 于 应 岂 做 “ 非 负 的 ”， 而 “ 正 的 ”是 常见 的 
术语 。 
要 注意 在 式 〈1 ) 和 式 《 2 ) 之 闻 有 一 个 简单 的 关系 ， 妈 
T ,<T ,ED0<T,- 了 | 


也 加 生 ， 当 目 仅 当 7， -了 ,是 正 的 时 式 (C1) 才 成 立 。 
这 一 节 和 下 一 节 我 们 专门 研究 正 算 子 和 它 的 平方 根 。 这 个 课题 不 论 就 其 本 身 ， 还 是 作为 
本 章 稍 后 后 推导 有 界 自 伴 线 性 算 于 的 谱 表 示 的 工具 都 是 很 有 意义 的 。 

正 算 子 之 和 是 正 的 。 

从 定义 来 看 这 是 显然 的 。 我 们 再 来 看 正 算 于 之 积 。 从 3.10-4 我 们 知道 ， 有 界 自 伴 线性 算 
子 的 积 (或 合成 ) 当 且 仅 当 算 子 可 交换 时 是 自 伴 的 。 而 将 会 看 到 ， 在 这 种 情况 下 ， 正 性 也 是 
保持 的 。 这 一 事实 在 我 们 后 面 的 研究 中 要 经 常用 到 。 

9.3-] 定理 〈 正 算 子 之 积 ) 若 希 尔 伯 特 空间 瓦 上 的 两 个 有 界 自 伴 线性 算 子 S 和 7 都 是 
下 的 ， 并 且 是 可 交换 的 (ST =T S)， 则 它们 的 积 S 人 是 正 的 。 

证 明 ， 我 们 必须 证 明 对 一 切 xE 且 有 《< STx，x》 之 0。 若 S =0， 这 是 成 立 的 。 设 S 兰 
0 。 我 们 分 (ao) 和 (8) 两 步 来 处 理 ， 


(a》 先 考 虚 和 
Si= SHIH-1S, Si=S.- SS, 71=1 2 (3 ) 
并 用 归纳 法 证 明 
0<Ss<T (4) 
(5) 再 证 明 对 一 切 xE 右 有 《STx，x》 之 0。 
详细 证 朋 如 下 。 


(a》 对 于 n=1， 不 等 式 《4 〉 是 成 立 的 。 事 实 上 ， 假 设 0<S 纵 含 着 0 科 3,, 用 许 瓦 
效 不等式 和 不 等 式 上 Sx Sx， 本 得 


CS X, x>》= 41S1- 1 CCS, «> <I SI- :Sx 上 zx 
<||xll?= <lx, x> 
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从 而 证 明了 S ,<7。 现 假定 (4 ) 对 于 n= 成 立 ， 妈 
OCS<I,, 0o<I- 5S,<I 
则 由 于 ,是 自 伴 的 ， 故 对 每 个 xE 妃 和 yy= sx 有 
Se-SDxx>=《(T-SDSx，Sixy》 
= 《(1- $y, »y> >0 
根据 定义 这 就 证 明了 
SH (1- SnDZ0 
类 似 地 ， 有 
S,(T- S$,) :>0 
把 两 式 相 加 再 化 篇 ， 便 有 
0< SSH- SD+ SI- SN:= S,- SH= Su 
因此 0< Si。 把 Su >0 和 了 - S, 之 0 相 加 ， 可 推出 S,,1<1; 事实 上 有 
0<I- Sst S17- So 
这 就 完成 了 对 (4 〉 的 归纳 法 证 朋 。 
(b) 现在 证 明 对 一 切 xE 天 有 《3 了 7x，x> 之 0。 由 式 〈《 8) 可 弟 推 出 
S, -Si+S， | | 
= i++o5s 


-St+Siz+o+S。 + Sat 
由 于 S .11 之 0， 这 就 意味 着 和 
Sa Stemt Su= SI- SCS | C5) 
据 *<*” 的 定义 及 S, 的 自 伴 性 ， 这 就 意味 着 


SI Sr)?=S CSx, SI) = CSix,x> SS x,x) 
i-1 j=1 = 


由 于 上 式 对 任意 的 都 成 立 ， 故 无 穷 级 数 写 上 Six 中 * 是 收敛 的 。 因 此 目 S-x | 一 0， 3 
0。 根 据 式 《5) | | | 
(3 S51*) x= (51 Su lamSx (n>o0) (6) 
二 于 入 个 9 都 是 S 中 5S 1-!15 的 和 及 积 ,而 5 与 7 是 可 交换 的 ， 故 所 有 的 5, 都 与 了 可 交 
换 。 利 用 S= 上 STS1、 公 式 《6)、 T ->0 世 及 内 积 的 连续 性 ， 对 仔 个 xE 百 和 y1= 1X 
可 得 到 
,298 ， 


《397x，x>=191《7SixxX> 
= | > lim > 《<T orx, xX> 


= 上 S| lim 3 《Ty,, yi> 之 0 


也 就 是 《= xxX7> 之 0。 

由 式 〈2 ) 所 定义 的 半 序 关系 还 促使 我 们 提出 如 下 的 定义 : 

9.3-2 定义 (单调 序列 ) 项 尔 伯 特 空间 4 上 的 单调 自 伴 线性 算 于 7 .的 序列 (了 .) 是 
指 单调 递增 的 序列 


TT ,RR 
或 单调 递减 的 序列 
1 之 了 之 
单调 递增 序列 有 如 下 的 值得 注 间 的 性 质 。 《对 单调 递减 序列 也 有 类 似 的 定理 成 立 。) 
9.3-3 定理 (单调 序列 ) 设 (TT .) 是 复 希 尔 伯 特 空 间 右 上 的 满足 关系 
T ,<T ,RT SK (7) 
的 有 界 自 伴 线性 算 子 序列 ， 其 中 羡 也 是 世上 的 一 个 有 界 自 伴 线性 算 子 。 假 定 〈 了 人。》 中 的 每 
两 个 都 可 换 且 与 可 换 ， 则 《7 了 .) 是 强 算 子 收 敛 的 〈 对 所 有 的 xEH 者 有 T ,x 一 Tx) ， 且 
极限 算 子 7 是 线性 、 有 界 和 自 伴 的 ， 并 满足 开 委 天。 
证 有 明 ， 我 们 游 察 .= 天 一 了。 并 证 朋 ， 
(a) 序列 (《 Sx，%>》 对 每 个 xE 及 都 是 收 伊 的 。 
‘b> 了 了 %*, 其 中 是 线性 、 自 伴 的 ， 并 据 一 致 有 有 界 狂 定理 知 太 是 有 界 的 。 
详细 证 月 如 下 。 
(a》 很 显然 ，S ,是 自 伴 的 。 并 且 有 


S。:-S.S。-=-(S--SJS--=(T.-T。)(K-T。) 
没 mm<n， 则 据 式 (7 了 7) 知人 了 .- 人 个。 和 天 = 了 了。 都 是 正 的 。 由 于 这 些 算 子 可 交换 ， 所 以 所 定理 
9 .3-1 知 它们 的 积 也 是 正 的 。 因 此 , 在 左 端 有 S。: - 9,9。Z0， 即 对 于 m<<n 有 5S。 之 S.S 。。 
类 似 地 有 四 
9 -2=9.(9.~- SS.)= (K-T)(T,.~T.)20 
HWS, Se On: o 合 在 一 起 有 

So S92>0. (m4<<4) 
根据 定义 ， 并 利用 S。 的 自 伴 性 ， 便 有 

《So2XiX> 之 《5DaX;X> 之 《SS 。 ix, x> 


CIIX, "> = || > exX | “之 0 (8) 
这 就 让 月 了 ，; 对 国定 的 x，( 《DS x%,*2 ) 是 一 个 单调 递减 的 非 负 的 数列 ,因此 它 是 收 敏 的 。 
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Cb) 现在 证 明 ( 荆 .x) 收敛 。 据 假设 ,每 个 了 .和 每 个 全。 及 天 都 是 可 换 的 ， 因 此 所 有 的 
9 也 部 是 可 换 的 。 这 些 算 了 于 者 是 自 伴 的 。 根据 哉 (8) 有 - 2《S.0.X,X> 委 一 2 人 人， %, 
xx>， 其 中 m<<n， 因而 有 


| Sx—- Sx||? K(S。- SS)X， ( 9。 一 9)X> 
《(S。-- 9,)2X， X 
《2X9 X > 一 2 《9。9。X9 x> + 《<S,.x, > 


LSIx, X> 一 Sx, x> 


由 此 及 (a)》 中 所 证 明 的 收敛 性 可 以 看 出 (S$S.x) 是 一 个 柯 西 序列 。 由 于 万 是 完备 的 ， 故 它 
是 收 货 的 。 因 为 了 ,= 开 - 959.， 故 CT.x) 也 是 收敛 的 。 很 显然 收敛 的 极限 与 x 有 关 ， 所 以 
我 们 对 每 个 xE 瑟 能 够 写 为 了 .x 一 了 了 x。 这样 就 定义 了 一 个 算 了 于 态 > 态 ， 并 且 了 是 线 竹 
的 。 由 二 人 .是 自 伴 的 ， 内 积 是 连续 的 ， 所 以 了 也 是 自 伴 的 。 因 为 〈:! ,x) 收敛 ， 所 以 对 每 
个 x6E 五 都 是 有 界 的 。 据 一 致 有 界 性 定理 4.7-3 便 得 出 有 是 有 界 的 结论 。 最 后 ， 从 了 .秋天 可 
推出 二。 


z > 题 + | 和 中 | 
1. 设 S$ 和 工 是 复 希 尔 伯 特 空间 二 上 的 有 界 自 企 线性 算 子 。 若 ST 且 S 之 T, 证 明 S = 
T。 
2. 证 明 ，( 1 ) 在 复 希 尔 伯 特 空间 太 上 的 所 有 有 界 自 伴 线性 算 于 集合 上 定义 了 一 个 半 序 
关系 〈 见 定义 4.1-1)， 并 且 对 任 一 这 样 的 算 子 7 有 ， ， 
T ,去 1 一 一 + 和， 7 i 


T ,< 了 :一 一 ay i <aT, 和 本 dD>0) 
3. 设 4，B， 是 和 着 尔 位 特 空间 林 上 的 有 办 各 信 线 相 节 。3 着 T 之 0 且 与 4 和 B 可 交 
换 ， 让 二 | z | 
A<B=—=> AT<B1 , 


4. 车 了 ， 互 一 妨 是 复 希 尔 伯 特 空 : 间 忆 上 的 有 界线 性 算 子 ， 让 明了 7* 和 了 "了 是 自 伴 的 * 
并 且 是 正 的 。 证 明了 人 * 和 了 7 的 谱 是 实 的 且 不 含有 负 信 。 对 于 方 阵 4 来 讲 ， 第 二 个 论断 的 


结论 是 i 什么? 
5. 证 明 ， 复 名 尔 伯 特 空间 . 心 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 工 是 正 的 ， 当 且 仅 当 的 谱 只 由 非 负 


伯 组 成 对 于 矩阵 这 意味 着 什么 ? ， 
6. 设 了 ， 万 一 珂 和 矿 ， 妃 一 五 都 是 复 希 尔 1 伯 竺 空间 厅 上 的 有 界线 验算 了 ， 且 设 S$S = 斥 。 


TT 这。 证 明 :若是 自 伴 的 和 正 的 ， 则 3 也 是 。 
7. 设 T ,和 了， 起 复 希 尔 伯 特 空间 卫 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 ， 并 假定 TT,=T,T, 


T ,之 9。 证 明 T 1,*T ,是 自 伴 的 和 正 的 。 
8. 设 S$ 和 了 T 了 是 希 尔 伯 特 空间 及 上 的 有 穿 有 自 伴 线 性 算 子 。 若 S 之 0， 证 明 T ST 之 0。 


9 证 明 ， 若 全 记 0， 则 (7+7) 一 往 在 。 
10. 设 下 是 复 希 尔 伯 特 空间 上 的 任 一 有 界线 性 算 丁 。 证 明 7+ 了 < 下 的 逆 是 存在 的 。 
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]1 .证 明 ， 序 列 (P.,)〉 是 说 明定 理 9.3-3 的 一 个 例 了 于， 其 中 己 。 是 姓 到 /的 子 空 间 M. 上 
的 投影 ， 而 了 于 空间 对 .是 由 所 有 满足 “45 = 0，7 一 妇 的 序列 x = (61) EL 构成 的 。 

12. 夺 全 是 复 希 尔 伯 特 空间 右上 的 有 界 自 伴 线 性 算 子 ， 证 明 荆 :是 正 的 。 对 于 妓 阵 意味 着 
什么 ? : 

13. 右 了 是 复 币 尔 伯 特 空 间 亲 上 的 有 界 自 伴 线性 算 了 于， 证 明 7 的 谱 不 能 含有 负 值 。 它 推 
广 了 和 矩阵 的 哪 一 个 定理 ? 

14. 若 了 五 有 和 S，: 及 一 如 是 有 界线 性 算 子 并 且 T 是 紧 的， 又 S*S 记 TT*T。 证 朋 
9 是 紧 的 。 

15. 设 工 ， 互 一 万 是 无 穷 维 复 希 尔 伯 特 空间 忌 上 的 有 界线 性 算 子 。 若 存在 c>0 使 得 对 一 
轧 xE€ 及 用 x% 之 c x， 证 明了 不 是 系 的 。 


3 9.4 正 算 子 的 平方 根 


各 了 是 髓 伴 的 ， 由 于 《了 ?x，x> = 《了 x， 荆 x> 之 0， 故 TT * 是 正 的 。 我 们 现在 考 上 起 
其 逆 问 题 ， 给 定 一 个 正 算 子 工 ， 求 一 个 自 伴 算 于 A， 要 求 它 满足 A?* = 了 。 这 就 建议 我 们 提 
出 如 下 的 概念 ， 它 在 研究 谱 表 示 方 面 是 很 基本 的 。 

9.4-1 定义 〈 正 平方根) 设 了 7， 万 一 互 是 复 希 尔 伯 特 空 间 已 上 的 正 有 界 自 伴 线性 算 子 。 
若 有 界 自 伴 线性 算 子 4 满足 

A:=T7 (1) 
则 称 女 为 了 的 一 个 平方 根 。 和 者 还 有 .4 之 0。， 则 称 扫 为 的 正平 方 根 ， 并 记 之 为 
A=T1/? | 


正平 方 根 T +! 存在 且 是 唯一 的 。 
9.4-2 定理 《正平 方 根 ) 复 希 尔 伯 特 空间 太 上 的 每 一 个 正 有 界 自 伴 线性 算 子 了 ， 及 一 
互 都 有 唯一 的 正平 方 根 4。 太 上 的 与 7 可 交换 的 每 个 有 界线 性 算 子 都 与 4 可 交换 。 
证 明 ， 我们 把 定理 的 证 明 分 作 三 步 处 理 。 
(a) 首先 证 明 ， 若 在 附加 的 假设 7 了 <7 之 下 定理 成 立 ， 则 去 掉 附 加 的 假设 仍 成 立 。 
(6) 再 从 4.x 习 4x 得 到 算 于 4 = 人: 的 存在 性 ， 其 中 4。= 0， 并 且 


A = Art (TA.), n= 09 1 «ee (2) 


还 受 证 明定 理 中 所 说 的 可 交换 性 。 
(c) 最 后 证 明正 平方 根 的 唯一 性 。 
详细 证 明 如 下 。 
(a) 若 T =0， 则 可 取 A4 = TT!1/=0。 设 7 0。 根 据 许 瓦 效 不等式， 有 
<Tx, x> Tx xe<lTH Isl 
不 等 式 两 端 用 由 下 上 六 0 去 除 ， 并 令 Q = TH"!T， 则 得 
<Qx, X> 委 lx = 《lx, X7 
sa 3301 。 


即 Q<7。 假 若 Q 有 唯一 的 正平 方 根 妃 = Q!1/?， 则 B? = Q， 并 且 可 以 看 出 ， 由 于 
TH2B):= ITIB:= THQ=7 


所 以 7 = | 工 上 QQ 的 一 个 平方 根 是 TT 1 人 BB。 而 且 不 难看 出 ， Q 1 的 唯一 性 冀 含 着 了 的 
正平 方 根 的 瞧 一 性 。 


因此 ， 若 我 们 能 够 在 T 志 7 的 前 提 下 证 明定 理 成 立 ， 则 定理 9.4-2 便 告 成 立 。 
Cb》 存 在 性 。 我 们 来 考虑 (2)。 由 于 A。,=0， 故 有 4 = -二 了， As=T -Te 


每 个 4, 者 是 的 一 个 多 项 式 。 因 此 4, 是 自 伴 的 ， 相 互 之 间 是 可 交换 的 ， 并 且 能 与 每 个 和 了 
可 交换 的 算 子 交换 。 现 在 来 证 朋 


/A 二 J， n= 05] ee (8) 


A.<Ar1s 7=0 1 (4) 
A.x—> Ax, A=Ti/, | (5) 
ST=7S > -49= -4 (6) 
其 中 S 是 如 上 的 有 界线 性 算 子 。 
《8 ) 的 证 朋 ， 


间 先 有 4 和 1。 设 %>>0。 由 于 7 一 4: 是 自 伴 的 ， 所 以 (1 - 4.-D?>0。 而 且 了 到 7 
意味 着 7- 了 之 0。 由 此 及 《2 ) 便 得 到 《8); 


0< -4 + 二 (7- T) 
=1- A -3 (T -At-) 
-1- 4， 
《4 ) 的 证 明 : 
利用 归纳 法 。(2 ) 给 出 了 0= 4,<A41=-17 7。 我 们 来 证 明 对 任 -固定 的 mm ,4 .< 
了. 站 含 着 4.< 4 。 由 (2) 可 直接 计算 出 


A -As= drt (TAS) 一 4 一 (AD) 
= (A.— A.) CT -At As] 


据 归 钠 假设 4.- 4,-1 之 0， 根 据 (3)，[*…] 之 0。 因 此 据 9.3-1 有 A A 


《5) 的 证 遇 : 
根据 (4) 知 (A.) 7 是 单调 的 ， 而 据 ( 8) 又 有 4。 之 1。 因此 根据 定理 9.3-3 可 推出 ， 
存在 一 个 有 界 自 伴 线性 算 子 《使 但 对 一 切 xcE 刀 有 4x->4x。 由 于 〈4.x) 收敛， 故 (2) 


给 出 J 
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i i ee — — 


Ariix -Lox=-(TX- Anix) >0s > OO 


因此 对 一 切 xE€ 如 有 Tx -A?x=0， 此 即 T = A?:。 根据 (4) 有 0= 4< 委 4。 即 对 每 个 x6E 
三 有 《<A.x，x》 之 0 从 而 所 内 积 的 连续 性 ( 凤 3.2-2)。， 可 推出 对 每 个 XE 三 有 《Ax,x》 之 
0 。 这 便 证 明了 -4 之 0。 

(6) 的 证 朋 ， 

按照 (3 ) 的 前 面 的 一 段 证 明 ， 我 们 知道 ST = 了 3 意味 着 4.3 = 3 4。 亦 即 对 一 切 x6 
厅 有 A.Sx= SA.xX。 令 n 一 co， 便 得 到 (6 )。 

(c) 唯一 性 。 设 4 和 B 都 是 了 的 正平 方 根 。 则 4:= 已 : = 了。 并 且 也 有 DT = 35:= 
8*B= 了 了 8， 所 以 据 (6) 有 AB=B8A。 令 xE€ 卫 是 任 取 的 ,并且 y= = (4 -BB)x。 则 由 
于 妇 之 0， BB 之 0， 收 有 《Ay，y> 之 0，《By，y> 之 0， 利 用 4B8B= BA，A:= B88， 使 
得 到 ， 

CAysy> + 《By,y> = (A+B)y,y> = (A:- Bi)x,y> =0 
因此 《< Ay,y> = > =0。 由 于 《之 0 且 是 自 伴 的 ， 故 4 有 一 个 正平 方 根 C， 即 C 

0 = <Ay,y> 一 《C2y，yY> 一 4《C ye Cy> 一 | Cy “ 
印 Cy=0。 并 且 4y= C2y= C (Cy) =0。 类 似 地 可 证 明 8y=0。 因 此 (4 -8)y=0。 利 
用 yy=( -有 )X， 因而 对 一 切 X 人 及 有 

Ax-Bxl:= (A-B)’x, x> = 《(A-B)y, x> =0 
这 就 证 有 明了， 对 一 切 x€E 恕 有 Ax -2x=0， 此 即 4= 卫 。 


平方 根 的 应 用 将 在 $9.8 中 研究 。 实 际 上 ， 在 研究 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 表 示 旋 面 ， 平 
方 根 将 起 着 很 基本 的 作用 。 


习 是 


1. 求 一 个 算 子 T，R :一 Rk ?， 已 满足 ” 一 其 中 了 为 恒 等 算 于 。 指出 哪 一 个 方 根 是 7 


的 正平 方 根 。 
2. 设 TT， 工 ?50,1]-> 荆 [50,1J 是 用 (x) (4) _ xD) 定义 的 算 子 《 见 3.1-5) 。 证明/ 是 


外 位 的 和 正 的， 并 求 它 的 正平 方 根 。 
3. 设 T， 12>1? 是 用 (613623683**) lI» (0, 0, 6354 “on) 定义 的 算 子 ， 扩 是 有 办 的 吗 ? 
自 伴 的 吗 ? 正 的 吗 ? 求 工 的 平方 根 。 | 
4 .证 明 ， 对 于 定理 9.4-2 中 的 平方 根 有 


| 攻 
5 , 设 T， 太 > 及 是 复 希 尔 伯 特 空间 及 上 的 一 个 有 界 正 自 伴 线 性 算 子 。 利 用 荆 的 正平 方 根 
证 明 ， 对 一 切 x，。， YE 好 有 
\<Tx,y> IE <Txx> 《TY 7 
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6. 有 驾 的 是 ， 习 题 5 中 的 论述 不 用 1/ 也 是 能 够 证 明 的 。 给 出 这 样 的 一 个 证 明 (这 个 
结果 和 许 所 效 不 等 式 类 似 》。 
7.1iE 了 有明 ， 在 习题 5 中， 对 一 切 xE€ 太 有 
I Txh<HTHi/ CTx, x> 1/: 
所 以 《<Tx，x》=0， 当 且 仅 当 T x = 0。 


8. 设 如 是 一 个 非 奇 寞 的 1 阶 实 方 隆 ， 而 且 C = B 8B 7?。 证 明 C 有 一 个 非 奇 寞 的 正平 方 根 
4A。 


9. 设 4 和 怠 是 习题 8 中 的 人 矩阵， 证 月 D= A"!18B 是 一 个 正 交 和 矩阵 〔( 见 3,10-2)。 


10. 若 3 和 了 是 复 希 尔 伯 特 空间 所 上 的 正 有 界 自 伴 线 性 算 子 ， 并 且 S$:= 了:, 证 明 S = 
i。 


3 9.5 投影 算 子 


投影 算 子 号 ， 或 简单 地 加 投影 也， 曾 在 $3.3 中 定义 过 ， 在 那里 希 尔 但 特 空间 总 被 表示 
为 闭 子 空间 了 与 其 正 交 补 了 -之 直 和 和 因而 


H=Y@Y+ z z (1) 
X= y+2zs yEY, 2€Y- | 
出 于 和 症 直 和 ， 所 以 对 任 一 给 定 的 XE4， > 是 唯一 的 。 因此 C1》 定 义 了 一 个 线性 算 子 
PpP:; HH | | C2) 
X |”>y= fx 
了 叫做 态 上 的 一 个 正 交 投影 或 投影 。 更 更 明确 点 说 ，P 叫 做 万 到 上 的 投影 。 因 此 ， 对 A 上 的 
线性 算 子 PP， 五 > 太 ， 若 存在 召 的 闭 子 空间 了 使 得 Y = %(P)， Y+=AV(P) 有 HPIy 是 Y 上 


的 恒 等 算 子 ， 则 了 是 及 上 的 一 个 投影 。 由 
现在 可 以 看 到 式 《1 ) 中 的 和 能 够 与 为 _ 
X= y+z= Px+ (1- P)x 
这 表明 已 到 + 上 的 投影 是 了- 三 。 
及 上 的 投影 还 有 另外 的 特征 ， 有 时 把 它 当 作 投 影 的 定义， : 
9.5-1 定理 (投影 7 项 尔 伯 特 室 间 订 上 的 有 界 线性 算 于 三 : 后 一 全 是 一 个 投影 ， 当 且 


仅 当 是 自 伴 的 和 徊 等 的 (好 P ?= 上 )。 
证 明 ，(a) 假定 已 是 右上 的 一 个 投影 ， 并 用 了 表示 上 (Hf) = = 2(P), 则 因为 对 每 个 x€ 


有 HH 和 Px=yEY 有 
Pix=Py=y=Px : 
以 P2=P。 此 外 ， 设 X1=》1+219%s= ys+22， 其 中 ys Yy,E€Y ，21;22EY+， 则 因为 Y 
1 入 +， 故 有 《yizz>》=《Jyay2zi> =0 而 从 
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《PPxixXa> = 《Yi N22+22> = 《yi Ys 
= 《Ji+zliyy22> = 《X19 PX 
可 看 出 是 自 伴 的 。 
(b) 反 过 来 ， 假 定 P*= 已 = P*。 并 用 了 表示 P (及 )。 则 对 每 个 EH， 
z x=Px+(T- P)x 
从 下 式 | 
<Px, (1- P)v> = <x,P(i- P)v> = <x, Pu- Pivy 
= 《<《X,0> =0 


可 推 得 正 交 性 ， 了 = PH)L(U-P)(N)。 因为 从 
(I- PPx= Px- Pix=0 


可 以 看 出 FCAH(-P 了 ), 而 (1 ~- 卫 )x =0 意味 着 x= 已 x 表明 了 了 二.j(1- 已 )， 从 而 说 明了 
是 1- 了 的 零 空 间 V(1- 号 )。 根 据 2.7-10(b)， 是 闭 的 。 最 后 ， 由 于 记 y= Px， 便 有 Py 
= Px= Px=y， 说 明 Ply 是 六 上 的 己 等 算 于 。 
我 们 将 会 看 到 ， 相 对 来 说 投影 有 简单 而 明晰 的 性 质 。 这 就 促使 我 们 用 这 样 的 简单 算 子 去 
天 人 信和 将 室 有 放流 让 全 因为 我 们 还 会 看 到 。 为 此 所 使 用 的 投影 与 算 于 
谱 关 联 在 一 起 ， 所 以 得 到 的 表示 又 间 做 算 子 的 谱 表示 。 而 谱 表示 也 说 明了 投影 的 极 大 重 记 
机 
我 们 将 在 $9.9 中 给 治 出 有 界 自 位 线 性 算 子 的 谱 家 示 。 为 达到 这 一 目标 需要 做 的 第 一步 工 
本 是 研究 投影 的 一 般 性 质 。 这 就 是 本 节 和 下 一 节 桂 化 的 工作 。 而 第 二 步 工 作 是 要 对 投影 下 一 
合适 的 定义 ， 即 定义 一 个 所 谓 谱 族 的 单 参数 投影 族 (39. 7)。 第 三 步 工 作 是 要 针对 给 定 的 
让 办 自 伴 线 从 算 于 了 以 唯一 的 方式 给 出 它 的 谱 族 《§9.8)， 又 串 做 个 的 谱 族 。 在 $9.9 中 
用 这 个 谱 族 给 出 我 们 所 希望 的 7 的 谱 表 示 。 在 $9.10 中 讨论 这 种 谱 表 示 的 一 个 推广 。 最 局 
在 $9.11 中 讨论 谱 族 在 不 同 的 谱 点 上 的 特性 。 以 上 就 是 本 章 余 下 的 几 节 的 研 病 计划 
家 上 面 指出 的 那样， 让 我 们 从 现 究 投 影 的 基本 性 夺 丰 办 。 NE 


于 。 
9.5-2 定理 ( 正 性 ， 第 十 对 着 尔 们 特 空 间 厅 上 的 知人 投影 P 都 有 ‘i 
<Px， *> = Px (8) 
PF>0 | : : (和 4) 
1PH<1i, 车 P(AH) 志 {10}: 则 P=1. (5 
证 有 明 ， 从 下 去 


cPx, x> = <P’x, x> = <Px, Px> =lPxll’ >0 
可 推 式 《8 ) 和 式 (4 ) 。 再 据 许 瓦 兹 不 等 式 有 四 
Il Pxil*= <Px, *> <lPxllxl 
所 以 对 每 - 个 xx0 有 上 Px/ixj<1l， 故 P11。 并 且 关 x€P ( 红 )， 又 x0s 便 有 
上 Px/ x 上 =1， 这 就 证 明了 式 〈5)。 | 
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投影 算 子 之 积 ， 未 必 是 一 个 投影 ， 但 有 如 下 的 基本 定理 。 

9.5-3 定理 (投影 之 积 ) 对 于 项 尔 伯 特 空间 右上 的 投影 算 了 于 之 积 《合成 )， 有 如 下 两 个 
论断 成 六 。 

Ca) = 了 1 了 是 人 要 上 的 一 个 投影 ， 当 且 仅 当 投 影 了 1 和 了 ,是 可 换 的 ， 即 P,P,= 
P,P ,。 并 且 忆 把 及 投 影 到 Y = 了 ， | 上 ， 其 中 了,= Pj(1)。 

(b) 厂 的 两 个 闭 子 空间 Y 和 六 是 正 交 的 ， 当 且 仅 当 对 应 的 投影 满足 PyPy =0。 

正明 :，(a7 假 厂 P,P,= P,P， 人 所 定理 3.10、 4 已 是 自 伴 的 。 又 由 于 


P:=(PiP:)CP,P)=PiP =PP, = 已 

故 卫 站 之 等 的 。 因 此 ， 握 9.5-1 知己 是 一 个 投影 ， 并 且 对 每 个 xE 太 有 
Px=P1(Px)= PPIx) 

由 于 六 :把 妃 投 影 到 了 上， 所 以 必 有 忆 : (Pa:x)EY 1。 类 似 地 有 『，(P 1x)EY ,。 合 在 一 起 


有 已 xE7 , 则 VY ，,。 由 于 xE 召 是 任 i 世 的 ， 这 就 证 明了 把 及 投影 到 Y= 了 1 几 Y ;中 。 精 确 地 
讲 ， 把 厅 投 影 到 六 上。 事实 上 ， 大 EY ，- 则 EL, 1 YEL :， 并 且 


Py= PP,y=Py=y 


及 之 ， 右 P=P ,了 :是 定义 在 及 上 的 一 个 投影 ， 则 据 9. 5- -1 卫 是 自 伴 的 ， 并 且 从 定理 
3.10- 4 中 推出 玉 ， py Pl。 | 
= 0。 | 
及 过 来 ， 若 Py Pr=0， 则 对 每 个 yEY 和 ve 可 得 到 和 : 
Cy 二 CPyy, Pyvy> mn PPro Cy,0> = 


全 


因此 上 上 7。 本 EN 
类 似 地 ， 入 影 之 和 未 必 是 小 投影 。 碍 有 | 
9.5-4 定理 (投影 之 和 ) 设 忆 ,和 户 ， 是 江 尔格 株 宪 间 办 上 沟 投 基 | 刘 
(a) 和 P = P+ 了; 是 瑟 上 的 投影 , 当 且 仅 当 了 ,=P ( 妨 ) 与 六 = P (7) 是 正 交 的 。 
(b) 若 P = P+ 了 ;是 一 个 投影 则 已 把 再 投影 到 了 = 了 党 和 1 sy :3 . 
证 上 明 ，(a) 若 P = P+ PP 是 一 个 投影 据 9.5-1， P=Pi, 写 出 来 有 
已 ,+ 已 ,=(DPDi+ 忆 2 = 了 +PiP+PaLi+ 3 
根据 9.5-1，。， 在 右 端 有 P11*=P,， Pp 2 消 山 启 有 
PP, Fattal i170 《6) 
上 式 左 乘 书 :使 得 1 和 7 
P,P,P,+P.Pi= (C7) 
上 式 骨 有 涵 了 :， 便 得 2P,P,P, -0， 所 以 根据 区 (7) 得 到 二 = 0， 再 据 9， 5-3(6) 有 
Y ,|},,。 z 
反之， 洛 Y 了 1 上 Y ;,， 则 据 9.5 306) 有 PP， PP p -0 这 就 给 了 (6)， 它 意味 着 
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P?=PP。 由 于 Pi 和 PP ;是 自 伴 的 ， PAE = 也,+P 了 ,也 是 自 伴 的 。 因 此 根据 9.5-1，P 是 一 
个 投影 。 

(b》 我 们 来 确定 闭 子 空间 了 CC 右 ， 使 得 P 把 如 投影 到 YF 上 。 由 于 P=Pl+P,， 所 以 
x 每 个 XE 都 有 
这 时 PxEY 1,，P,xEY ,。 因 此 yEY ,了 ,， 从 而 有 YCY 7 ，,。 z 

现在 证 明了 一 上 ,中 ，,。 任 取 zE8 1 人 DF,， 则 有 v= yi + yas 其 中 yiE 1 y:EY ，。 
用 作用 。， 再 利用 了 ,| 了,，。 便 得 到 

Pv= Pi(yi+y)+ Py ty2)= Pm + ,y= Yi1+y: =v 


因此 v€EY ， 从 而 了 学 Y 1@HY ,。 合 在 一 起 ， 便 证 明了 Y = 了 ,DY ,。 
刁 题 
1. 证 明 ， 送 尔 伯 特 空间 万 上 的 投影 满足 
OPeIr 
在 什么 条 件 下 将 有 (i?) 已 =0， (ii) P=1? 
2 . 设 Q= 3 HH, 其 中 3 和 也是 有 界 和 线性 的 着 忆 是 一个 投影 S$ 是 一 个 
西 算 子 ， 证 明 Q 是 一 个 投影 。 
5. 找 出 线性 算 子 了 ， 民 :一 玉 :， 它 是 等 寡 的 ， 但 不 是 自 伴 的 (所 以 不 是 投影 ， 见 见 9.5-1)。 
4. 举 出 民 : 中 的 投影 Pi1, PP， 的 例子 来 说 明定 理 3.5-3， 使 得 已 , 己 ， 妍 不 是 已 : ， 也 不 是 
5 .把 定理 9.5-4 推 广 到 和 已 = 已: 二 大 + 和 十 oo、 
6 .在 习题 5 中 ， 设 天 ;= 了 (CC)，71=12 ,my 并 设 上 了 = PH), 证 明 每 个 xE 7 都 有 
了 示 
XxX 一 X1 +t XT tN 、 = Px€Y, : 
并 且 ， 反 过 来 若 xE 万 能 表 成 这 种 形式 ， 则 ET ， 而 且 这 个 表示 是 唯一 的 。 
7. 给 出 一 个 简单 例 于 ， 它 能 说 明 鲍 个 投影 之 和 米 必 是 一 个 投影 。 
8, 若 投影 Pj 理 习 肪 之 和 P+ 了 Ps 中 + PP 是 一 个 投影 ;其 中 如 是 希 尔 伯 特 空间 。 证 
有 的 
Pixtl?+ Ps,x | + + Pax “< x? 
9, 从 本 节 的 定理 如 何 得 到 贝 塞 尔 不 等 式 (3 3.4)。 
10. 设 已, 和 已, 分 别 是 希 尔 伯 特 空间 娓 到 7 : 和 了 ， 上 的 投影 ， 并 且 P1P,=P,P1。 证 
时 四 
Pi+tPs -PP， 
量 一 个 投影 ， 即 五 到 7 ,+ 了 ,上 的 投影 。 
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S 9.6 投影 的 其 它 性 质 


鉴于 上 节 一 开始 所 阅 明 的 理由 ， 我 们 要 研究 投影 的 其 他 性 质 ， 这 些 性 质 后 面 将 要 用 到 。 

我 们 的 第 一 个 定理 要 涉及 到 用 也: 委 也 ( 见 $9.3) 在 给 定 的 希 尔 伯 特 空间 上 的 所 有 投 
影集 合 上 定义 的 半 序 关系 。 这 个 定理 是 下 面 三 节 中 的 基本 工具 。 

9.6-1 定理 《〈 半 序 ) 设 了 ;和 PP ,是 定义 在 铝 尔 伯 特 空间 及 上 的 投影 ， 了 ,和 了 ,分 别 把 
刀 投 影 到 两 个 于 空间 了 ,= 了 1( 碳 ) 和 ,= 了,( 碳 ) 上 ， 而 YA(P 1) 和 (PP;,) 是 这 两 个 投影 


的 改定 旧 。 则 下 述 条 件 是 等 价 的 。 


P,P,=P,P,=P, (1) 
了 :CC 了 ， (2) 
HP1 EDNP,) : - (8) 
Pixll<lPxl, 对 一 切 x€EF / 《和 44) 
P<P, (5) 


UFiH,， (1)=———=(4) | 
“ 据 9.5-2 有 | 己 , |<1。 因 此 对 一 切 xEEz， 式 C1) 给 出 了 


LP “=A 人 站 
(4 一 (5) 人 机 

从 $9. 5 中 的 式 (8) 和 本 定理 中 的 式 C4; 对 一 切 4E 有 
<Plix,xX> = Li | Pxl = 《Pix,X%> | .| 


r 
人 '% 。 。 


根据 定义 ， 这 就 证 明了 Pi<P，。 
(5) 一 (83) | 
任 取 xE.CP， 则 已 sx =0。 据 $9. 5 中 的 式 C8) 和 本 定理 中 的 式 《5)， 有 
Pi x|*= 《Pix， x <《Pixyx> =0. | 
因为 xE.P(P ,) 是 任意 的 ， 因 此 已:x =0， 隐 ‘Er (PD, MRP rp. 


( 8 )==* (2) 
由 于 .A (了 上 ， ) 是 ,在 肛 中 的 正 交 补 ， 所 以 据 引 理 3. 3-5， 这 是 显然 的 。 
(2)— (1) 
据 式 (2) Pi x€Y :， 所 以 忆 ,CP ix) = Pix， 此 即 P， Pp, 


定理 3.10- -4 便 意 味 着 P1 = 了， P,=P, Pp.,.。 


对 每 个 xCE 有 HH 有 P 1XEY 1。 
现在 可 以 讨论 投影 之 差 。 这 是 刚才 证 明 的 定理 的 第 一 个 应 


=P 气 9.5-1， 忆 :是 自 伴 的 ， 
上 一 节 研 究 了 投影 算 子 之 和 ， 现 
用 。 
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9.6-2 定理 (投影 之 整 ) 设 P ,和 P ,是 希 尔 伯 特 空间 女 上 的 投影 ， 则 

(a) 差 上 1 = 了 :一 一: 是 如 上 的 投影 ， 当 且 仅 当 了 ,CY :， 其 中 Y = 了 (EC)。 

(5) 大 PP = P,P, 是 一 个 投影 ， 则 PP 把 及 投影 到 Y 上 ， 其 中 了 是 Y ,在 YY, 中 的 正 交 
补 。 

证明，(a) 大 P= P,P 是 一 个 投影 ， 则 据 9. 5- 1 有 上 = P’, 写 出 来 是 


P,-P.=(P,~-Pi)*=P,?- P,P1-P,P.+P,? 
帅 9.5-1， 在 右 端 有 ,= 了 ,，P 1*= Pi1。 因 此 有 

P,P,+P,P'!=2P, / (8) 
上 式 左 裕 和 右 梯 PP , 便 得 到 

P:P,P,+P,P,=2P,P， 

PP,+P,P,P,=2P,P, 
因此 有 P:.P,P,=P,P,，P,P,P,.= 忆 ,P, 而 据 式 (6》 便 得 

P,P.,=P.,P,=P, z z : (7) 


再 由 定理 9.6-1 便 推 出 Y ,CY ,。 : : 
反之 ， 若 了 ,CY ，， 定 理 9.6-1 便 给 出 式 (7 )， 这 就 意味 着 式 (6 ) 成 立 ， 从 而 证 明了 P 
是 军 等 的 。 由 于 P ,和 P ;是 自 伴 的 ， 所 以 P = P,P1 也 是 自 们 的 ， 据 9.5-1，。 PP 是 一 个 投 


时 2 。 


Cb) 了 二 (是 由 形 如 
y= Px= Pp, YX 一 P 1 YX x€H (8) 
的 所 有 矢量 组 成 。 根据 (a) 有 了 :CT ,, 所 以 根据 式 (1 2 有 忆 ， Pi=F.» FE 因而 从 式 《( 8) 
可 得 到 本 
P,y= Px-P, Per 
这 表明 yEY,. 从 式 (8) 和 式 C1) 还 得 到 
: Pp,y=P'Px-Ppiix=Ppx-Px-0 


这 志明 yEA(P1)= 了 +t 见 3.3-5。 全 在 一 起 ,1 伐 知 YE% -= 7 ， NY 。 由 于 y 是 任意 
的 。 故 YCV。 
再 证 明 节 之 矿 。 由 于 万 到 了 ， :上 的 投影 是 7- P， 《 见 9. 5)， 放 每 个 ， vE€V 都 具有 如 下 
开工， 
v=({- Pi)y,s y.€Y, : | (9) 
大 利用 PP,= PP,， 并 由 于 P ,ys,=y，,， 便 从 云 《9 ) 得 到 
Pv=(P,-— pp, ) (71— F. 1)y: 
= (PP, PP, Pi-P, +P, Jy 
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rr 


=y,- Ply,=v 


这 就 证 明了 vEY 。 由 于 vEV 是 任意 的 ， 故 六 二 让 。 合 在 一 起 ,， 便 有 YY =P(H)=V=Y， 
NY 1t, 

由 这 个 定理 和 前 一 个 定理 ， 我 们 能 够 推广 单调 递增 投影 序列 的 收敛 性 这 一 基本 结果 。 
(对 于 单调 递减 投影 序列 也 有 类 似 的 定理 成 立 。) 

9.6-3 定理 (单调 递增 序列 ) 设 (P,) 是 定义 在 希 尔 伯 特 空间 厅 上 的 一 个 单调 递增 投影 
序列 。 则 ; z 

(a) (PP,) 是 强 算 子 收敛 的 ， 也 就 是 说 ， 对 每 个 xE 石 ，P ,x 一 Px， 并 且 极 限 算 子 P 
也 是 定义 在 媚 上 的 一 个 投影 。 

《(b) 尸 拒 玖 投影 到 


P(ED) = VU PH) 
上 。 
Cc) 古 的 零 空 间 为 
AP)= NWP, 


证 明 ，(a) 设 m<n。 据 假设 ，P .<P,。 所 以 据 9.6-1 有 己 。( 妃 )CP.( 已 )， 并 根据 
9.6-2， 卫 ,了 .是 一 个 投影 。 因 此 ， 根 据 9.5-2 对 每 个 固定 的 xE 如 有 
| Px—- Pa.x|| := i (P.—-P.)x||? 
一 <(P.—- PP.)x,x> 
= CP.x,%> 一 《XXXD (10) 
IP.xll:—-lP,.xl? 
殷 9 5.2 有 | P ,1 二 1， 所 以 对 每 个 za 都 有 | Psx1 < 1x1l。 因 此 。 (1 P.x1) 是 一 个 有 
界 数列 。 由 于 (P ,) 是 单调 的 ， 据 9.6-1 (| Fx | ) 也 是 单调 的 。 因此 (| 下 PP.xill) 是 收 往 
的 。 由 此 久 式 《〈10) 便 看 出 (PP .,x) 是 一 个 柯 西 序列 。 由 于 妃 是 完备 的 ， 丰 (PP ,x) 收 敛 ， 其 极 


| 


“ 限 依 赖 于 x， 不 妨 设 P 了 .x 一 > 了 x。 这 样 就 在 妃 上 定义 了 一 个 算 子 已 。 显 然 己 是 线性 的 。 由 


于 有 P,x -> Px， 并 且 P. 是 有 界 的 ， 自 伴 的 和 短 等 的 ， 故 P 也 有 相同 的 性 质 。 因此 据 
9.5-1 知 PP 是 一 个 投影 。 | 
Cb) 现在 来 确定 了 (日 )。 设 m<n， 则 P。P，。 即 ,~ 号 0, 据 定义 《<(P.,- 让， 
x》 之 0。 令 n>co, 根 据 内 积 的 连续 性 ( 见 3.2-2〉 可 得 《<(P 了.)x,*》 之 0， 即 已 .< 委 已 。 
而 扬 9.6-1， 对 每 个 m 都 有 Pa(HICP(H)。 因此” 
UP.(H)CP(H) 
此 外 ， 对 每 个 m 和 每 个 XE 看 还 有 
Pax€EPAAHICUPH) 
由 于 Psx->Px， 从 1,4-6(a) 可 看 出 PxEeU PH) 。 这 表明 P (H)C UP.( 有 ) 。 合 在 
一 起 ， 便 有 
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U P.O CP HCUP.H) 


而 从 3.3-5 又 知 P(H) =. (1~P)， 所 以 据 2.7-10(6) 知己 ( 妃 ) 是 财 的 。 这 就 证 明了 (2)。 
(c) 最 后 确定 .所 (已 )。 利 用 引 理 3.3-5， 并 根据 (6) 中 证 明 的 已 ( 厂 ) 一 下. 全 ) ， 所 以 
对 每 个 都 有 及 (P)= PP(H)+CP,( 则 )*。 因 此 有 


A PCNPCH):= NA CP,) 


另 一 方面 ， 若 xE 则 A (P.,)， 则 对 每 个 nn 都 有 XEAH(P.)， 所 以 Px =0， 并 由 PP.x->Px 
可 推 知已 x=0， 此 即 x€EY(P)。 由 于 xE€ 则 AY(P 了 ,) 是 任意 的 ， 故 有 f- 广 (CSC-A (PF )。 
合 在 一 起 便 得 YY(P)= 1 人 (上 9。 

习 题 

1. 用 欧 几 里 德 空间 Rs: 中 的 简单 的 投影 例子 来 说 明定 理 9.6-1 中 各 种 等 价 的 论述 。 

2 .证 明 ， 希 尔 伯 特 空间 互 上 的 两 个 投影 之 差 P = 已 :- 已 :是 恕 上 的 一 个 投影 ， 当 且 仅 当 
P<P,。 

5. 为 了 更 好 地 理解 定理 9.6-2， 考 虑 及 =R*，。 六 设 P ,是 到 515, -平面 上 的 投影 而， 
是 &16,- 平 面 内 到 直线 5 = 1 上 的 投影 。 粗 上 略 地 男 出 1, 了 ,，， 了 1， 了 “和 了 ,在 Y :中 的 
正 交 补 。 当 x = (61;523 58) 时 ， 定 出 (P ,了 1)x 的 坐标 。 试 问 P ,+ 了 :是 一 个 投影 吗 ? 

4 . 〈 投 影 的 极限 ) 车 (P,) 是 定义 在 希 尔 伯 特 空间 及 上 的 一 个 投影 序列 ， 并 且 P 了 .一 PP， 
证 明 忆 也 是 瓦 上 的 一 个 投影 。 

5 . 设 定理 9.6-3 中 的 P,.(H) 对 和 个 者 是 有 限 约 。 证 明 ， 虽 然 如 此 ，P (已 ) 仍 可 能 
是 无 穷 维 的 。 

6. 没 (P .) 是 强 算 子 收 伍 到 极限 己 其 中 己 。 是 希 尔 伯 特 空间 厅 上 的 投影。 假定 P,.(H) 是 
无 穷 维 的 。 用 一 个 例子 说 明 ， 尽 管 如 此 ， P (日 ) 仍 可 能 是 有 限 维 的 。 (顺便 指出 ， 这 里 和 习 
题 5 中 的 这 种 不 规则 的 现象 在 一 臻 算 子 收敛 的 情况 下 ， 是 不 可 能 出 现 的 。) 

7 . 在 单调 递减 序列 ( 尸 .) 的 情况 下 ， 定 理 9.6- 3 中 的 已 (五 ) 是 什么 ? 

8. 若 Q1, Q;,,"… 是 希 尔 伯 特 空间 太 上 的 投影 ， 且 满足 Qi(H) 1 QH) (j 夺 )， 证 明 
对 每 个 XE 五 级 数 


Qx= > Qix 
1=1 


地 星 《( 按 太 上 的 范 数 ) 收敛 的 ， 并 且 Q 是 一 个 投影 。Q 把 电影 投 到 哪 一 个 子 空间 上 ? 

9.〈 不 变 子 空间 ) 设 T， 杂 一 日 是 一 个 有 界线 性 算 子 ， 了 是 瑟 的 一 个 子 空间 。 者 了 (Y ) 
CY ， 则 称 Y 是 在 T 之 下 不 变 的 。 证 明 ， 闭 于 空间 Y 要 在 之 T 不 变 ， 当 且 仅 当 了 + 在 T* 
之 下 不 变 。 / 

10，( 算 子 的 约 化 ) 六 总 项 尔 伯 特 空间 及 的 一 个 闭 于 空间 ， T :万 -~ 万 是 一 个 线性 算 子 。 

千 了 (六 )C7 且 了 (LDOC7， 也 就 是 说 六 与 六 + 都 是 在 了 之 下 不 变 的 ， 则 说 了 可 约 化 线 性 
生子 T。 《这 时 对 了 的 研究 简化 为 分 别 对 了 | 和 | + 的 研究 。) 若 己 ,是 及 到 7 上 的 投影 上 
P.T=TP, 证 明 Y 可 约 化 了。 
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11. 行 习题 10 中 有 dim 囊 <co 且 Y 可 约 化 廊 ， 试 问 关于 表示 了 的 矩阵 能 够 简化 成 什么 形 
式 ? 

1< .求证 习题 10 中 论述 的 逆 ， 也 就 是 硅 Y 可 约 化 2 ， 则 三 7 = 7 三 

13. 若 习题 10 中 的 了 可 约 化 TT， 证 明了 TP,= Ps; 全 ， 其 中 卫 , 是 已 到 7 六 + 上 的 投影 。 

14. 设 (ei) 是 可 分 希 尔 伯 特 空间 石 中 的 一 个 完全 标准 正 交 序 列 。 并 设 ， 厅 习 日 是 用 
1 en 二 ER+19 k= 1 ,2,**°， 先 在 e. 上 定义 而 后 再 把 它 连 续 地 延 拓 到 石上 的 一 个 线性 算 了 于 。 又 设 
了 ,是 span{cs;es+1"**} 的 闭 包 ， 其 中 名 过 1 。 证 朋 ， 了 不 是 自 伴 的 ， Y. 不 能 约 化 了 。 (G) 利 
用 习题 12，(5) 给 出 一 个 直接 的 证 明 。 

15. 设 六 ， 石 且 是 希 尔 伯 特 空间 石上 的 有 界线 性 算 于 ， 了 Y 是 满足 了 (Y )CY 的 一 个 闭 
子 空间 。 吞 荆 是 自 伴 的 证明 T(Y+)CY+,。 所 以 在 这 种 情况 下 ， 了 是 可 约 化 的 。( 注 意 ， 
习题 14 中 的 了 不 是 自 伴 的 。) 


$9.7 谱 族 


从 $9.5 我 们 回想 起 ， 我 们 目前 的 主要 目的 是 要 用 很 简单 的 算 子 〈 投 影 ) 去 表示 和 希 尔 伯 
特 空间 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 ， 为 了 要 获得 这 些 较为 复杂 的 算 子 的 有 关 信 息 ， 我 们 就 可 以 直 
接 去 研究 那些 简单 的 算 子 的 人 性质 。 这 样 的 表示 将 称 作为 算 子 的 谱 表 示 。 有 界 自 伴 线性 算 子 
个， 万 -> 万 一 经 给 出 ， 我 们 便 可 用 一 个 适当 的 投影 族 给 出 它 的 谱 表 示 ， 这 个 投影 族 又 叫做 了 
的 谱 族 。 在 本 节 中 ， 我 们 诱导 并 定义 一 般 意 义 下 的 谱 效 的 慨 念 。 也 就 是 说 ， 不 涉及 具体 给 定 
的 算 子 了 。 针对 具体 给 出 的 算 子 了 的 适当 的 谱 族 ， 将 在 下 “ 节 单 独 考虑 而 了 的 谱 表示 放 在 
9.9 中 讨论 。 | 

从 有 限 维 的 情况 我 们 能 够 看 出 谱 族 产生 的 背景 。 设 T， 态 > 玉 是 西 空间 及 =C" (《 见 
3.10-2) 上 的 自 伴 线性 算 子 。 则 TT 是 有 界 的 ( 据 2.7-8)， 并 且 可 以 选 定 妃 的 一 个 基 , 用 一 个 捷 
米 特 拓 阵 来 表示 个， 为 简单 起 见 ， 仍 用 个 记 这 个 矩阵 。 算 子 7 的 谱 由 逢 阵 了 的 特征 值 组 成 
《 见 8$ 8S7.1， 7.2)， 并 且 据 9.1-1 知 它们 都 是 实数 。 为 简便 计 ， 我 们 假定 矩阵 7 有 = 个 不 同 
的 特征 值 4 <42<… <， 则 定理 9.1-1(b) 意 味 着 了 有 个 标准 正 交 的 特征 矢量 


X19 X22 °° Xa 


其 中 x; 对 应 于 1， 并 且 它 们 都 是 列 天 量 。 这 组 矢量 也 构成 了 五 的 一 个 标 准 正 交 基 。 所 以 对 
每 个 x€ 日 都 有 唯一 的 表示 


X= 3 dE (1) 

x, x)> = Xx 
在 式 (1) 中， 个 入 了 六 与 国定 的 x 取 内 积 ， 再 利用 正 交 性 ， 便 能 得 到 第 二 个 等 
式 。 在 式 (1) 中 最 根本 的 一 氮 征 ，2%， 是 下 的 特征 矢量 ， 所 以 有 7 xi = 和 xie。 因而 若 用 了 作用 
到 ( 1) 的 两 端 ， 便 直接 得 到 


T x= pix (2) 
j= 1 


从 而 可 以 看 出 ， 虽 然 了 可 能 以 一 种 比较 复杂 的 方式 作用 在 x 上 ， 但 它 却 以 一 种 十 分 简单 的 方 
式 作 用 在 (1 ) 中 和 式 的 每 一 项 上 。 这 就 证 实 了 用 特征 矢量 研究 矿 = C" 上 的 线性 算 子 是 极为 


方便 的 。 
对 式 ( 1 ) 进 一 步 的 观察 便 林 看 出 ， 我 们 能 够 定义 算 子 
P,: H—H 业 (8) 
x | 一 ?1X1 


显然 ， 刀 ,是 妃 到 了 的 对 应 于 4 的 特征 空间 上 的 一 个 〈 正 交 ) 投影 。 这 时 式 (1 ) 可 以 写成 
*= 2 Pix， 因此 I=zP, : / (C4) 
其 中 了 是 及 上 的 恒 等 算 子 。 式 ( 2 ) 变 成 
Tx= 2 Px, 因此 了 = 马力 已 5 


这 就 是 用 投影 给 8 出 的 了 的 一 个 表示 。 它 说 明了 使 用 的 谱 以 十 分 简单 的 算 于 可 得 到 的 一 个 
表示 ( 即 (5))。 

利用 投影 算 了 于 P， 似乎 是 很 自然 的 ， 并 且 在 几何 上 是 很 明了 的 。 遗 他 的 是 ， 上 面 的 公式 
对 于 直接 推广 到 无 穷 维 的 希 尔 伯 特 空间 户 还 是 不 合适 的 ， 内 为 在 老 穷 维 的 情况 下 ,有 界 自 件 
线性 算 子 的 谱 可 能 比较 复杂 。 更 在 我 们 来 撕 述 另外 一 种 选 径 ， 昌 然 有 点 不 太 直观 ， 但 对 于 失 


广 到 无 穷 维 的 情况 却 是 很 方便 的 。 
代 检 投影 P， P,,*, P,, 我 们 取 这 些 投影 之 和 。 精确 一 点 说 ， 对 任 一 实数 1 我们 定义 


算 子 
Es= 2 Ps MER (6) 


一 个 单 参数 投影 族 ，4 是 一 个 参数 。 从 式 (6 ) 可 以 看 出 ， 对 任 一 的 4， 算 于 EE 是 如 到 于 
sl, 上 的 投影 ，V 4 是 由 41<4 内 天 x 张 成 的 万 的 子 空 间 。 由 此 可 姑 


V ICV,, A&L 


粗略 地 讲 ， 随 着 4 从 小 到 大 遍历 R， 严 , 从 0 增长 到 7， 加 ,只 在 全 的 特征 村 上 增长。 而 对 于 
不 含 特 征 值 的 任何 区 间 中 的 4，E, 保持 不 变 。 因此 可 看 出 ,有 如 下 狂 质 ， 


EE,=E,E=EFE, 当 1<k 时 
E,=0 ， 当 4 过 41 时 
Ei=l  ， 当 1 时 
Er = lim E,=E, 
其 中 hk->4+0 指 4 从 右 侧 到 近 4。 这 就 促使 我 们 提出 如 下 的 定义 。 
9.7-1 定义 〈 谱 族 或 单位 分 解 ) 所 谓 实 谱 族 (或 实 单位 分 解 ) 是 指 一 个 单 参数 的 投 影 


,的 族 多 = (Ea)rens 已 :是 定义 在 (任意 维 的 ) 希 尔 伯 特 空间 吾 上 的 依赖 于 实 参 数 的 投 
@ $13 要 


影 ， 且 满足 
E,<E,, ?上 LEE,=E,.E,=E,, 4< (7) 


limnk ,x=0 (8a) 
limE x=x% | C86) 
一 中 Go 

Erox= limE ,x= Ex xEH 《9) 
+ 人 0 


从 定义 我 们 可 以 看 出 ， 一 个 实 谱 族 可 以 看 作 一 个 映射 


R ->»B (HH, H) 
ii. 


对 每 个 14ER。 都 有 一 个 投影 EE€B(H,H) 与 之 对 应 ， 其 中 B( 妨 , 矿 ) 是 所 有 从 晶 到 防 的 有 
界线 性 算 子 构成 的 空间 。 
村 注意 ， 据 9.6-1 .区 (7 ) 中 的 两 个 条 件 是 等 从 的 
如 果 有 
E,=0, 当 4<a 时 E,=1, 当 4 之 b 时 C8*) 


则 称 儿 是 区 间 Ca,b] 上 的 一 个 谱 族 。 由 于 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 落 在 实 直线 上 的 一 个 有 限 区 
间 内 ， 所 以 这 样 的 谱 族 对 我 们 来 说 是 特别 的 有 意义 。 显 然 ，(8*") 蕴 含 着 (8)。 
式 (9 ) 中 的 k-=4+0 指出 ， 在 求 极限 的 过 程 中 我 们 只 考虑 值 x>>4， 而 式 (9 ) 意味 着 
1 > 巨 ; 是 从 右 侧 强 算 子 连续 的 〈 或 强 算 子 右 连 续 )。 实 际 上 ， 左 连续 同样 可 以 定义 。 在 定义 
中 我 们 完全 可 以 不 强加 这 祥 的 条 件 ， 不 过 在 我 们 不 得 不 研究 极限 上 E+。 和 E,-。 时 ， 将 会 带 来 
不 必要 的 麻烦 。 
/ 语 面 《在 下 面 两 节 中 ) 将 会 看 到 ， 针 对 在 任 一 希 尔 伯 特 空间 上 任 一 具 台 定 的 有 界 自 伴 线性 
算 子 7 ， 我 们 都 能 够 有 一 个 谱 族 , 通过 黎 曼 - 斯 带 术 积分 表示 了 。 这 就 是 我 们 前 面 历 提 到 的 谱 
此 外 ， 我 们 还 会 看 到 对 于 本 节 开 始 所 考虑 的 有 限 维 的 情况 。 积分 表示 简化 到 有 限 和 的 形 
式 ， 即 用 谱 族 (6 ) 所 写成 的 (5 )。 暂 且 让 我 们 来 说 明 ，( 5 ) 是 如 何 能 够 用 ( 6 ) 来 写 出 的 。 为 
简单 起 见 ， 首 先 让 我 假定 了 的 特征 值 14,4;,，*…, 14。 是 互 不 相同 的 ， 并 且 41 <4:<…<…。 
则 便 有 


因此 ， 反 过 来 有 


，. 二 


-Ei ， z i z j=2, 3 
因为 对 于 区 间 C4，， 为 ) 中 的 1 下 忆 , 保 村 不 变 ， 所 以 上 起 又 可 号 为 
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P;=E,, -Ei,-o 


而 式 ( 4 ) 成 为 

X= Pix = 了 (Es -Ea,-o)% 

i™=1 j=1 

式 (5 ) 变 成 / 

Tx=2h Px = Eh(E, 一 已 和 -0)X 
可 去 掉 x 并 记 

OF ,=E,-—-£,-o 
则 便 得 到 


T=5 16E, (10) 
jl 


这 就 是 # 维 希 尔 伯 特 空间 已 上 的 具有 特征 值 4; <4:<…<4. 的 身 伴 线性 算 子 TT 的 谱 表 未 。 
而 这 个 谱 表 示 也 证 明了 、 对 任意 的 x,yE 互 有 


《7 X%，y7> = oOE1xX, yy> | (11) 
我 们 注意 a 到 上 式 能 够 写成 一 个 黎 曼 -斯 带 杰 积分 
CT x, y> = 4dw(N) (12) 


其 中 wt(A) 一 《Ex,y> © 
我 们 上 面 的 讨论 虽然 是 针对 着 有 限 维 空间 上 的 自 伴 线性 算 子 ， 但 它 却 为 下 一 节 要 考 虚 的 
任意 的 希 尔 伯 特 空间 的 情况 铺 平 了 道路 。 本 节 的 习题 与 下 一 节 的 习 症 合 在 一 起 放 在 下 节 之 


$9.8 有 界 自 伴 线 性 算 子 的 谱 族 
针对 复 希 尔 伯 特 空间 恕 上 的 一 个 给 定 的 有 界 自 伴 线性 算 子 ， 瑟 -> 及， 我 们 都 有 一 个 用 


来 给 出 T 的 谱 表 示 的 谱 族 2 《在 下 一 节 给 出 谱 表示 )。 
为 了 定义 多 ， 我 们 需要 算 子 


7 ,= 人 -和 7 (1) 
TT 的 正平 方 根 ， 记 为 81D， 因 向 
B,=(T ,)!:/ (C2) 


面 把 鼻子 


CE 


QD ”在 文献 中 也 把 BX 记 为 |T | ， 
* 31l9。 


+ 1 
T, =- (Bt+1l) (8) 


Hd 做 了 ,的 正 部 。 


然后 用 多 = ( 忆 ,) aea 定 义 全 的 谱 族 YG， 其 中 已 ,是 瑟 到 .ACT ，*) 上 的 投影 ，(T i++) 为 
4 入 的 委 空 上 辐 。 

本 节 所 留 下 的 工作 就 是 要 证 明 多 确实 是 一 个 谱 族 ， 也 就 是 要 证 明 ， 多 有 定义 9.7-1 中 有 所 
表征 谱 族 的 全 部 性 质 。 这 要 求 我 们 有 一 定 的 耐性 。 但 是 ， 由 于 为 下 一 节 推 导 谱 表 不 出 造 出 一 
人 (不 等 式 (18)) ， 所 以 我 们 的 忍耐 也 算得 到 了 报 营 。 

逐步 地 处 理 。 首 先 考 虑 算 子 


B=(7T°)® (了 :的 正平 方 根 ) 


T+= (B+T,) ( 工 的 正 部 》 


T-=-，-(B -了 ) (了 的 负 部 》 


并 芳 虑 已 到 7 的 零 空 间 上 的 投影 忆 ， 即 
Por 五 一 上 一 fr +) 


通过 相 减 和 相 加 可 以 看 出 
T=T+-7- : 人 (4 ) 
B=1°*+1- / : C5) 
此 外 ， 还 有 | 


.8.1 引 理 《与 有 关 的 备 于 ) 上 而 所 宏 义 的 算 子 有 如下 狂 质 。 
(a) 万 ， 了 + 和 7 都 是 有 界 自 伴 的 。 
(b》 与 王 可 换 的 每 个 有 界线 性 算 子 都 与 妃 ， 了 +， 了 -可 换 ， 特别 征 


BT=TB, TtT =TTt TIT= TERT = 了 了 (6) 
0 

ET=TE, EB-= BE i 《7) 

(d) 还 有 加 - 

X+7-=0, 7 了 -了 +=0 8 《8 ) 

T+E=2ET+=0, T-E=ET-=T- (9) 

TE=-T-, T(U-E)=T+ 《10) 

| C11) 


T+>0, 了 -0 


证 明 ，(a》 是 显然 的 ， 因为 和 8B 都 是 有 界 和 自 伴 的 。 
Cb) 假定 TS=ST， 则 了 ”= T ST = ST:， 并 且 把 定理 9.4-2 应 用 到 了 ?可 推出 


BS= SB。 因此 有 
» 310 。 


人 


T+S= (BS+T S)= (SB+ ST)= ST 


类 似 地 可 证 明 T~S= S$ 了-。 
(C)》 对 每 个 xE€ 肪 ,我们 有 y= ExEY = (T+)。 因 此 T+y=0，ST*y= 90=0。 
从 TS= ST 和 (46) 可 得 ST+=T+S 和 
T+SEx=T+Sy= ST+y=0 
妹 此 SxEY 。 由 于 把 及 投影 到 了 上 ,因而 对 每 个 xEH 有 E SEx= SEx, 节 ESE -= 
SS 上 。 据 9.5-1， 投 影 是 自 华 的 ， 据 假设 S 也 是 自 伴 的 。 因而 利用 $3.9 中 (69) 可 得 
ES=E*S*= (SE)*=(E SE)*= Er*S*F*_ FESE- SE 
《d) 现在 证 明 (8 ) 一 (11)。 
《8 ) 的 证 朋 ， 
由 B28= (7?)!1/2 我 们 有 2B8? = 了?。 并 且 据 式 (6 ) 有 她 7 = 了 TTB。 因此 ， 再 据 式 (6 ) 有 


T+:T-=7T-T+= (8B-T) (B+T,) 
0 7 >) =0 


《9 ) 的 证 明 ; 
据 定 义 ，ExEA (T+)。 所 以 对 一 切 x€ 玉 都 有 T+Ex=0。 由 于 T+ 是 自 伴 的 ， 据 式 
(6) 和 (c) 便 有 ET+x=T+Ex=0, 即 ET+=T+E =0。 
此 外 ， 据 式 (8) 有 T+T-x=0， 所 以 T~-xEA (T+) ,因此 有 ET-x= 了 T-x。 又 由 于 TT- 
直 自 伴 的 ， 根 据 (c) 对 一 切 xE 瑟 都 有 T~Ex= ET-x=T-~x， 即 了 - FEFE=ET-=T-., 
《10) 的 证 明 ， 
从 式 (4 ) 和 式 (9) 可 得 TE=(T+-7T-)E= -了 ~， 再 由 此 并 根据 式 (4 ) 使 得 


TU7 ET-TE=T+T-=T+ 
(11) 的 证 明 ， 
根据 式 ( 9 )、( 5 ) 和 定理 9,3-1。 有 
T-=ET-+ET*=E(T-+T+*)=EB>0 
因为 乓 和 召 是 和 伴 的 、 可 换 的 ， 青 据 9.5-2 知之 0， 所 8 的 定义 知之 0。 这 样 便 可 应 用 定 
理 9.3-1， 从 而 证 明了 人 - = EB8 之 0。 类 似 地 可 推出 
:2 B-T-=2B-EB=(I-E)B>0 
因为 由 9.5-2 知 1 一 之 0。 | z 
这 是 第 一 步 要 做 的 工作 。 在 第 二 步 的 工作 中 ， 骨 我们 要 考虑 的 了，= 7 -47 取代 前 一 步 
中 的 了 3 代替 已 ,了 + 7 -和 站 ， 我 们 必须 取 B，= (7 了 2)14 [网 式 (2)]， ,的 正 部 和 负 
部 定义 为 
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T+ = (B+T) 


T= (Bi-T) 


L 风 (8)]， 瑟 到 了 对 + 的 去 空间 了 = A(T +) 上 的 投影 为 
E,: HY ,= (1 ,+) 


这 时 我 们 有 如 下 的 结果 。 

9.8-2 引 理 〈 与 ,有关 的 算 子 ) 若 我 们 分 别 用 了 了 7 TT,-, EE, 代 蔡 T,B， 
(7 则 前 面 的 引 理 仍 然 是 成 立 的 ， 其 中 4 是 一 个 实数 。 进 而 ， 对 任意 的 实数 有 ，)2， 
KK,»，T， 直面 的 算 子 


(了 7 了 n+ T,, EE, 


都 是 可 换 的 。 
让 有 晤 ， 第 一 个 论断 是 朋 显 的 。 为 了 证 明 第 二 人 1 论断 ， 只 要 注意 到 有 71715 = ST 和 


Ti=7 -47=7 -HT+(UL-4)7= 7 ,+(H-4)1 《12 ) 


便 有 有 
ST=TSOST,=T,.SSSTI=T1S5D5BI= Bo, 5b.= bP, 


等 等 。 对 于 S = 了,， 它 就 给 出 了 TT,B8 ;= 8 了， 等 等 。 

有 了 这 样 一 个 准备 ， 我 们 就 能 够 证 明 ， 对 于 给 定 的 一 个 有 界 自 伴 线性 算 子 /4 ， 可 以 用 唯 
一 的 方式 来 定义 一 个 谱 族 多 = ( 巡 i)。 这 个 多 叫做 算 子 T 所 生成 的 谱 族 。 简称 7 的 谱 族 。 在 
下 一 节 将 会 看 到 ， 利 用 多 可 得 到 所 希望 的 个 的 谱 表 示 ， 从 而 达到 我 们 真正 的 目的 。 

9.8-3 定理 〈 算 子 的 谱 族 ) 设 了 7 ， 万 -> 万 是 复 希 尔 伯 特 空间 媚 上 的 一 个 有 界 自 伴 线 性 
算 子 。 并 且 瑟 (4 是 实数 ) 是 五 到 T = 了 工 -4 和 7 的 正 部 1 ， + 的 零 空 间 Y ;= (了 11!) 上 的 投 
影 。 则 多 = (Ei)ies 是 区 间 [m, MICR 上 的 一 个 谱 族 ， 其 中 如 和 M 为 89.2 中 式 (1);" 定 


Xo 
证 有 明 ; 我 们 将 证 朋 
Ai<u > FE, 《13) 
i<m 之 Ch=0 | (14) 
4DPHM 之 EE,=1/ : 《15) 
WA+0 一 ExrE x : / (16) 


在 证 明 中 ， 我 们 要 利用 引 理 9.8- 1 把 ”， T: “等 折 成 7 TT + 等 以 后 所 得 到 的 部 分 结论 ， 
也 就 定 


T ,+T,-=0 四 (8*) 

1 一 人， 4 (7 一 E)=Ta 多 了 ToEo= Te 《10”) 

T+>0, TDP0 TDP0 mpP (11*) 
共 (13) 的 证 明 ， 


° S16. 


多 4<K。 因 为 据 式 (11") 有 -了 "0 所 以 有 了 = 了 + -了 ,~ 个 +。 从 而 有 
+ 一 PT -7 =(4-14)73z0 
抱 9.8-2， 荆 + ~ 了 ,是 自 伴 的 并 且 与 7 ,+ 可 换 ， 据 (11*) 有 7 ,+ 之 0， 因而 从 定理 9.3-1 可 推 
得 
TT -T=T,tT -T++T,-)>0 
根据 式 (8*)， 其 中 的 荆 ,* 了 了,- =0， 所 以 从 上 式 推 得 ,+ 了 了 ! 之 7 ,+*， 也 就 是 对 一 切 xEH 
有 
《7 + ix,x> 之 《7 w+2%;XY> = | tx 外 之 0 
这 号 下 明了 7X=0 纺 含 着 7 yx=0。 因 此 .ACT ACT sr)， 所 以 据 9.6-1 推 出 ， 当 
4< /时 有 已 ;和 天 
式 (14) 的 证 朋 ， 
| 设 4<m， 但 是 还 假定 上 上; 霹 0。 则 对 某 一 z 有 EE ,2 寺 0 。 令 x=Ez, 则 E ,x= Ez= 
bi2=%, 不 和 失 一 般 性 ， 可 以 假定 x | = 1o 从 而 有 
TEx,X> 一 《7 xX,x> 
= 《了 Xi;X> 一 人 4 
2>in{ 《了 元 ， 完 》 一 人 
4 
=m—41>0 
但 这 与 了 五 ;= -人 了 委 0[【 从 (09 和 (11*) 可 得 到 这 一 结果 ] 是 矛盾 的 。 故 E ,= 0。 
式 (15) 的 1 正 朋 ， : z 
假定 4>>M， 并 设 已 二 7， 则 7 了- 一) 专 0， 从 而 对 某 一 范 数 为 1 的 xx 有 (1 一 巨 xZ=%o 
因此 有 : 


- 


Td-E)X,X> = 《1 xX,%> 


= 《<Tx,x> 一 4 

sup 《Ts,j> -i 
| 

= M -4<<0 


但 这 与 从 (10*) 和 (11*) 可 得 到 的 结论 7 7- 上 ,) = 研 ,! 之 0 相 予 盾 。 从 下 面 要 证 明 的 右 连 
续 性 还 可 得 到 Ey = 7。 
式 (16) 的 证 明 ， 
针对 区 间 人 人 = (4,， 4]，。 我 们 有 算 子 
E(AN)=E,-— E, 
由 于 4 二 LK， 握 (13) 有 ,二 ,， 因 此 所 9.6-1 有 E11( 太 )CB,( 态 )， 并 且 据 9.6-2 知 上 6、__ 


是 一 个 投影 。 据 9.5-2 还 有 此 (和 公 ) 之 0。 再 根据 9.6-1。 有 
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FEF,E(AN=E,-E,E=E,-E=E(A) 
(TI-EDE(A)=E(A)- EA(E,- £1)=E(A) 

由 于 E (和信), TT,-，T* 是 正 的 [ 见 (11*) ] ， 并 且 据 9.8-2 知 它们 是 可 换 的 ， 所 以 据 9.3-1 

知 算 子 之 积 了 ， 忆 (和 A) 和 了 对 达 ( 人 人) 都 是 正 的 。 因 此 据 式 (17) 和 式 (10 ) 有 
TECA)=T,EE(N)= -7 (ANA) 委 0 
TIEC(A)= TT- EYE(AN)=T HE(A) 0 

这 就 意味 着 TE (A) 志 LE (A 和) 和 TE( 人 ) 之 1E (人 入)。 合 在 一 起 ， 便 得 到 
iE(ANETE(NEHE(A), E(N)=E,-E, (18) 


这 是 一 个 很 重要 的 不 等 式 ， 在 下 一 节 和 》9.11 中 我 们 都 要 用 到 。 

令 4 保持 不 变 ， 且 让 上 从 4 的 右 则 单调 地 趋 近 于 4， 则 用 类 似 于 定理 9.3-3 关于 递减 序 
列 的 证 明 ， 可 得 到 互 (人 和 八 )x~> 了 P(X)x。 其 中 (4) 是 有 界 和 自 伴 的 。 由 于 五 ( 八 ) 是 需 等 的 ， 
所 以 P(4) 也 是 幕 等 的 。 因 此 已 (4) 是 一 个 投影 。 根 据 式 (18) 还 有 4P (4)= 工 P(4)， 见 
TP()=0。 由 此 ， 并 用 (10*) 和 9.8-2、 便 得 到 


TA+POAO)=T HI-E)P(HD)=(1-E,)T,P(N)=0 
因此 ， 对 所 有 的 xE 瓦 有 7 ,+ PP (4)x = 0， 这 就 证 有 明了 PN)xEANH(T ,+)。 所 定义 ，E ,把 晶 


投影 到 .~(7 +) 上。 因此 有 LA P(4)YX= P(A4)x， 即 已 ;PPO) = P(4) 。 另 一 方面 ， 滞 在 式 
(17) 中 令 4 一 4+0， 则 有 


(7 一 五 Ph)= 忆 (1) 
合 在 一 起 ， 便 有 书 (4) =0。 前 边 已 证 月 (人 和 八 )x~ 一 (4)x， 这 就 证 明了 式 (16) 即 多 是 右 连 
续 的 。 
以 上 完全 证 明了 定理 中 所 给 出 的 多 = (EE ;) 具 有 [m, M] 工 的 谱 族 应 有 的 一 切 性 质 。 


(17) 


寺 题 
1. 在 一 些 情 况 中 ， 谱 族 的 左 连 续 性 比 右 连续 性 更 方便 (和 而 某 些 书 就 是 这 样 来 定义 谱 族 
的 ) 。 为 了 看 出 两 者 之 同 疫 有 多 少 差别 ， 我 们 可 以 从 定义 9.7-1 中 的 卢 ; 得 到 一 个 左 连 续 的 
1) 0 
2 . 假定 上 4 满 是 除了 式 (9 ) 以 外 的 定义 9、 7-1 中 的 所 有 条 件 。 求 满足 包括 式 (9 ) 在 内 的 
所 有 条 件 的 EE，。 
5 .求证 了 -7 =7 7 了- ( 风 式 (6 ))。 


求 71 了-，( 了 ?21 以 及 了 的 其 它 方 根 。 
5. 在 有 限 维 的 情况 下 ， 若 线性 算 子 人 站 能 用 一 个 实 对 角 阵 全 表 不 ， 试问 人 的 谱 是 什么 
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们 走样 从 人 矩阵 全 去 求 ?(q) 多 + 《了 T 了 + 的 矩阵 表示 )，(6) 信 "~( 荆 - 的 矩阵 表示 )，(c) 名 (BB 的 
矩阵 表示 )。 

6 .在 习题 5 中， 如 何 得 到 从 万 到 (ac)-A( 了 + ) 上 ， 和 到 (5).A(7 +) 上 的 投影 的 矩阵 表 
不 。 

7. 在 习题 5 中， 从 证 求 得 (gq)T I。，。(65)T1+:，(c)T,-，(d)B ,的 矩阵 表示 。 

8 .i 正明， 奉 有 寞 自 伴 线 性 算 子 了 了 ， 五 一 了 已 是 正 的 ， 则 7 =T7T+，T -=0。 

9 . 求 零 算 子 了 =0， 万 一 万 的 谱 族 ， 其 中 已 三 {10}。 

10. 设 1 =， 万 一 万 ， 求 =(7 2)102， 7 + A (T+) 和 Eo 


$ 9.9 有 界 自 伴 线 性 算 子 的 谱 表 示 


从 上 一 节 我 们 知道 ， 复 希 尔 伯 特 空 间 恕 上 的 每 一 个 有 界 自 伴 线性 算 子 了 都 有 其 生成 的 谱 
族 多 = (五 )。 我 们 打算 证 明 可 用 8 多 给 出 7 的 一 个 谱 表 示 ， 这 就 是 下 面 的 包含 多 的 积分 表示 
(1 ) 并 且 使 得 《<T x, y> 能 用 通常 的 黎 受 -斯 蒂 杰 积分 ( 见 $ 4.4) 表示 。 

出 现在 定理 中 的 记 法 和 一 0， 将 在 定理 之 末 ， 证 明之 前 给 出 解释 。 

9.9-1 有 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 定 理 ” 设 T， 咏 一 蝇 是 复 希 尔 伯 特 空间 态 上 的 一 个 有 界 自 
伴 线性 算 子 。 则 

(a) 7 有 谱 表 示 


T = | dE | CD) 


其 中 多 = (E,) 是 了 的 谱 族 ( 见 9.8-3)3 .这 个 积分 是 在 一 致 算 子 收敛 的 意义 下 来 理解 的 〔 即 
按 B ( 互 , 万 ) 上 的 范 数 收敛 来 理解 ]， 并 且 对 所 有 的 xyYE 囊 都 有 


<T x, y> = dh， wl) = CE x, y> (1*) 


其 中 的 积分 是 一 个 通常 的 黎 曼 -斯 还 杰 积分 ( § 4.4)。 
(b)》 更 为 一 般 地 ， 若 pp 是 :4 的 一 个 实 系数 多 项 式 ， 例 如 


ph) =90h 十 Qi 人 +" 0 


则 由 
p(T)=aT "+ oT ++aol 
所 定义 的 算 子 p(T 了) 有 谱 表 术 | 
pTY=T pWAE / C2) 
并 且 对 所 有 的 xs,yEE 有 ， 和 
p(T IK, y> = | PCDaafD，mCD= CE 1x,y> C2°) 


(在 后 面 的 定理 9.10-1 中 ， 它 可 推广 到 连续 消 数 。) 
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附注 ， 积 分 下 限 之 所 以 写 为 mx-~-0 是 为 了 指出 ， 在 EE ,二 0 ( 且 ms0) 时 我 们 必须 考虑 在 
Ai=m 的 EE,, 因而 ， 对 任意 的 c<<m。， 我 们 都 能 够 写 为 


A 


M 对 
[4d Ei=| ldEi=mEa+| idE 
各 ， PR 一 站 [i 


类 似 地 ， 也 有 


1 pAEs=| pW AEr= pmE,+| pdE, 


定 到 9.9-1 的 证 表 。 


(a) 我 们 选取 (cb0] 的 一 个 划分 序 列 (F,) ， 其 中 a 二 m，M< 过 5 。 每 个 到 。 都 是 把 
(ap] 分 成 区 各 / 


八 ms) = (Anjs Hn) 1 三 1 2， “eof 


的 一 个 划分 ， 有 [人 af 的 长 度 为 (人 和 人。) 一 ss — Ae 要 注意 ， 对 于 7 = 1j, 2, *"**， nn 一 Hes = 
A.1+1。 我 们 还 假定 该 序列 (F) 满 足 / 


nF = maxl (AA) >0 nr 四 (3 ) 
在 $9.8 中 的 式 (18) 取 A = Au。 便 有 


ME CADIDETE(AN EU EE (A) 
关于 7 从 1 到 nn 取 和 式 ， 对 每 个 n 便 得 到 
54. ECSIWETT EA SBME(AD) (4) 
由 于 对 j=1;25o9n 一 J， 有 Ln =hw+1 9 利用 $9.8 中 的 式 (14) 和 (15) 便 有 
TS BCLs) = 7 三 (BE,,,— 已 1) = T(I-0)=T7 
式 (8 ) 意 味 着 ， 对 每 个 es>0 都 存在 一 个 m 使 得 7( 兄 )<2 因此 有 
3 ur 已 (1 -Bh EL) = Eph) EA <sl 


由 此 太 式 (4 ) 便 推出 ， 给 定 任 一 ce 之 0， 都 存在 和 ,使 得 对 每 个 n>>N 积 每 个 选 定 的 4.1€ A or 
部 和 有 


IT-E hE(ANDN <e (5) 
j= 1 


上 丘 于 对 于 1 志 m 和 4 之 M，E 4 都 是 保持 不 变 的 ， 所 以 对 a<m 和 b>M 的 具体 选取 是 无 关 重 
要 的 。 这 就 证 明了 式 (1)。 式 (5 ) 表 明 ， 积分 是 按 一 致 算 子 收敛 的 意义 来 理解 的 。 一 致 算 于 
收 伍 蕴 含 着 强 算 子 收敛 〈 见 8$ 4.9)， 内 积 是 连续 的 ， 式 (5 ) 中 的 和 是 斯 蒂 杰 型 的 ， 因 此 对 任 
”总 选 取 的 x; yE 肪 ， 从 式 (1) 可 推出 式 (1?)。 / 

(b》 现 在 关于 多 项 式 来 证 明定 理 ， 首 先 从 p(4) = 开始 ， 其 中 rEN。 对 于 任意 的 & 一 


。3224。 


4 委 4<y， 从 8$9.7 中 的 式 (7 ) 可 知 。 
(EED(E,-E,)= EE,.- EE,- EE. thE,F, 
=FE,—-E- E+E,.=0 


这 表明 对 ijk, 有 E (CA EE (A) = 0。 由 于 (JJ) 是 一 个 投影 ， 所 以 对 每 个 SS 三 ]， 2， Tan 
还 有 已 (4 = 玫 ( 作 ww)。 因 此 便 得 到 


CE hy ECA = B hE (Ao) (6 ) 


如 果 式 〈5 ) 中 的 和 式 接 近 于 人 ， 则 由 于 有 界线 性 算 子 的 乘法 《合成 ) 是 连续 的 ， 故 式 (6) 
中 左 端 的 表达 式 接近 于 7 了 "'。 因 此 ， 根 据 式 (6 ) 对 给 定 的 e>0 ， 存 在 着 六 使 得 对 一 切 nn 二 NN 
行 


re 


这 就 关于 p (4) = 的 情况 证 明了 式 (2) 和 (2*)。 由 此 、 很 容易 就 任意 的 实 系 数 多项式 
(证明 式 2 ) 和 (2#) 也 是 成 立 的 。 

对 于 给 定 的 有 界 自 伴 线性 算 子 ， 要 真正 的 确定 它 的 谱 族 ， 一 般 来 说 是 不 容易 的 。 对 某 些 
相对 简单 的 情况 ， 从 式 (1) 可 以 推测 出 它 的 谱 族 。 而 在 其 它 的 情况 下 ， 我 们 能 够 采用 系统 而 
有 规则 的 手段 加 以 处 理 ， 不 过 要 基于 更 高 深 的 方法 ， 见 邓 福 德 〈 六 .Drunrjord) 和 施 瓦 兹 
(J.T .Schwartz) (1958-71)。 2 卷 ，pp.920-921。 : 

最 后 ， 我 们 列 出 算 子 p(T ) 的 一 些 性 质 ， 以 作为 本 节 的 结束 。 这 些 性 质 不 仅 本 身 很 有 意 
义 ， 并 且 对 把 谱 定理 推广 到 一 般 的 连续 函数 也 是 很 有 帮助 的 。 
9.9-2 定理 〈(pP(T) 的 性 虎 ) “3 如 定理 9.9-1 所 设 ， 又 设 p,p1 和 p; 是 实 系数 多 项 式 。 则 

(a) p( 荆 ) 是 自 伴 的 。  . 

(b) 若 p(4) = api (4) +Bps(h), 则 p(T)=api(T) +Bp:(T )。 

(ec) 若 p(h) = pi(14)ps (14), 则 p(T)= p(T )p,(T). 

(4d) 若 对 一 切 4E[m，M] 有 p(4) 之 0， 则 p(T )>0。 

(e) 大 对 一 切 AELm, MJ 有 bt) 巡 p (1)， 则 pi (T)< 妇 py( 人 人)。 

Cf 22) <max pH ， 其 中 7 = Cm，M]。 


(9) 若 一 个 有 界线 性 算 子 与 了 可 换 ， 则 它 与 p(T 了 ) 也 可 换 。 
证 朋 ， (a) 由 于 7 是 自 伴 的 。 户 是 实 系数 的 多 项 二 ， 所 以 (Ca i)*=a,T);, 从 而 (a) 成 
MA。 
(b) 根据 算 子 多 项 式 的 定义 ， (6) 是 明显 的 。 
(c) 根据 定义 ，(c) 也 是 明显 成 立 的 。 
(d》 由 于 pp 是 实 系数 的 ， 所 以 在 它 有 复 根 ( 或 零 后 ) 的 情况 下 一定 共 印 成 对 地 出 现 。 
若 4 通过 p(4) 的 奇数 重 数 的 零点 时 ， p() 要 改变 符号 ， 但 在 Cm，M】 上 有 p(4) 之 0， 所 以 
(1 在 Cm，M] 中 的 零点 都 必须 是 偶数 重 的 。 因 此 能 够 把 (4) 写成 


人 =aI(G-DD) HY -1 HCA- KH) 二 2 《7) 
{ 


323. 


其 中 Bm 和 74 之 MM， 二 次 因子 对 应 于 (m，MH) 中 的 复 共 罗 零 点 和 实 零 点 。 下 面 在 p 寺 0 的 
前 提 下 证 朋 wa> 字 0。 对 一 切 充分 大 的 4。 比 如 说 ， 对 一 切 4 之 4o， 我 们 有 
sgnp(1) = Sgnas4 = sgna, 

其 中 由 是 0 的 次 数 。 因 此 ac.>0 意味 着 D(4) >0， 并 且 yp 的 个 数 《 按 它 的 重 数 计 算 ) 必 
须 是 偶数 才 使 在 (m; 旬 ) 内 p(4) 之 0。 这 样式 (7) 中 的 三 个 乘积 在 4。 都 是 正 的 ， 因 此 要 使 
pl4o) 记 0 必须 有 a>0。 若 a, 过 0， 则 p(46) 二 0， 村 使 得 在 (mwm，M) 上 有 p(4) 之 0，Yy ,的 个 
数 应 是 洁 数 。 家 丽 一 样 ， 这 就 推出 了 式 (7 ) 中 的 第 二 个 乘积 在 4 是 负 的 ， 和 co _ >0。 

我 们 用 了 代替 4， 则 式 《7 ) 中 的 每 个 因子 都 是 正 算 子 。 事 实 上 ， 对 每 个 x 持 0， 置 "= 
中 xx， 则 有 xx= || x iv， 并 且 由 于 -~ pj 之 -ms 发 有 

<(T -Bix, x> = <Tx, x»> -hb Cx, x> 
之 xl? <Tv,v> -mllxl? 
之 |x| ?inf <T 5,5> -mllx|l?= 
v= 
此 即 了 一 ;7 之 0。 类 似 地 可 证 明 y,7 - 了 之 0。 并 且 由 于 全 -KT 是 自 伴 的 ， 所 以 它 的 平方 
是 正 的 及 
7T- piD? 4011720 : 

由 于- 这 些 算 子 都 可 交换 ， 据 9.3-1 它们 的 积 是 正 的 ， 并 且 由 于 a >0, 帮 p(T) >>0。 

(e)》 人 了 人 队 (qd) 并 即 可 以 推出 。 
/ (f》 邻 表示 |p(4)| 在 7 上 的 最 大 信 ， 网 对 于 1 cr 有 pO): hk’ 因此 由 (e) 得 
到 p(T)?:* 雹 kJ， 也 就 是 ， 由 于 (了 了) 是 自 伴 的 ， 故 对 一 切 yx 有 
p(T)%, p(T )x> = Cp(T)*x, x> hk Cx > 
如 果 我 们 取 上 式 两 端的 方 根 ， 再 关于 所 有 范 数 为 1 的 x* 取 上 确 界 ， 便 推出 (f) 中 的 不 等 式 。 


(g〉 直接 从 p(T ) 的 定义 便 可 推出 。 
在 下 -- 书 推广 谱 定 理 9.9-1 时 ， 将 把 这 个 定理 当 作 主 要 的 工具 使 用 。 


' 2 - mi . . 
习 是 
=- 所 


1. 关 于 零 算 子 7 = 0， 互 二 得 来 验证 式 (1)。 、 : | 
2. 才 直 实 < <<< 和 着 条 从 符 空间 上 到 它 的 ”个 古本 相 正 交 的 了 空间 上 的 


投影 Pi, Pi,,* p, 。 假 定 P1i+ P;t+ +P. = 17， 证 朋 


E,=> pp. 
41<A 
定义 了 一 个 谱 族 。 请 列 出 相应 的 算 子 
的 某 些 性 质 。 
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3. 若 7 =7， 万 一 万， 验证 式 (1)。 
4. 若 算 子 人 ，Rs-~>Rs 相 对 于 Rs 的 一 个 标准 正 交 基 的 矩阵 表示 为 


°° 1 .0、 
| 0 0 
0 0 1 


试问 全 的 谱 族 是 什么 ? 利用 所 得 的 结果 就 算 子 7 验证 式 (1)。 
5. 对 应 于 ”= 阶 厄 米 特 和 矩阵 的 谱 族 (EE,) 是 什么 ? 就 这 一 情况 验证 式 (1 )。 
6 .如 果 再 假定 式 ( 1 ) 中 的 自 伴 算 子 了 是 紧 的 ， 证 明 (1 ) 将 取 无 穷 级 数 或 有 限 和 的 形式 。 
7. 污 虑 用 y(t1) = 了 Tx(t) = tx(t) 所 定义 的 乘法 算 子 TT， 上?[0,1)~> 上 [0,1)。 从 389.1 
的 习题 9 和 定理 9.2-4 可 得 到 o(T) =o,(T) = [0,1) 的 结论 。 证 明 相 应 的 谱 族 被 定义 为 


0 i<0 
ix 0 委 4 委 1 
x A>1 
其 中 : 
x(t) 0 te 1 
v(t) -| 
0 1<t1l 


( 它 对 描绘 诸如 x (1) =t?，x(t) = sin 2xt 的 简单 情况 下 的 投影 可 能 是 有 帮助 的 。》 
8. 求 用 (6&1,62,635""') [> (51/1, 52/2, ss/3,…) 所 定义 的 算 子 7 了， 1? 一 1? 的 谱 族 。 求 
一 个 标准 正 交 的 特征 矢量 组 。 在 这 种 情况 下 式 (1 ) 取 什么 形式 ? 
9 .求证 在 习题 8 中 有 


1 = EP 


其 中 了 ; 是 放 到 由 ef = (0 冰 成 的 于 空间 上 的 投影 并 且 该 级 数 按 B (1?，1?*) 的 范 数 是 收 全 
的 ) 。 

10. 起 样 把 习题 8 角 和 中 的 证 明 局 想 用 于 具有 天 内 光 丰 同 的 非 志 特 征 人 的 作 意 期 自 伴 线 
性 复 村 7 ? 


sg 10 由 定理 到 入 续 画 数 的 推 


若是 有 界 自 伴 线 性 算 子 ，p 是 实 系数 多 项 式 ， 则 定理 9.9-1 关于 p(T ) 是 成 立 的 。 现 
在 我 们 要 把 这 个 定理 推广 到 算 子 1(7)， 了 了 仍 是 有 界 自 伴 线 性 算 子 ， 而 f 是 一 个 连续 实 什 冰 
数 。 显 然 ， 我 们 首先 必须 确定 /7 了 ) 的 含义 。 

设 T， 日 一口 是 复 希 尔 伯 特 空间 电 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 ，f 是 Cm，M] 上 的 连续 实 值 
函数 ， 其 中 


m= inf <Tx, x>》， M= sup <Tx, x%> C1) 
中 = 痢 % 吉 = 了 
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则 由 维尔 斯 牧 拉 斯 定理 4.11-5 知 ， 存 在 一 个 实 系数 多 项 式 序列 (p。,)， 使 得 
ps (1)—>f (N) (2) 


在 [m， 凡 】 上 一 致 收 人 化。 相应 于 它 ， 我 们 也 有 一 个 有 界 自 伴 线性 算 子 p.( 了 了 ) 的 序列 。 根 据 
定理 9,9-2(f) 


p(T)-p,T))| <max |p(N) -p10)| 
其 中 V/V =[m，MI .由 于 p.(4) 一 (4)， 所 以 对 任意 给 定 的 二 0， 丰 在 有 NN 使 得 上 式 的 右 端 


对 一 切 n,r 之 N 都 小 ‘于 e 。 因 此，(p,(T)) 是 一 个 柯 西 序列 ， 并 且 由 干 谓 ( 右 ， 电 ) 是 完备 的 
‘ 册 2.10-2)， 故 该 序列 在 8B( 玉 , 斑 ) 中 有 极限 。 我 们 就 把 1 (7 了 ) 定 义 为 这 一 极限 ， 因 而 


p(T )—/f(T) : (8) 


当然 ， 交 下 基 (了) 的 定义 的 合理 性 ， 我 们 必须 证 明 f(T ) 仅 依 焙 于 乒 ( 当 然 也 依赖 于 7 )， 
而 与 一 致 收 伍 到 /的 多 项 式 序列 的 具体 选取 无 关 。 

证 甩 ， 设 (ZJ) 是 另 一 个 在 [mw M] 上 一 致 收敛 到 f 的 实 系数 多 项 式 序列 。 则 据 前 面 的 
论述 2 5 (7 ) 一 站 人 )。 我 们 现在 来 证 明 J(T ) = f(T)。 显 然 据 9.9-2(f) 有 


(4) — pr(4)->0， 因 此 $5.(f) 一 户 。( 人 人) 一 0 
因而 ， xf 给 定 的 。>0， 存 在 着 六 使 得 对 于 m>> 人 有 

FCT) -$CT) | <e/3 

| 5 (7 ) — p(T) | <e/3 

| pT) -FT) <e/3 
从 而 根据 三 角 不 等 式 推出 


FT)- TI T) -BTN ty) -pf ) 
+ pT)= fT) <e 


由 于 se>0 是 任意 的 ， 故 了 (T) -AT7)=0， 即 闻 (7)=f(1)。 
有 了 这 些 准备 ， 我 们 就 能 够 把 定理 9.9-1 从 多 项 式 p 推广 到 连续 实 值 函数 f。 
9.10-1 谱 定 理 设 T， 玉 一 日 是 复 希 尔 伯 特 空间 态 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 , 是 [m, M2 
上 的 连续 实 值 丽 数 ; 参见 (1)。 中 则 7 (有 谱 各 个 


AT- 人 Sf DAE, / z (4) 


其 中 2 = (Ei) 是 算 子 了 的 谱 族 〈 见 9.8-3)， 积 分 是 按 一 致 和 子 收敛 意义 来 理解 ， 并 且 对 一 
Cf Tx sy = FD dw wh) = 《已 ix 3》 C4*) 


一 一 


© 附注 m 一 0 ) 已 在 定理 9. 9-1 中 出 盟 过 ， 


* 3e0 ， 


其 中 的 积分 是 一 个 通 带 的 黎 受 -斯 请 杰 积分 〈》4.4) 


证 明 ， 我 们 采用 定理 9.9- 1 证 明 中 的 记 法 。 对 每 一 个 e>>0， 存 在 有 实 系 数 多 项 式 p，。 使 . 


-<fW-pDE (5) 
并 且 有 / 
fT)-p TNE. 


此 外 ， 注 意 到 呈 忆 (4 4.) = 了 并 利用 式 (5 )， 对 任 一 划分 可 得 到 “ 
- TS Cf Hn) ~ pADIE CA) 名 -7 
这 就 推出 了 四 
1z Cf (4, -GD 已 (Len le 可 
最 后 ， 由 于 p(7 ) 用 9.9 的 式 (2 》 表示 所以 存 在 全 得 对 年 Ta>N 有 
| 2 pl E(A4.)- pT) < 


利用 这 些 不 等 式 ， 我 们 便 能 够 估计 f(T ) 与 对 应 于 式 (4 ) 中 积分 的 黎 曼 -斯 蒂 杰 和 式 之 差 的 
范 数 ， 对 于 mn 二 和 N， 利 用 三 角 不 等 式 可 得 到 


| Ef (ho) E(Au)- f(T) 2 Cf A) -AD 已 (Len ll 
+ pADECAD -pT) 
+ pT)-/f(T)|SRe 
由 于 e 是 任意 的 。 这 就 证 实 了 式 (4) 和 (好 )， 从 而 洛 成 了 证 明 。 
我 们 次 痰 下 壕 呈 和 
= ( 忆 ,) 是 [ms. MI ,上 的 给 出 表示 式 (4) 和 和 (4) 的 唯一 的 谱 族 。 | 
各 果 我 位 观 到 (0) 对 [m，M] 上 的 每 一 连续 实 值 函 数 { 者 成立， 而 式 ( 人 入) 的 左 端 
又 以 与 多 无 关 的 方式 加 以 定义 ， 上 述 的 结论 似乎 是 说 得 通 的 。 从 斯 蒂 杰 积分 的 唯一 性 定理 也 
可 以 证 明 它 [ 参见 黎 斯 和 纳 吉 (1953)}。. 111 ] 4 这 个 定理 是 说 : 对 于 任意 固定 的 x*' 和 y， 
表达 式 (人 ) =《 玉 ix，y> 由 (4#) 在 它 的 连续 点 和 在 到 一 0 及 M 上 所 和 祖 定 。， 直 到 一 个 附加 常 
数 。 由 于 Eu=1， 因 此 KEux，》》 = 《%， y> 。 又 由 于 (B,) 建 有 连续 的 ， 所 以 我 们 得 出 
zw (714) 处 处 被 唯一 地 确定 的 结论 。 
不 难看 出 ， 定 理 9.9- -2 中 所 列 出 的 p(7) 的 性 大 可 推广 区 f(T); 为 了 后 面 的 利用， 我 
仆 把 这 个 简单 的 事实 陈述 为 下 面 的 定理 。 
9.10-2 定理 《f(T) 的 性 峰 〉 若 把 定理 9.9- .2 由 的 实 系数 多 项 式 p， bi bp: 换 成 Cm，M3 
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上 的 连续 实 值 六 数 /，f;，f，， 则 定理 仍然 是 成 立 的 。 


$ 9.11 有 界 自 华 线 性 算 子 谱 族 的 性 质 


有 趣 的 是 ， 和 希 尔 伯 特 空间 五 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 下 的 谱 族 Y = (EE,) ， 直 接 而 明显 地 
到 了 酉 出 谱 的 性 质 。 我 们 将 结合 着 $ 9.9 的 谱 表 示 ， 从 8 的 定义 〈 见 $9.8) 推导 出 这 类 结果 。 
从 8 9.7 我 们 知道 , 若 右 是 有 限 维 的 ， 谱 族 多 = 〈 ) 恰 好 在 人 的 特征 值 上 有 (不 连续 的 ， 
跳跃 的 ) “增长 点 "?。 事 实 上 ， 当 且 仅 当 4。 是 的 特征 值 方 有 到, 一 上 14,-o 圭 0。 虽说 这 一 事 
实 并 非 意 外 ， 但 值得 注意 的 是 ， 在 无 穷 维 的 情况 中 仍 有 这 个 性 质 。 
9.11-1 定理 〈 特 征 值 ) 设 了 ， 互 一 互 是 复 希 尔 伯 特 空间 妃 上 的 有 界 自 伴 线 性 算 子 ， 
= (上 由) 是 7 的 谱 族 。 则 当 且 仅 当 4。 是 工 的 特征 值 ， 映 射 4I 忆 在 4=4 处 是 不 连续 的 
( 即 已 ,地 玉 ii -0o) 。 在 这 种 情况 下 ， 对 应 的 特征 空间 为 
VAT-ADS=AE,,-E,,-)(H) (C1) 
证 有 明 ，1, 是 全 的 特征 值 ， 当 且 仅 当 .A(7T -467) 夺 10}, 所 以 定理 的 第 一 个 论断 直接 从 式 
(1 ) 可 以 推出 。 因 此 ， 只 要 证 明 式 (1 ) 便 够 了 。 我 们 简单 地 记 
Fo=E, -Ei,-o 


首先 证 明 
F, (HCA IT -147) i : (2) 
然后 再 证 且 : 
严 (万 ) 二 .AP 人 -hn) (8) 
从 而 便 证 明了 式 (1)。 : 四 
式 (2) 的 证 明 ， 


在 $9.8 的 不 等 式 (18) 中 ， 取 1= 4 一 一 -， 4=4o， 则 得 到 
HE(AVETEAINVEMEN) (4) 


， 和 oo。 邻 n->o0 则 ECAo)>F os 所 以 (4) 给 出 了 


其 中 人 J,= (Xo 一 一 
Ao F TEFS FF, 


因此 TF,=A6Fos 即 (T- 4DF ,=0. 这 名 证 明了 C2。 


式 ( 8 ) 的 证 明 ， 
设 xE.N8(T -和 Ao7)， 我 们 来 证 明 EF, (H)。 由 于 是 一 个 投影 ， 所 以 只 须 证 ff ,x 


二 wo 
如 果 ) 秆 [or，M]， 则 据 9.2-1 有 XeEP(L )。 在 这 种 情况 下 ， 由 于 严 ,CD 是 一 个 矢量 
空间 ， 因 此 有 (TT- 和 oD= {0}CF CD)。 设 1,Elm; MIs 据 假 设 有 (了 一 XoOx=0， 芝 


旋 推 各 了 (了 一 入 门 2X 一 (0 而 根据 i9 .9-1 9 此 风 ] 
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人 1.4a- 2dz(JT=0， wh)= <E x, x> 


其 中 a 二 m， 5>M。 这 里 (4- 入 20 并 且 入 《已 ix,xX> 根据 9.7- 1 是 单 调 递增 的 。 因此 
在 任 一 正 长 度 的 子 区 间 上 的 积分 一 定 是 零 。 特 别 是 对 每 一 2 之 0 必定 有 


Ao-e | heme 
0=| (4 一 入 )2dzu( 入 ) >e’| dw(A)= e’ 《ha caX ,XX> 
得 四 
0= | A)? dw(h) >e? 上 dw () 


=82 《lx,%> —e* 《EE MreX， %> 
由 于 e 之 0， 由 此 和 9.5-2 可 得 / 
《E 1-.X,%X> =0， 因 此 Ej-.xX=0 
: 《一 Sie =0， 因此 .xx 一 rex=0 
内 而 可 | 义 写 成 es 
= (LE Aote -五 Ae™ -zx ss i 
若 令 & I 一 0， 由 因为 和 一 是 右 连 续 的 ， 本 Pos 条 前 面 所 说 明 的 这 就 意味 着 
i\(3)。 

我 们 知道 ， 衣 界 自 位 纺 作 算 于 了 的 谱 落 在 复 平面 的 实 铀 上 见 9. 1-3。 当然 ， 实 轴 也 
包含 有 预 解 集 p(T ) 的 点 。 例 如 , 若 入 是 实 的 且 4<m 或 4>>M， 则 使 有 AEA( 少 )， 见 9.2-T。 
特别 值得 注意 的 是 ， 能 够 以 非常 简单 的 方式 用 谱 族 的 杜 态 把 所 有 的 立 XEo(7 ) 表 征 出 来 。 这 
个 定理 也 将 立即 给 出 了 的 连续 谱 点 的 特征 。 据 972-4? 了 的 残 谱 是 空 全 ， 从 而 地 就 守成 了 我 
们 目前 的 讨论 。 

9.11-2 定理 《 预 解 集 ) 全 和 9 = (已 忆 如 定理 9.11- -j 斯 设 。 .出 实 数 和 ,属于 字 的 预 解 集 

p(T)， 当 且 仅 当 存 在 ?>>0， 使 得 2 = ( 互 上 在 区 间 ， Co > Ao Ft 十 是 不 变 的 。 | 

证 明 ， 在 (a) 中 ， 我 们 证 明 给 定 的 条 件 对 于 入 ， Ep TY 是 充分 的 ， 而 在 (5) 中 ， 证 明 条 件 
是 必要 的 。 在 证 明 中 我 们 要 用 到 定理 9. 1-2， 这 个 定理 十 说 ， 1uEp(T) 当 且 仅 当 存 在 ?之 0， 
使 得 对 一 切 XE 已 有 

| (人 =- ANDxl rll i : (5) 


Ca) 假定 X, 是 实数 ， 并 且 对 某 一 个 ?之 0 使 得 外 不- Qo 9， 和 + 7] 上 是 不 变 的 。 
则 据 定 理 9.9-1 
ET -A Dz? = <T - -Tax， xy》 = 下 . Ad CE x, x 
z 《6) 
由 于 多 在 /上 不 变 ， 所 以 积分 在 7 上 的 值 为 堆 ， 并 且 对 于 idFJ, 有 (一 A 之}, 所 以 (6) 
意味 着 
CT yx 中 2 之 本 CE xxy = 《<《%,X> 
. 329 . 


两 边 取 平 方 根 ， 便 得 到 式 (5)。 因 此 据 9.1-2 有 和 Ep(T )。 
(b) 反之 ， 假 定 入 ,Ep(T )， 则 对 某 一 7 之 0 和 一 切 xE 囊 ， 式 (5 ) 是 成 立 的 。 所 以 据 
式 (6) 和 9.9-1 有 


| wa-xo2a《Eaz,x> ?1 dd CEsx, xy》 C7) 


现在 采取 反 证 法 ; 若 多 在 区 间 ( 和 ho 一 7。ho+ 7 是 变化 的 ， 将 会 导出 矛 盾 。 事 实 上， 这 时 
我 们 能 够 找 到 一 个 正 数 7<y。， 使 得 已 hs 一己 We 装 0 因为 对 于 4<A 有 Bi 。( 见 
9.7-1)。 因此 存在 yE 五 使 得 


多 二 (已 + 一 已 -9) ys 扫 0 
在 (7 ) 中 我 们 利用 这 个 x。 则 
Ex=E(E Mt 一旦 hos) 


99 .7 中 的 公式 (7 ) 表 了 明 ， 当 4<< 和 一 7 时， 上 式 为 (E,-E)y=0， 而 当 和 A 之 和 + 7 了 时， 上 
起 为 (上 irs 一 占 ty)3y， 因此 与 无关。 因而 我 们 可 以 把 六 = [Ao -7。，Xo+7] 取 为 式 ( 了 ) 
中 的 积分 区 间 。 老 和 EK ,直接 计算 ， 利 用 $9.7 中 的 式 (7 ) , 便 得 到 《Ex, x> = 《(E,- 
1,-,) yy> 。 因 此 式 (7 ) 便 给 出 


外 十 侣 痪 0 二 
1 _ (入 一 和 0)2d 《Ey, y> 22 人 qd <Eiy, »> 


因为 在 和 EK 时 ， 上 式 右 端的 积分 是 正 的 ， 并 且 (~ ~ A 二 7:， 所 以 上 式 是 不 可 能 成 立 
的 。 这 说 明 我 们 关于 多 在 Cho 一 7 和 ho + 上 是 变化 的 候 设 不 真 。 从 而 完成 了 证 有 明 。 
| 这 个 定理 也 说 明了 ， AoEo (7) 当 且 仅 当 色 在 Ao 《在 R 上 ) 的 任 一 邻 域内 是 变化 的 。 据 
9.2-4，ov(T) = BG，o,(T) 的 点 对 应 于 多 的 不 连续 性 ( 钢 9.11-1)， 因此 我 们 有 如 下 定理 ， 
这 个 定理 也 使 得 我 们 的 讨论 完整 结束 。 
9.118 定理 (连续 谱 ) 了 和 多 = (E,，) 如 定理 9.11-1 所 设 。 刚 实数 和 。 属于 了 的 连续 谱 
0.(T)。 当 且 仅 当 多 在 和 Ao 是 连续 的 (因而 aE 0)? 并 恒 在 和 。 (在 R 上 ) 的 任 一 邻 域内 
是 变化 的 。 加 
习 | 

1. 对 于 厄 米 特 矩 阵 的 情况 ， 从 定理 9.11-1 我 们 能 够 得 出 什么 结论 ? 

2 定理 9.11-1 中 的 T 了 如果 是 紧 和 的 并 且 有 无 究 多 个 特征 什 ， 关 于 (EE,) 从 定理 9.11-1 和 
9,11-2 我 们 能 够 得 出 什么 结论 ? : 

5 .验证 $ 9.9 习题 7 中 的 谱 族 满足 本 节 中 的 三 个 定理 。 

4 我 们 知道 ， 若 定理 9.2-1 中 的 m 是 正 的 ， 则 个 是 正 的 。 从 8 9.9 的 谱 表示 式 (1 ) 如何 
推出 这 一 事实 ? 


5 .我 们 知道 ， 吉 界 自 伴 线性 算 子 的 谱 是 闭 的 。 从 本 节 中 的 定理 如 何 推出 这 一 事实 。 
6 . 设 T，1? 一 1? 是 用 $y= 《471) = Tx, X= (1) 11= Qs1s (qj)) 是 有 限 区 I 到 Ca， b 中 的 


任 一 实数 序列 ，” 定义 的 一 个 算 子 。 证 明 人 的 谱 闯 (上 上 四 十 肌 
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《已 MX y> = 5 6 
人 4 


定义 的 。 

7.〈 纯 点 谱 》 对 于 希 尔 伯 特 空间 日 *{0} 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 了， 万 >H， 若 了 有 一 
个 在 瑟 中 完全 的 标准 正 交 特征 矢量 组 ， 则 称 了 有 纯 点 谱 或 纯 离散 谱 。 举 例 说 明 ， 这 并 不 意味 
着 c,(7 ) = 好 〈 所 以 通常 所 采用 的 这 一 术语 ， 对 初学 者 暂时 可 能 会 引起 混乱 ) 。 

8. 给 出 系 自 伴 线 性 算 子 荆 ，/? 一 1 的 例子 , 它 有 纯 点 谱 , 并 且 使 非 零 特征 值 的 集合 (a) 是 
有 限 点 集 ，(b) 是 无 穷 点 集 且 对 应 的 特征 矢量 集合 在 1: 中 稠密 ，。 (c) 是 无 穷 点 集 且 对 应 的 特征 
矢量 张 成 1 的 的 子 空间 的 闭 包 的 正 交 补 是 有 限 维 的 ， (aq) 与 “ 一 样 ， 但 正 交 补 是 无 穷 维 的 。 
在 每 种 情况 中 ， 求 一 个 完全 标准 正 交 特 征 矢量 组 。 

3. 〈 纯 连续 谱 》 对 于 希 尔 伯 特 空间 互 闪 {0}f 上 的 有 界 自 伴 线性 算 子 TT， 太一 态 ， 若 了 没 
有 特征 值 ， 则 称 了 有 纯 连 续 谱 。 若 了 是 妃 上 的 任 一 有 界 自 伴 线性 算 子 ， 证 明 存在 - 个 闭 子 空 
| 间 了 CC 五 ， 它 可 约 化 〈 见 $9.6 习题 10)， 并 且 使 得 7 ,= 了 |lr* 有 纯 点 谱 ， 而 了 。 = 了 ly+ 有 
纯 连 续 谱 。《〈 这 种 约 化 能 简化 对 了 的 研究 ， 见 $ 9.6 习 题 10 的 注释 。)》 

10. 关 于 习题 9 中 了 :和 了 ,的 谱 族 (E41) 和 (E44) 利 用 了 的 谱 族 (E，,)， 我 们 能 够 作 何 解 
释 ? 
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第 十 章 希 尔 伯 特 空间 中 的 无 界线 性 算 子 


天界 线性 算 子 出 现在 很 多 应 用 之 中 ， 特 别 是 在 微分 方程 和 量子 力学 方面 。 其 理论 要 比 有 
界 算 子 的 埋 论 复杂 。 

在 这 一 章 我 们 仅 限 于 希 尔 伯 特 空间 中 的 无 界 算 子 ， 这 也 是 在 物理 中 最 有 意义 的 情况 。 事 
实 上 ， 在 本 世纪 20 年 代 后 期 ， 为 了 把 量子 力学 建立 在 严格 的 数学 基础 之 上 才 刺 激 了 无 界 算 子 
理论 的 上 发 展 。 这 一 理论 的 系统 开发 应 人 功 于 汶 * 计 依 室 (1929-30，1936) 和 M .万 。 斯 通 
(1932)。 

一 吉 论 在 微分 方程 中 的 应 用 为 处 理 各 种 不 同 的 问题 提供 了 一 个 统一 的 方法 ， 并 使 间 题 
得 到 了 极 大 的 简化 。 

本 董 是 选 学 内 容 。 


本 章 内 容 概 要 

x 站 -无 界 算 子 来 说 ， 定 义 域 和 延 拓 问 题 的 研究 变 得 最 为 重要 。 要 使 线性 算 子 了 的 箱 尔 但 
特 伴随 算 子 了 * 存 在， 了 在 瓦 中 必须 是 稠 定 的 ， 也 就 是 说 ， 其 定义 域 多 (TT) 在 瓦 中 必须 是 稠 
密 的 〈 肌 10.1))》 。 另 一 方面 ， 若 了 恒 满 足 关 系 


《7 X,y7> = 《<x, y> 


并 且 臣 无 界 的 ， 则 其 定义 域 不 可 能 是 整个 态 ( 见 10.1-1)。( 信 车 卫 在 如 中 是 秽 定 的 ) 这 一 关系 
等 价 于 人 CT*， 并 且 把 了 全 叫做 是 对 称 的 〈 见 8$ 10.2)。 自 伴 线性 算 子 (了 = 了 * 见 10.2-5) 
是 对 称 的 ， 但 在 无 界 的 情况 下 。 其 逆 一 般 不 真 。 : 
实际 问题 中 出 现 的 绝 大 多 数 无 界线 性 算 子 都 是 闭 的 或 者 有 闭 的 线性 延 拓 ($10.3)。 
自 伴 线性 算 子 的 谱 是 实 的 。 在 无 界 的 情况 下 也 是 如 此 《〈 见 10.4-2 )。 这 种 算 子 上 的 谱 表 
示 〈 见 10.6-3)， 通 过 7 的 凯 莱 变换 


vy =(T -1D(T +1D)-! 
也 人 10.6) 和 西 算 子 的 谱 定理 10.5-4 可 以 得 到 。 
$10.7 专门 研究 乘法 算 子 和 微分 算 子 ， 它们 是 特别 具有 实际 意义 的 两 个 无 界线 性 算 寺 。 
(这 些 饼 子 在 关于 量子 力学 的 第 十 一 章 中 起 着 关键 性 的 作用 。) 


在 这 一 章 ,为 叙述 方便 ,我 们 作 如 下 约定 ,我们 说 荆 是 态 上 的 算 子 ， 是 指 了 的 定义 域 为 整 
个 日 ,我们 说 了 是 瑟 内 的 算 子 。 是 指 T 的 定义 域 落 在 瑟 中 ， 但 可 以 不 是 整个 及 。 此 外 ， 记 法 


SC 一 
将 意味 着 是 S 的 一 个 延 拓 。 


334 ® 


S 10.1 无 界线 性 算 子 及 其 希 尔 伯 特 伴 随 算 子 


整个 这 一 章 我 们 都 将 研究 线性 算 子 了 ， 儿 (T)-~> H， 其 定义 域 多 (了 T) 落 在 复 希 尔 伯 特 空 
辣 召 中。 我们 允许 这 样 的 算 子 T 可 以 是 无 界 的 ， 即 7 可 以 不 是 有 界 的 。 
我 们 还 记得 在 $2.7 中 曾 讨 论 过 ， 人 是 有 界 的 当 且 仅 当 存 在 实数 c， 使 得 对 一 切 xE€ 
多 (T) 有 : 
上 过 xx 站 sc 由 xl 


一 个 重要 的 无 界线 性 算 子 是 $ 4.13 中 考虑 过 的 微分 算 子 。 

我 们 当然 希望 在 各 个 方面 能 把 无 界线 性 算 子 和 有 界线 性 算 子 区 别 开 来 ， 而 问题 是 我 们 的 
注意 力 应 该 集中 在 什么 性 质 上 。 一 个 著名 的 结果 (定理 10.1-1)》 提示 了 我 们 ， 算 子 的 定义 域 
租 算 子 的 延 拓 问题 将 起 着 特殊 的 作用 。 事 实 上 ， 我 们 将 会 看 到 算 子 的 很 多 性 质 都 与 其 定义 域 
有 关 ， 并 且 在 延 拓 和 限制 下 ， 这 些 性 质 可 能 发 生变 化 。 

当 巨 。 海 林 格 和 O“。 托 普 里 兹 (EE。 Hellinger，0O 。Toeplitz,1910》 发 现 这 个 定 
理 时 ， 章 引起 人 们 的 费 吧 和 迷惑 。 因为 这 个 定理 在 两 种 不 同 的 性 质 之 问 。 即 算 子 处 处 有 定 区 

的 性 质 和 算 子 有 界 的 性 质 之 间 建 立 起 关系 。 

对 于 项 尔 伯 特 空间 及 上 的 有 界线 性 算 子 ， 其 自 伴 性 是 用 


Tx, y2 = C%» Ty> | (1) 
定义 的 《 见 $3.10-1)。 这 是 一 个 很 重要 的 性 质 而 下 术 害 再 表 明 ， 请 足 式 ( 6 的 无 界线 性 
算 子 TT 不 能 够 定义 在 整个 HH 上 。 
10.1-1 海 林 格 - 托 警 里 效 定 理 (有 界 性 ) 各 果 红 生子 7 从 在 只 个 提 天 尔 伯 符 空 
HL 上, 并 且 对 所 有 xyE 万 都 满足 式 (1)， 则 了 是 有 界 的 。 四 
证 明 ， 如 果 结 论 不 真 ， 出 二 将 合 有 序列 (亲生 
| y， 1 = 1， : ry Less 
我 们 考虑 用 、 
1 .(X) = CT x y,) = Cx,Ty > 1=1 2 
所 定义 的 泛 函 1:， 其 中 用 到 了 式 (1)。 每 个 上 .都 定义 在 整个 已 上 ， 并 香 是 线性 的 。 对 每 个 
国定 的 2 许 瓦 兹 不 等 式 给 出 了 了 
If .x)| = i | 二 Ty, 让 革 % 让 
故 沁 畏 f， 是 有 寞 的 。 进而 ， 对 每 个 国定 风 * “EH; 序列 (J (x*)) 是 有 震中 实际 上 ， 所 许 瓦 
兹 不 等 式 有 ” | 
col = 1 <T ye) Tl fy。 上 = Tx 
由 此 和 一 致 有 界 性 定理 4.7-3， 我 们 得 出 六 有 的 和 几 让 -0 有 1 | 


< 之 hk。 这 就 意味 着 对 每 个 xE€ 玉 有 
If Cx) | lf | jx cal / 
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而 取 二 7 yy 则 得 到 
| Ty | “= 《了 yo T y.> 一 [fT y,)| < | Ty, | 
因此 有 由 7 2 下 和 安 e 这 与 我 们 原来 的 假设 1 了 yy 一 ceo 矛盾。 从 而 证 明了 定理 。 
根据 这 个 定理 ， 对 于 满足 式 (1 ) 的 无 界线 性 算 子 了 ， 玉 (了 ) = 万 是 不 可 能 的 。 从 而 我 们 
面临 着 确定 适当 的 定义 域 和 进行 延 拓 的 问题 。 我 们 将 采用 方便 的 记 法 
SCIT 
DSITD(T) 有 S$S=T|9 ,s,) 


”着 多 (5) 是 多 (7T ) 的 真子 集 ， 即 多 (了 TT) -BZB(S) 硅 名， 则 把 TH 做 S 的 真 延 扰 。 

在 有 界 算 子 的 理论 中 ， 算 子 了 的 项 尔 伯 特 样 随 罩 于 了 “起 着 基本 的 作用 。 所 以 首先 让 我 
_ 们 把 这 个 重要 的 概念 推广 到 无 界 算 子 。 

对 于 有 界 算 子 7 ， 算 子 了 *# 被 定义 为 


CT x,y> = Lx, Ty 
( 见 3.9-1)， 我 们 能 够 把 它 写 成 
(a) <Tx,y> = CX, y*>， (2) y= TT *y (C2) 


!“ 在 互 上 存在 ， 并 且 是 具有 范 数 | 大 *j = 中 工 上 的 有 界线 性 算 子 ， 见 3.9-2。 

在 一 般 情 况 下 ， 我 们 仍 打 算 利 用 式 (2)。 很 曼 然 ， 7 “* 则 只 能 对 于 这 样 的 yE 互 来 定义 ， 
关于 y 有 一 个 y* 使 得 式 (2 ) 对 一 切 XESS (7 ) 都 成 立 。 

重要 的 一 点 是 ， 要 使 “是 一 个 算 子 《上映 庙 )s 对 于 假定 为 属于 T* 的 定义 域 9(T*) 的 每 
一 个 y， 所 对 应 的 y*= 7 *y 应 该 是 唯一 的 。 而 要 使 这 一 点 威 立 ， 当 且 仅 当 

7 在 万 中 是 稠 定 的 ， 即 多 (7 ) 在 如 中 是 稠密 的 。 

实际 上 ， 若 2 (7 ) 在 妃 中 不 是 稠密 的 ， 则 有 急 (不 ) 闪 如， 弛 (7 ) 在 万 中 的 正 交 补 (8 
3.3) 含有 一 个 非 零 元 yi， 且 yi 上 x 对 一 切 xE9B(T) 成 立 ， 亦 即 《x，yi> =0。 则 在 式 
(2 ) 中 又 可 得 到 


学 字 y*> 三 必 %, > 十 《%,Y1> = 《X，3” 二 y1> 


这 表明 对 应 于 y 的 y* 不 是 唯一 的 。 另 一 方面 ， 若 儿 (T ) 在 右 中 是 稠密 的 ， 则 据 3.3-7 多 (TT)1 
”= {0}。 因 此 对 一 切 xE€ 多 (TT) 有 《x,y >=0 便 总 味 着 为 = 0， 所 以 y*+ y=， 这 就 是 
所 和 希望 的 唯一 性 。 

若 允 (T ) 是 整个 互 ， 我 们 把 了 叫做 五 上 的 算 子 ， 若 儿 (TT ) 落 在 电 内 ， 但 可 以 不 是 整个 H， 
便 把 TT 叫做 五 内 的 算 子 。 这 一 约定 对 后 面 的 叙述 是 方便 的 。 

鉴于 上 述 情 况 ， 提 出 如 下 定义 : : 

10.1.2 定义 〈( 希 尔 伯 特 - 伴 随 算 耶 )， 设 了 ;: 多 (TT) 一 刁 是 复 项 尔 伯 特 空间 玉 中 的 一 
个 (可 能 无 界 的 ) 称 定 线性 算 子 。 则 了 的 希 尔 伯 特 -伴随 算 子 ZT*% 儿 (T 了 *) 一 HH 被 定义 如 
让， 丰 * 的 定义 域 多 (下 纪 是 由 所 有 这 样 的 yE 瑟 构成 ， 对 于 该 y， 有 一 个 y*E 昌 存在， 对 一 
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切 x€ 多 (7 ) 都 满足 : 
: CT x,y> = C%, y*> / (2a) 
对 于 每 个 这 样 的 YE 多 (TT*)， 通 过 

y*= Lf*y z : (26) 
则 可 用 y* 来 定义 希 尔 伯 特 伴随 算 子 TT*。 

换 名 话说， 一 个 元 yE 玉 属于 多 (了 *) 当 《 且 仅 当 〉 把 内 积 《< 了 x，y> 看 作为 * 的 函数 
上 时， 对 一 切 xE9(T)， 它 能 够 表示 为 《Tx,y》= 《x,y*》。 并 且 对 于 这 个 多 公式 ( 2) 
唯一 地 确定 了 所 对 应 的 y*， 因 为 根据 假设 及 (7 ) 在 石 中 是 称 密 的 。 

读者 可 以 证 明了 * 是 一 个 线性 算 子 。 

在 我 们 下 面 的 研究 中 需要 用 到 算 子 的 和 及 积 〈 合 成 ) 。 因 为 不 同 的 算 子 可 以 有 不 同 的 定 
义 域 ， 特别 是 对 于 无 界 的 情况 ， 所 以 我 们 应 该 非常 细心 。 因 此 ， 我 们 首先 应 该 定义 ， 在 这 种 
更 为 一 般 的 情形 下 ， 算 子 的 和 与 积 是 什么 意思 。 下 面 的 处 理 是 相当 自然 的 。 

设 S: 多 (SS) 一 全 和 TT， 儿 (TT ) 一 五 是 两 个 线性 算 子 ， 其 中 多 (SS )CH, S(T)CH, 
则 S 与 之 和 S + 了 是 这 样 一 个 线性 算 子 ， 其 定义 域 为 

g(S+T)=B(SNG(T) 
对 每 个 xEB (3S + 了 人) 定义 其 象 为 
(9 二 + 了 7)X= Sx+ITx 


注意 ，2(S + 了 ) 是 使 S 和 了 同时 都 有 意义 的 最 大 集合 ， 并 且 是 一 个 矢量 空间 。 
进一步 还 会 注意 到 ， 总 有 0 EB(5S + 全) 所 以 了 (S + 了 ) 不 会 是 空 和 显然， 于 
正 希 望 的 是 多 (S$S + 人 了) 还 含有 另外 的 元 。 
让 我 们 来 定义 积 T S， 其 中 $ 与 了 如 前 所 设 。 Bob 昌 5) 中 的 且 基 省 3 用 下 二 和 
在 多 (T) 中 的 最 大 于 集 ; 因而 有 
其 中 多 (S$S) 是 S 的 值 域 ， 见 图 65。 则 算 子 9 与 了 之 积 也 5 被 定义 为 这 样 的 一 个 算 于 ， 其 定 又 
域 J( 了 9)=MN 且 使 得 对 一 切 
xEB(TS) 都 有 
(TS)x=T(Sx) | 
在 定义 中 把 9 与 了 的 位 置 效 
株 ， 则 可 看 到 积 ST 是 这 样 一 
个 算 子 ; 对 一 切 xE 多 (ST 了) 有 
(ST)x= .947 YX) 


其 中 多 (ST) = 太 是 多 (T) 的 且 sg) ”wa 2 -和 
其 在 了 作用 下 的 象 落 在 多 (5S) 中 人 
的 最 大 子 集 ; 名 而 有 姐 65 ”级 性 算 于 之 积 
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T (WB)= BT)NYDG(S) 


T S 和 ST 都 是 线性 算 子 ， 这 是 很 容易 验证 的 。 要 特别 注意 ， 据 2.6-9 多 ( 5) 是 一 个 矢 
量 空 间 ，、 所 以 3 (MM) 也 是 一 个 矢量 空间 ， 由 于 SS 是 线性 的 ， 这 意味 着 必 是 一 个 矢量 空间 。 同 
理 可 证 到 也 是 一 个 矢量 空间 。 


习 题 


1. 求 证 ， 线 性 算 子 六 的 希 尔 伯 特 - 伴 随 算 子 “也 是 线性 的 。 


证明 ， 对 于 有 算 线 性 罩 了 于， 我 们 这 里 关于 达尔 但 御 - 信 项 办 于 的 四 站 也 多 出 了 定义 
3.9-1, 其 中 史 ， = fi, = Hi。 


3 .证 明 ; 对 于 无 界 的 算 子 
z (TT,)T,=T)(T,T,) 
仍然 是 成 立 的 。 
4.1i 正 有 明 : 
(fi + Ts,=T.Ts+1,1,， 
Ti(T,+T)DOTIT,+t 7 
给 出 使 第 二 个 公式 为 等 式 的 充分 条 件 。 


5 .1 正明， 
(oT )*=Gal7* 


(S+ TO S*+IT* 


要 使 第 二 个 关系 式 有 意义 ， 我 们 应 要 求 什么 条 件 ? 
人 丰台 人 全 有 区 和 民有 的 下 
(S +T)*= S*+T* 
7. 证 明 ， 其 定义 域 在 互 中 不 稠密 的 有 界线 性 算 子 了 288( 下 ) 一 户 总 有 一 个 到 忆 的 有 界线 


性 延 拓 ， 且 延 拓 算 子 的 范 数 仍 等 于 | 人 上。 
8. 设 T， 儿 (TT) 一 1? 被 定义 为 


y= (m) = Tx, ni = jE X = (81) 


其 中 多 (T)C1? 由 所 有 这 样 的 X 三 (561) 构成， 具有 有 限 多 个 非 零 项 £;。 (a) 证 明了 是 无 界 
的 ，(b) 人 有 真 线性 延 拓 吗 ? 〈c) 能 够 把 7 线性 莲 拓 到 整个 空间 1? 吗 ? 

”9. 若 线性 算 子 了 在 复 希 尔 伯 特 空 5 间 已 上 处 处 有 定义 证 明 其 希 尔 伯 特 -伴随 算 子 7T* 是 有 
界 的 。 

10. 设 S 和 并 是 定义 在 整个 日 上 的 线 华 算 也 。 昌 对白 有 的 x YE 及 都 满 


CT y,%> = 《yy SX> 
证 明 ， 了 了 是 有 界 的 且 S$ 为 的 希 尔 伯 竺 - 伴随 算 子 。 
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$ 10 .2 着 尔 伯 特 -伴随 算 子 ， 对 称 和 自 人 线性 算 子 


在 下 面 两 个 定理 中 ， 我 们 将 陈述 希 尔 伯 特 -伴随 算 于 的 某 毕 基本 性 质 。 在 这 里 ,根据 定义 
TT ** 


10.2-1 定理 ( 希 尔 伯 特 -伴随 算 子 ) 设 S: 多 (5S) 一 是 和 全， 多 (TT ) 一 已 是 在 复 希 尔 伯 
特 空间 五 中 筒 定 的 线性 算 子 。 则 

(a) 若 SCT， 则 T*CS*。 

(b) 车 多 (T*) 在 日 中 秋 密 ， 则 TCT**。 / 

证 明 ， (a) 据 T* 的 定义 ， 对 一 切 xES(T) 和 一 切 yE 允 (T*) 有 


<Tx,y> = 《x,T"y> : (C1) 
由 于 SCT， 这 就 意味 着 对 一 切 xE€ 多 (5) 和 yE€B(7*) 有 

《Sx%,y> = 《x,T"y> (2) 
而 据 S* 的 定义 ， 对 一 切 x€ 多 (5S) 和 一 切 YE9(S*) 有 

CSx,y> = Lx, S*y> z / (C8) 


由 此 和 式 (2 ) 我 们 将 推出 多 (T*)C9g(S*)。 由 于 后 面 将 出 现 类 似 的 结论 ， 所 以 我 们 详细 地 
昌明 这 一 步 。 根 据 希 尔 伯 特 - 伴随 算 子 3“ 的 定义 ， 其 定义 域 罗 (S") 包 括 了 所 有 这 样 的 y， 对 
于 它 ， 当 xx 在 gg(9) 上 取 遍 时 ，4w x，2》> 有 表示 式 (8 )。 由 于 当 x 在 多 (SS) 上 取 遍 时 。 式 
(2 ) 也 以 同样 的 形式 表示 《 Sx, y》， 所 以 使 式 ( 2 ) 有 效 的 y 的 集合 必须 是 使 式 ( 3 ) 成 立 的 
y 的 集合 的 ( 真 或 假 ) 子 集 ， 也 就 是 必 有 猎 (T*)CFCS"*)。 再 由 式 (2 ) 和 《8 ) 容 易 推出 ,对 
一 切 yE9(T*) 都 有 S*"y=T*y， 从 而 据 定义 得 到 TT "CS"。 

(b》 在 式 ( 1 ) 中 取 复 共 元 ， 对 一 切 yED(T" ) 和 一 切 xES(T) 有 

《了 y;,%> = Cy, Tx> z | (4) 
由 于 (1 在昌 中 是 铭 密 的 ， 所 以 7 存在 并 且 所 定义 对 一 切 yE9(T*) 和 一 切 %E 
(TT"*) 有 
《7 “yy%X> = Cy T "4) 

由 此 和 式 (4)， 基于 和 (a) 一样 的 理由 ， 可 看 出 <E3 (7 ) 也 是 属于 号 (7 ) 的 ， 并 且 对 于 
该 X* 有 T**x= 了 x。 这 意味 着 TCT**。 

我 们 的 第 二 个 定理 是 讲 ， 在 怎样 的 条 件 下 ， 人 各 于 的 过 等 于 壕 工 子 的 人 了。 (注意 
这 就 把 $ 3.9 中 习题 2 推广 到 可 以 是 无 界 的 线性 算 子 上 。.) 

10 2-2 定理 (着 尔 伯 特 -伴随 算 子 的 人 逆 ) 如 定理 10.2-i 所 设 。 此 外 ， 还 假定 是 内 
射 〈injectioe) 且 其 值 域 有 (7 ) 在 互 中 稠密 。 则 "是 内 射 ， 并 且 

(T*)-1= (TT-1)" | z (5) 
正明 ， 由 于 了 在 互 中 是 而 定 的 ， 故 了 T* 存在 。 由 于 了 是 内 射 ， 所 以 了 : 也 存在 。 电 于 
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儿 ( 个 -i1) = 多 (TT ) 在 号 在 中 是 移 窗 的 ， 所 以 (TT-1* 存 在 。 我 们 必须 证 明 (T"*)-! 存 在 且 满 足 
式 (5)。 
令 y€EB(T*)， 则 对 一 切 xES (7 -1) 有 7 了 -1XE 允 (7 了 了)， 并 且 


《了 -1X，， T*y> = <T Tix,y> = 《x%,y> (6) 
另 一 方面 ， 据 T-~! 的 希 尔 伯 特 -伴随 算 子 的 定义 ， 对 一 切 x€ 多 (了 1) 有 

<T-ix, T*y> = Cx,(T-1)*T*yy> 
这 表明 7T*y€ 9B((T-!)*)。 进 而 将 上 式 与 式 (6 ) 比 较 ， 可 得 到 

(T-O*T*y=y, yyED(L") 《7 ) 


我 们 看 人 到，T*y =0 列 含 着 y =0。 因 此 (7T*)-!， 多 (TT*) 一 多 (7T*) 据 2.6-10 是 存在 的 。 
此 外 ， 由 于 (TT*)-1T* 是 多 (T*) 上 的 恒 等 算 子 ， 与 式 (7 ) 人 比较 说 明 


(TH)-IC(TTD)™ (8) 
为 了 证 明 式 (5 )， 我 们 只 须 证 明 
(T#)-1IO(T-I* (9) 


为 此 我 们 考 瞳 任 一 xE9B CT) 和 y€EQB(CT-1*)。 则 有 TxE%(T)= 多 (Tm~!)。 并且 
z <Tx,(T-D*y> = CT-1T x,y> = Cx,y> (10) 
另 一 方面 ， 据 TT 的 希 尔 伯 特 -伴随 算 子 的 定义 ， 对 一 切 xE€ 儿 (TT ) 有 
<Tx,(T-D)*y> = Cx, T"(T 1) 7y7> 
由 此 和 式 (10) 可 推 得 (T-1)*y€E9B(T*)， 并 且 
T*(T-i)*y=y, ED((T™1)") (11) 
而 根据 逆 的 定义 ，T*(T*)-! 是 9B((T*)-1) = 多 (T*") 上 的 恒 等 算 地 ， 并 且 (了 )-1: 
Bg(T"* -> (T*) 是 满 射 。 因 此 与 式 (11) 比较 可 得 2((T"*)- 光 2B((T 7-7) )， 从 而 有 
(T*)-1 二 (TT-~1)*， 这 就 是 要 证 明 的 式 (9 )。 与 式 (8 ) 合 在 一 起 便 给 出 式 (5 )。 

在 研究 有 界线 性 算 子 时 ， 曾 用 和 希 尔 伯 特 -伴随 算 子 定义 自 伴 性 ( 见 $3.10)。 由 于 自 伴 性 
在 理论 上 和 应 用 中 都 是 一 个 极为 重要 的 概念 ， 因此 我 ] 希 望 知道 能 否 将 它 推广 到 包括 无 界线 
性 筑 子 的 情况 如 果 能 的 话 ， 又 如 何 加 以 推广 。 为 此 ， 我 们 首先 介绍 下 面 的 概念 。 

10.2-5 定义 〈 对 称 线性 算 子 ) 设 7， 2 (T) 一 万 是 在 复 希 尔 伯 特 空间 已 中 稠 定 的 线性 
算 子 。 如 果 对 一 切 x, yEB(T ) 都 有 ， 


《Tx,y> = 《x,T y> 


则 称 了 是 对 称 的 线性 算 子 。 

值得 注意 的 是 ， 对 称 性 能 够 以 简单 的 方式 用 项 尔 伯 特 - -伴随 算 于 来 下 述 。 在 我 们 进一步 
的 研究 中 ， 这 种 表述 是 很 有 用 的 。 这 也 促使 我 们 在 定义 10.2- 3 中 做 出 了 是 稠 定 的 假设 。 

10 2-4 引 理 〈 对 称 算 子 ) 在 复 希 尔 伯 特 空间 已 中 稠 定 的 线性 算 子 了 是 对 称 的 。 当 上 仪 
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TCT™* (12) 

证 明 ， 了 了 "所 定义 的 关系 是 对 一 切 xE 儿 (了) 和 一 切 yYEB(T") 有 
<Tx,y> = <x,T°y> (13) 
成 立 。 假 定 T 了 CT"， 则 对 于 y€B(T) 有 Ty= 了 y， 所 以 对 x, yE 儿 (了 )， 式 (13) 变 成 
CTx,y> = x, Ty (14) 


因此 过 是 对 称 的 。 
反 过 来 ， 假 定 对 一 切 x,，yE 驴 (了 了) 式 (14) 是 成 立 的 。 则 与 式 (13) 比较 说 上 明 ，B(T)CC 
(7T”) 有 日 了 = 了 3 Br)。 据 定义 ， 这 就 意味 着 “是 了 的 一 个 延 拓 。 


现在 可 把 自 伴 性 定义 如 下 *， 
10-2.5 定义 ( 自 伴 线性 算 子 ) 设 工 ， 9 (7) 一 中 是 一 个 在 复 希 尔 他 特 空间 朋 中 届 定 的 
组 性 算 子 。 如 果 
T=T* (15) 


则 称 了 是 一 个 自 伴 线性 算 子 。 

每 一 个 自 伴 线性 算 子 者 是 对 称 的 。 

另 一 方面 ， 对 称 线 性 算 子 未 必 是 自 伴 的 。 因 为 7 可 以 是 ! 的 一 个 真 延 把 ， 也 就 是 g (7) 
志 儿 (T*)。 很 显然 ， 如 果 多 (TT) = 日 ， 则 这 种 情况 不 可 能 出 现 。 因 此 、 我 们 有 

对 于 复 希 尔 伯 特 空间 有 上 的 线性 算 了 于 二 ，HH~> 晶 来 说 ， 对 称 性 和 自 伴 性 这 两 个 概念 是 等 
同 的 。 

要 注意 ， 在 这 种 情况 下 ， 人 是 有 界 的 〈 见 10.1-1)， 这 也 在 前 面 病 明 了 ， 比 如 在 $3.16 
中 ， 为 什么 没有 出 现 对 称 性 的 概念 。 

此 外 ， 还 有 一 个 与 3.10-3 类 似 的 结论 : 

在 复 希 尔 伯 特 空间 已 中 稠 定 的 线性 算 子 人 是 对 称 的 ， 当 且 仅 当 对 所 有 的 xE 玉 (7T)， 
《Tx,x》 都 是 实数 。 


习 是 
1. 证 明 ， 自 伴 线性 算 子 是 对 称 的 。 
` 若 人 S 和 使 得 > 了 在 昌 中 是 精 定 的 ， 证 明 
(ST)* HT*S* 
而 若 S 定 义 在 整个 五 上 且 是 有 界 的 ， 则 有 
(ST)*=T*S" 
5. 设 妃 是 一 个 复 希 尔 伯 特 空间 ， 了， 9 (T) 一 HH 是 在 中 稠 定 的 线性 算 子 。 证 明 ， 了 是 


对 称 的 ， 当 且 仅 当 对 一 切 x*€9 (1 )， 《了 x,x> 都 是 实 的 。 
4, 若 了 是 对 称 的 ， 证 明 T"”* 也 是 对 称 的 。 
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5. 澡 线 性 算 子 ! 在 咏 中 是 笛 定 的 且 其 伴随 算 子 在 整个 互 上 有 定义 。 证明 7 是 有 界 的 。 
6 .证 骨 ， y = (1)) = x%= (61/7) 定 义 了 一 个 有 界 自 伴 线 性 算 子 人， lf:—[, 且 了 有 一 个 

无 界 肯 伴 的 过。 

7. 设 TT， 儿 (TT) 一 有 是 一 个 有 界 对 称 线性 算 子 。 证 明了 有 一 个 到 3 77 上 的 有 办 对 称 线 
性 延 扰 了。 

8. 若 了 是 对 称 的 且 争 是 了 的 一 个 对 称 延 拓 。， 证 明了 CT“。 

9. 一 个 对 称 线性 算 子 车 没有 真正 对 称 延 拓 ， 则 称 之 为 最 大 的 对 称 线性 罩 于 。 证 明 目 伴 线 
性 算 子 / 是 最 大 的 对 称 线性 算 子 。 

10. 若 自 伴 线性 算 子 7，2 允 (7T) 一 万 是 内 射 ， 证 明 ，(c) 罗 ( 了 ) = 已 ， 且 () 了 ~! 是 自 
伴 的 。 | / : 


$10.3- 并 性 和 和亲 包 


吉明 了 闭 线性 算 了 在 无 界 算 了 的 理论 中 起 着 重要 的 作用 。 在 这 一 我 门将 考 起 团 线性 下 让 及 
其 某 些 性 质 。 
我 们 先 复习 闭 线 性 算 子 的 定义 和 4.13 中 的 一 于 年 备 ， 把 这 些 系 统 的 讲述 用 于 希 尔 伯 特 
空间 是 合适 的 。 
“10.3-1 定义 〈 闭 线性 算 子 ) 设 T， (7) 一 有 是 -个 线性 算 了 ， 其 中 多 (TT)CHAH, 而 
日 是 一 个 复 项 尔 伯 特 空间 。 在 了 的 图 


9 (个 ) -Too lxeES(T)， y= Tw} 
在 昌 x 瑟 中 是 闭 移 ， 则 把 TT 叫做 闭 线 性 算 子 ， 其 中 碳 x 右上 的 范 数 定义 为 


Cxsy) =O?+t yp 
而 它 是 从 内 积 和 
(XI1y 71)s (xX,,Y2)> = Cxis Xs> +《y1iyya> 
导出 的 。 | 
10.5-2 定 理 〈 闭 线性 算 子 ) 设 T， 9(T) 一 也 是 一 个 线性 算 子 ， 其 中 (7T)CH, HH 
是 一 个 复 希 尔 伯 特 空间 。 则 : 
(a) 了 是 闭 的 ， 当 且 仅 当 

xy ->X [xx.CESB(T)] 有 xy 


合 在 一 起 意味 着 xEB(T) 且 Tx=y( 见 4.13-3)。 

(b》 若 荆 是 闭 的 且 儿 (TT ) 也 是 闭 的 ， 则 六 是 有 和 异 的 ( 见 4.13-2)。 

(c) 设 T 是 有 界 的 。 则 了 工 是 闭 的 ， 当 且 仅 当 儿 (了) 是 闭 的 《 见 4.13-5)。 

不 管 了 是 否 闭 的 ， 我 们 总 有 如 下 值得 重视 的 定理 。 

10.3-3 定理 ( 希 尔 伯 特 -伴随 算 子 》 在 10.1- ?中 所 定义 的 希 尔 伯 特 - -伴随 算 了 7* 是 闭 的 。 
证 明 ， 我 们 把 定理 10.3- -2(a) 应 用 到 7 *, 来 证 明 该 定理 ， 也 就 是 说 ， 我 1 ] 考 察 S(T*) 
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中 的 任 一 满足 
ye>yo 有 了 yo-=zo 

的 序列 (ys)， 并 证 明 y, E22(T*) 和 zo。 = 了 ”yo。 

据 了 “的 定义 ， 对 每 个 YE 多 (TT ) 我 们 都 有 


< yy.> 一 《<y, TY y,> : 
由 于 内 积 是 连续 的 ， 两 端 令 n>oo 便 得 到 对 每 个 YE€EF(T ) 都 成 立 的 等 式 
《7 yo> = Cy,20> | 


人 这 就 证 明了 yoE3(7“) 且 zo = 了 *yo。 把 定理 10.3- -2(a) 应 用 到 7T*, 便 得 到 
是 闭 的 结论 。 
经 常会 出 现 这 种 情况 ; 一 个 策 于 不 是 闭 的 ， 但 它 有 一 个 闭 的 延 拓 。 为 了 讨论 这 种 情况 ， 
首先 来 陈述 一 些 有 关 的 概念 
10.3-4 定义 (可 闭 算 子 ， 闭 包 ) 若 线 性 算 子 从 有 -个 延 拓 六， 县 人 ,是 一 个 于 线 狂 算 
子 ， 则 称 全 是 可 闭 的 ， 并 且 把 全: 叫做 了 的 一 个 闭 线 性 延 拓 。 
若 示 是 可 闭 线 性 算 子 了 的 一 个 闭 线 性 延 折 ， 并 且 了 的 每 一 个 六 线性 延 拓 信 ， 都 也 是 邓 的 
一 个 闭 线 性 延 拓 ， 则 称 王 是 了 的 最 小 (的 闭 线 性 ) 延 拓 。 如 果 了 的 报修 还 皂 了 让 让 
又 把 未 电 做 二 的 财 包 。 
若 到 存在， 则 它 是 唯一 和 的。 (为 什么 ? 》 - 
人 车 不 是 闭 的 ， 了 了 是否 有 闭 的 延 拓 ? 
例如 ， 最 子 旋 学 中 的 所 有 无 界线 性 算 子 实际 上 都 是 可 闭 的 。 
对 于 对 称 线性 算 子 〈 见 10.2-3)， 情 形 是 非常 的 简单 。 . 
10.3-5 定理 ( 闭 包 ) 设 7 ， 了 (7 一 昌 是 一 人 在 复 希 尔 他 特 空间 打 中 儿 定 的 线性 算 于 。 
若 人 是 对 称 的 ， 则 其 闭 包 矛 存 在 且 是 唯一 的 。 
证 有 明 : 为 了 定义 一 个 了 ， 我 们 首先 定义 其 定义 域 % = S(T), 然后 再 定 文 轩 本 出。 最 后 
再 证 明 所 定义 的 也 的 确 是 了 的 闭 包 。 
没 导 是 所 有 这 种 xE 五 的 集合 ， 对 于 该 %， 在 CT) 中 存在 一 个 序列 (x.), 养 有 存在 
个 ,E 有 全 得 


x >x 日 了 xy | . (1) 


示 难 看 出 愉 是 一 个 矢量 空间 。 显 然 有 9 (7T )C4。 
根据 式 (1 )， 我 们 令 | 
y=Tx, (xEM) | | | (2) 
便 在 M 上 定义 了 了 。 为 了 证 明志 是 人 的 闭 包 ， 我 们 必 人 贫 证 明志 具有 闭 包 定义 中 的 一 切 性 质 。 
很 明显 ， 当 ( 予 ) = M。 此 外 ， 还 要 证 明 ， 加 
(a) 对 每 个 %E 名 (下) 有 唯一 的 y 与 之 对 应 。 
(56) 于 是 T 的 一 个 对 称 线性 延 扰 。 


(c) 于 是 闭 的 且 是 T 的 闭 包 。 
es lL < 


详细 证 明 如 下 ， 
(a) y 关 于 每 个 xE 多 ( 巴 ) 的 唯一 性 。 除 了 式 (1 ) 中 的 (x,) 之 外 ， 设 (z,) 是 B(T) 中 渍 
让 
EBX 且 Ti 


的 另 一 序列 。 由 于 了 是 线性 的 ， 故 了 Tx.- 了 .5= 了 (xx。- 5)。 又 由 于 了 是 对 称 的 ， 因 而 对 每 
个 vE9@(T) 有 


《2， Tx,.— TT E> 一 <Ty, Xs 完 。> 
‘ n>oo， 利 用 内 积 的 连续 性 便 得 到 
<v, y- > = 《Tv,s x—-xX> =0 


即 .y~y 上 2(T)。 因 为 2(T) 在 瑟 中 称 密 ， 据 3.3-7 有 多 (TT)+=1{0}， 并 且 y 一 =0。 

(b) 关于 于 是 了 的 对 称 线性 延 拓 的 证 有 明 。 由 于 TT 是 线性 的 ， 据 式 (1 ) 和 式 (2) 知 孚 也 
是 线性 的 ， 同 时 也 表明 了 予 是 了 的 一 个 延 拓 。 下 面 来 证 明了 的 对 称 性 蕴含 着 予 的 对 称 性 。 气 
(1 ) 和 (2)， 对 所 有 的 x,zE€2Z(F)， 在 多 (了 ) 中 有 序列 (x.) 和 (z.) 满 足 


t 
XX ~ Ix i : 


2,.—2， T2 ly a4 


由 于 :上 是 对 称 的 ， 故 《ze 了 Xs> 一 《7 2z,., xX.> © 令 cos 则 有 《<z, 了 X> = <T2z; x> 9 
其 中 用 到 内 积 的 连续 性 。 由 于 x,z&€ 儿 (了 了 了) 是 任意 的 ， 故 证 明了 他 是 对 称 的 。 

CC) 关于 了 是 闭 的 和 是 7 的 闭 包 的 证 明 。 我 们 用 定理 10.3-2(o) 来 证 明子 的 闭 性 ， 也 
就 是 通过 稚 球 凶 全 ) 中 的 任 一 满足 / 


wx 有 Pwry ， | (8 ) 


的 序列 (ws) 来 证 明 xESZ(7) 和 7xX = yy。 
每 个 w。( 芒 固定 ) 都 属于 允 ( 贡 )。 据 和 (了 ) 的 定义 ， 在 S(T) 中 有 一 个 收 伊 于 mm。 的 序 
列 ， 并 且 该 序列 在 了 之 下 的 象 序列 收敛 于 了 ws。 因此 ， 对 每 个 固定 的 m ， 存 在 一 个 v。€ 
ZZ (T ) 满 足 
lw -vl < 和 Tw-Tvol < 一 - 
由 此 和 式 ( 8 ) 可 以 推 得 
va—x 和 了 ze 了 
再 根据 2 CT) 和 工 的 定义 ， 便 证 明了 xE2(7) 和 >》= Tx。 这 就 是 我 们 要 证 明 的 关系 。 因 因 
此 据 10 .3-2(a) 知 示 是 闵 的 。 
根据 定理 10.3-2(c) 和 .8 (7 ) 的 定义 可 以 看 出， DBT) 的 每 个 点 也 一 定 属于 工 的 每 一 个 
闭 线 性 延 拓 的 定义 域 。 这 文 就 证 明了 TT 是 T 的 闭 包 ， 同时 也 蕴含 了 了 的 闭 包 是 唯一 的 。 
不 难看 出 ， 对 称 线性 算 子 的 闭 包 的 希 尔 伯 特 - -伴随 算 于 等 于 该 算 了 于 的 希 尔 伯 特 -伴随 算 
丁 ， 这 是 很 有 意义 的 一 个 结果 。 


° 3A2 。 


| 


10.3-86 定理 〈 闭 包 的 希 尔 伯 特 -伴随 算 子 ) 对 于 上 面 定理 中 的 对 称 线性 算 子 / ， 有 


(T)*=T* (4) 

证 明 ， 由 于 有 人 和 未 ， 据 定理 10.2-1(c) 有 (TT)*CT*。 因 此 儿 ((T)*)C9g(T*)。 如 果 
还 能 证 明 

yEDT) 会 yED(T)) : (5) 


则 便 有 多 (TCB((T)*)， 从 而 有 儿 (T*))= ZB((T)")， 这 就 证 有 明了 式 ( 4 )。 
设 yEBg(T*)， 据 希 尔 伯 特 -伴随 算 子 的 定义 ， 售 证 明 式 (5 )， 我 们 必须 证 明 对 每 个 
xXE3(7T) 有 


<Tx,y> = 《MX (TYy> =《X， 7 “yy7> (6) 

共 中 第 二 个 等 式 是 从 (T)"CT" 推 得 的 。 | 
根据 前 面 证 明 中 对 多 (于 ) 和 工 的 定义 [ 风 式 (1 ) 和 (2)2， 对 每 个 XE 多 (T)， 在 9 (7) 
中 存在 序列 (x。) 满 足 1 8 


Xx 和 了 Xe yo= Tx 
到 为 根据 设 有 yE9(T*)， 而 且 x,E9(T)， 所 以 根据 希 尔 伯 特 -伴随 算 于 的 定义 有 
《了 xy> = 《x 7 3y7> 
若 令 "~>ce， 并 利用 内 积 的 连续 性 ， 便 得 到 
《元 x，y> = x, 7 2>， xED(T) 
这 就 证 我 们 要 证 明 的 关系 (6 )。 


习 题 

1. 设 T，9 (7 ) 一 全 其 中 多 人 ) 打 二 是 由 所 有 的 这 种 * = 651) 构 威 ， 它 只 有 有 于 全 个 
非 零 项 弓 ， 并 且 y = (71) = 了 YX= (7151)。 这 个 算 于 了 大 元 委 的 《 见 §10.1 习题 8 )。 证 明 工 
不 是 轩 的 。 

.显然 ， 任 一 组 算 子 六， (7 ) 一 器 的 图 9 (7 ) 都 有 一 个 闭 包 CT jc 全 如 为 件 
么 这 并 不 意味 着 每 个 线性 算 子 都 是 可 财 的 ? 

5 .证 明 ， 按 定义 10.3-1 中 给 出 的 内 积 ， 态 x 五 是 一 个 希 尔 伯 特 空 昌 。 

4. 设 T， 多 (T )-> 是 一 个 闭 线性 算 子 。 若 了 是 内 射 ， 证 明了 ~! 是 闭 的 。 

5 .证 明 ， 习 题 1 中 的 全 有 一 个 到 


> 7 本 :<oo| 


g(T)={x= (Ven 


上 的 闭 线性 延 拓 7 1， 它 是 用 1%x = (j&1) 定 义 的 。〔 利 用 习题 4。) 
6. 若 了 是 一 个 对 称 线性 算 子 ， 证 明 7T** 是 了 的 一 个 闭 对 称 线性 延 拓 。 
7 ,证 明 ， 线 性 算 子 了 工 的 希 尔 伯 特 -伴随 算 子 的 图 9 (7“) 世 通辽 
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与 多 (7 了 ) 联 系 在 一 起 的 ， 其 中 U， 昌 x 态 > 日 XxX 瑟 是 用 (x,y) [>(y， _ 来 定义 的 。 

8. 匠 了 7 ，(7) 一 万 是 一 个 稠 定 的 闭 线性 算 子 ， 证 明了 "是 稠 定 的 ， 并 且 了 ”= 了 ( 利 
用 习题 了 7 了) 。 

9.( 闭 图 定理 ) 证 明 ， 复 希 尔 伯 特 空间 态 上 的 闭 线性 算 子 荆 ， 态 -> 是 有 界 的 。 《利用 习 
题 8， 当 然 不 用 4.13-2， 给 出 一 个 独立 的 证 明 。 ) 

10 . 若 全 是 闭 的 ， 证 明 7T ,= 了 -A 是 闭 的 ， 若 7 :存在 ， 则 人 人 :是 闭 的 。 


$10.4 自 伴 线 性 算 子 的 谱 性 质 


有 界 自 伴 线性 算 子 的 一 般 谱 性 质 曾 在 $ 9.1 和 8 9.2 中 讨论 过 。 其 中 的 一 些 性 质 对 于 无 界 

自 伴 线性 算 子 仍然 是 成 立 的 。 特 别 是 ， 特 征 值 都 是 实 的 ， 其 证 朋 与 定理 9.1-1 的 证 明 一 样 。 

轴 为 一 般 地 说 ， 整个 谱 仍 然 是 实 的 ， 并 且 是 闭 的 ， 虽然 不 再 是 有 界 的 。 为 了 证 明 谱 证 实 
的 ， 首 先 让 我 们 把 表征 预 解 集 p(T ) 的 定理 9.1-2 加 以 推广 。 其 证 明 几 乎 与 以 前 一 样 。 

10 .4-1 定理 〈 正 则 值 ) 设 了 ， 儿 (TT ) 一 已 是 一 个 在 复 希 尔 伯 特 空间 所 中 稠 定 的 自 伴 线 

性 算 子 。 则 和 属 了 的 预 解 集 p(T ) 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 c>0 使 得 对 每 个 x€ 多 (了 了) 有 

1 Tx | >cllxll z | (1) 


其 中 了 A = 了 一 入 7。 
证 明 ， (a&) 设 EpCT )。 则 所 定义 7.2-1， 预 解 算 子 情 ，= (了 -和 DD)! 存在 且 有 界 ， 不 妨 
设 ， RR = A>0。 因 此 ， 由 于 对 xES(T) 有 形 72X=X 放 


x = RTxIEI RN IT x = Tl 


两 端 用 去除 ， 便 得 到 了 ,x 之 c 踢 * 中， 其 中 c= 1/&。 
(b) 反之 ， 假 定式 (1 ) 对 某 一 c>0 和 一 切 *E3 (7 ) 成 立 。 我 们 来 考察 矢量 空间 ， 即 
了 ,的 值 域 ， 
y={y|ly=T,x, xED(T)} 
并 证 明 加 
(a) TT,， 2B(T )> 了 是 对 射 ， 
(Pp) 了 在 态 中 是 稠密 的 ， 
《?) 了 证 财 的 。 
合 在 一 起 便 推出 预 解 算 子 R，= 7 和 -1 定义 在 整个 H 上 。 而 ,的 有 异性 则 容易 从 式 ( 1 ) 推 出 ， 
从 而 证 明了 和 Epo(T )。 详 细 证 明 如 下 : 
(a) 考虑 满足 1 1x1 = 7 ;xs 的 任意 两 个 元 NX!1, YX EB(T )， 则 由 于 ， 是 线性 的 ， 故 
由 式 ( 1 ) 得 到 


0= Tx Tixs) = Tx 一 xz) 有 cixi 一 xsl 


因为 ec 之 0， 这 就 得 到 ‖ xz; - x; | =0。 因 此 xi= xs， 所 以 算 子 Ta 呈 (7 ) 一 了 是 对 射 ， 
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(6) 我 们 通过 证 明 “x。 上 了 区 含 着 x。=0” 来 证 明了 = 五 。 设 x。LY ， 则 对 每 个 y = 
了 ;XE 有 
0= CT ,xX,X%0> = 《TxX,Xx0> ~AKX,Xo> 
因此 对 所 有 的 YE 驰 (7 ) 有 
CTw, Xo> = x, Xx 
据 希 尔 伯 特 -伴随 算 子 的 定义 ， 这 表明 x。E€9(T*) 且 
TT "x, = AX,o 
由 于 他 是 自 伴 的 ， M9(T") -DET -7 因而 有 
Tx = Xx : | 
若 xo 所 0， 将 意味 着 丈 是 了 的 一 个 特征 值 ， 并 且 不 =》 一定 是 实 的 。 因 此 了 x。= Xx。， 即 
! :xu =0。 但 是 由 式 (1 ) 又 产生 
0= Txol>cllxoll 之 lx,1=0 
故 出 现 了 蔬 盾 。 这 就 推出 了 了 了 = {0}， 从 而 据 3.3-4 有 了 = JH。 


(7》 现 在 来 证 明了 是 闭 的 。 设 yeE7， 在 y。-> yo。 由 于 y 
EY ， 故 对 某 一 x,.E9(T i) = 多 (TT) 有 y% = 了 ix。 而 据 式 (1) 有 


| x， 一 nu < LT) | = ly y» | 


因为 (y,) 是 收敛 的 ， 所 以 上 式 表明 (x,) 是 柯 西 序列 。 由 于 卫 是 完备 的 ， 故 (%,.) 收 但 ， 设 x 
xo。 因 为 了 是 自 伴 的 ， 据 10 .3-3 人 是 闭 的 。 因 而 定理 10 .3- -2(o) 意 味 着 xc2 (7 ) 且 了 xs。 
= yo。 这 就 证 明了 yoeE 了 。 由 于 yuE 有 是 任意 的 ， 所 以 了 是 闭 的 。 

(B) 它 和 (7?) 意 昧 着 六 = 万。 由 此 和 (a) 可 以 有 出 ， 押解 和 于 存在 有 定义 在 整个 衣 上 ; 

R,=T,-! H>$(T) 

据 2.6-10， 尺 , 是 线性 的 ， 因 为 对 每 个 yE 妃 和 所 对 应 的 x= Riy 有 y= 了 x， 着 县 据 趟 
(1 ) 有 和 | 了 - / 
Ry l= xl< Tr l= ly 


所 以 Ri 和 一 -， 这 就 从 式 ( 1 ) 推 出 了 R ,的 有 界 性 。 根 据 定义 ， 这 就 证 明了 XEP( 了 )。 
利用 刚才 证 明 过 的 定理 ， 把 定理 9.1-3 加 以 推广 ， 就 能 够 证 明 自 伴 线性 算 于 《可 能 是 无 
办 的 ) 的 谱 是 实 的 。 四 可 


10.4-2 定理 ( 谱 ) 
自 伴 线性 算 子 了 ， 力 (7 ) 一 忆 的 谱 5(7 ) 是 实 的 和 闭 的 。 其 中 态 是 复 希 尔 伯 特 空 间 ， F(T) 


在 五 中 稠密。 
证 明 ，(a) c(7 ) 是 实 的 。 对 每 个 0 夺 xE 儿 (了 T)， 我 们 有 


CT x,x> = 《<T%,%> -NACx,x> 
. 34 。 


并 且 由 于 《x,x》 和 《Tx,x》 都 是 实 的 ( 见 $ 10.2)， 所 以 有 
XTXx, %> = CTx, x> -A Lx, x> 
记 和 A=a+tifp，Q;p 名 起 实数， 则 =a 一 18。 上 面 两 式 相 碱 得 到 
XTix, x — CTixsx> = -A) Lx,x> =2i8l x 
等 式 的 左 闹 为 -2il,，《 人 1X,X>。 由 于 任何 复数 的 虚 部 个 能 超过 寸 其 绝对 值 ， 据 许 紧 兹 不 等 


式 有 
IO xs<lq7axxX>| 委 下 22x|1xl| 


两 端 用 上 x 十 兰 0 去 除 , 便 得 到 |B| |x 站 委 站 7 x 。 注 意 这 个 不 等 式 对 一 切 x€ 多 (了 ) 都 成 
Y。 如 果 和 不 是 实 的 ， 则 pb 夺 0， 所 前边 的 定理 便 有 和 EP(T )。 因 此 o (了 ) 必 须 征 实 的 。 
(hb cc(7) 是 闭 的 。 我 们 通过 证 明 预 解 集 p(T ) 是 开 的 来 证 明 o(T ) 是 闭 的 。 为 此 我 
们 考虑 任 一 ,Ep(T )， 并 证 明 充 分 接近 和 。 的 每 一 个 入 也 都 属于 0(7 )。 
握 三 角 不 等 式 有 


1 Tx-Aoxi = | Tx-Ax+ (NA) 
<17x-Xxl+IX-》X x 


这 个 不 等 式 还 能 写 为 
1Tx-)xzll>1Tx-)oxll -1A-Xellx 2) 
由 于 和 Xo。€EP(T )， 据 定理 10.4-~ -1 存在 c>( 使 得 对 一 切 x*E2(7) 有 
IFx-XoxiZzclxl ， . (3) 


现 假定 和 是 充分 接近 入。， 不 妨 设 | - 和 ,| <c/2， (2 和 (8 可 难 对 一 切 xE 玉 (7) 
有 


HT x—Ax| ol x] ——-— Cl.xh en 


因此 所 定理 10.4-1 知 和 EP(T )。 由 于 和 是 满足 | 和 ~ ~ 和 ol 委 c/2 的 任意 的 复数 ， 这 表明 入 ,有 一 
个 邻 域 整个 属于 p(T )。 又 由 于 XoEp(7 ) 是 任意 的 ， 这 就 证 明了 PC 了 ) 是 一 个 开 集 。 因此 
oo(T)=C -p(T ) 是 财 的 。 / 


”3 是 
1 .不 用 定理 10.4-2， 证 明 自 伴 线性 算 子 《可 能 是 无 界 的 ) 的 特征 值 是 实 的 。 


2 .证 曲 ， 对 应 于 自 伴 线性 算 子 的 不 同 特征 值 的 特征 矢量 是 正 交 的 。 
3 _〈 近 似 特 征 值 ) 设 下 ，.9(T ) 一 理 是 一 个 线性 算 子 。 若 对 复数 入 有 多 (了 ) 中 的 序列 


(Xx。) 注 足 上 | x, =1 和 z 
(了 一 人 7)Xa>0 (n~>00) 
则 常常 把 入 电 做 了 的 近似 特征 值 。 证 明 ， 自 伴 线性 算 子 二 的 谱 全 部 由 近似 特征 秆 构成 。 
4 设 人 和，G@(T) 一 万 是 一 个 线性 算 丁 。 试用 下 述 铂 质 : (A》T 1 不 是 内 站 ,人 8B)》 宛 ( 
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伍 刁 中 不 是 向 密 的 ,(C ) 和 是 一 个 近似 特征 值 ( 见 习题 8 )， 分 别 表征 入 落 在 p(T ), o,(T), 
0 了 ) 和 a,.( 了 了 ) 中 的 事实 。 

5. 届 :3(7) 一 已 是 一 个 线性 算 子 , 且 其 希 尔 伯 特 - 伴 随 算 子 了 存在 。 若 XEc (7 ) 
iFAEo ,TT*). 

6. 若 习题 5 中 XEo,(T*), 证 有 明和 XEo.(T)Uo,(T)。 

7. 〈 残 谱 ) 利用 习题 5 ， 证 明 ， 自 伴 线性 算 子 卫 ， 区 (7 ) 一 五 的 残 谱 0.(T ) 是 空 集 。 
注 巧 ， 这 意味 着 定理 9.2-4 对 于 无 界 的 情况 仍然 成 立 。 

8. 右 7 :是 线性 算 子 和， (7 ) 一 纪 的 一 个 线性 延 拓 、， 证 明 


Oo )Ca,( 1) 
JIr(7 ) 一 ao:(7 1) 
oA(T Co(T 1)Uo,T 1) 


9. 证 朋 ， 对 称 线性 算 子 ，。 儿 (T)-> 日 的 点 谱 0,(T) 是 实 的 。 若 已 是 可 分 的 ， 证 明 
os( 7 ) 是 可 数 的 《或 许 是 有 限 的 ， 甚 或 空 集 ) 。 

10. 夺 了 ， 儿 (了 ) 一 宙 是 对 称 线性 算 子 且 入 不 是 实数 ， 证 有 明 TT 的 预 解 算 子 丸 ,是 存在 的 ， 
且 是 对 每 个 yE. 多 (了 1) 都 满足 


| sz ly 1 1 , A=a+ip 
的 有 界线 性 算 子 ， 所 以 和 EDC )Uo.,(T)。 


3 10.5 西 算 子 的 谱 表示 


我 们 的 目标 是 自 伴 线性 算 子 (可 以 是 无 界 的 》 的 谱 表 未 。 这 个 表示 将 从 廿 算 子 的 谱 表 示 
闫 得 。 而 从 $3.10 我 们 知道 ， 西 算 子 是 有 界线 性 算 子 。 按 这 一 途径 ， 我 们 首先 必须 推导 西 算 
子 的 谱 定 理 。 

我 们 从 证 明 贡 算 子 的 谱 (参考 3.10-1 定 义 ) 落 在 复 平面 中 的 单位 团 上 《中 心 为 0 而 半径 
为 1 的 贺 ， 见 图 66〉 人 和 人手 。 


10.5-1 定理 〈 谱 ) 阁 U， 太 习 太 是 复 希 尔 伯 特 空 
辣 访 夺 {0} 上 的 西 线性 算 子 ， 则 其 谱 oc(U) 征 单位 圆 的 
一 个 沙子 集 ， 因 市 对 每 个 Eo(U ) 有 
/ | 入 |=1 
泪 明 ， 据 定理 3 .10-6(6) 有 UU = 1。 因此 据 定 理 
7 .3-4， 对 所 有 的 和 Eo (U ) 都 有 | 和 | 委 1。 因 为 对 于 入 =0， 
U 的 预 解 算 子 是 U-! = U*， 故 有 0E€p(U)。 根 据 定理 
3.10-6(c)， 算 子 U-! 是 西 算 子 ， 因 此 Um!: 上 =1。 在 
定理 7.3-3 中 令 T=U 且 和 。=0, 便 推出 满足 1X| < 
1/ 中 U-! 中 =1 的 每 一 个 入 都 属于 P(U) 。 因 此 UU 的 谱 
以 定 洲 在 单位 加 上 。 捉 定 埋 7.3-20(U ) 征 网 的 。 图 66 复 平面 中 沟 间 位 四 
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妥 储 到 画 算 子 咏 的 谱 定 理 ， 有 好 几 种 方 法 例如 看 ，J . 诺 伊 曼 (1929 一 30), pp.80， 
119; 4 .斯 通 《1932)，p.302;， 天 . 弗 里 德里 克 斯 (1935)， 了 .和 歼 斯 和 纳 吉 (1955)p.281。 
我 们 将 利用 震级 数 和 /7 , 韦 上 表 (Ff .7 .Wecken，1935)〉 的 一 个 引 理 〈10.5-3, 后 面 ) 来 处 理 这 
个 同 题 。 天 将 胃 有 需 自 伴 线 件 异 于 给 全 出 西 算 子 的 一 个 表示 。 从 这 一 表示 和 谱 定 理 9.10-1， 则 
有 即 得 到 所 项 望 的 0 的 谱 定理 。 这 个 定理 是 由 A， 温 特 妹 (4。 矿 rntaer，1929， 户 .274) 百 
先 推 导出 来 的 。 : 

利用 窜 级 数 研 究 算 子 似乎 是 相当 自然 的 。 我 们 还 记得 $7.3 中 几何 级 数 这 一 特殊 情况 。 
紫外， 在 $ 9.10 中 对 于 给 定 的 TZ 和 一 个 连续 沙 数 ff， 为 了 定义 f(T ) 我 们 癌 使 用 过 多 项 式 序 
列 。 类 似 地 ， 窜 级 数 的 部 分 和 构成 了 一 个 多 项 式 序 列 ， 并 且 可 以 利用 该 级 数 定义 一 个 线性 算 
子 。 我 们 将 需要 这 种 算 子 的 下 述 性 质 。 

10.5-2 引 理 〈 释 级 数 ) 设 


1(X) = 3 ah"， as,ER C1) 


对 于 所 有 满足 | |j<& 的 和 是 绝对 收 仑 的 。 并 假定 SEB( 玉 , 及) 是 自 伴 的 且 有 范 数 ‖ S 过 
k， 其 中 五 是 一 个 复 希 尔 伯 特 空间 。 则 


h(S)= 2 oS ( 2) 
是 一 个 有 界 自 伴 线 性 算 子 ， 并 且 
acS) | <3 |w | R" (8 ) 


若 -- 个 有 界线 性 算 子 与 5 可 换 ， 则 它 与 和 SD) 也 可 换 。 
证 明 ， 令 h,( 和 ) 表 示 级 数 ( 1 ) 的 第 4 个 部 分 和 。 由 于 级 数 式 (1) 对 于 1 入 | << 绝对 收 伍 
(因此 也 是 一 臻 收敛) ， 则 从 上 Sh 和 


| Ea.S’ lz la | Sl<z la,le 


可 推出 式 (2) 的 收敛 性 ，] 其 中 用 到 已 的 完备 性 。 所 以 绝对 收敛 蕴含 着 收敛 。 我 们 用 As ) 

表示 该 级 数 的 和 。 注 意 ， 这 与 $9.10 相 吻 合 ， 因 为 h( 和 ) 是 连续 的 ，h。 (XA)->h(A) 关 于 人 < 

是 一 致 的 。 算 子 h(S ) 是 自 伴 的 。 事 实 上 ，A。 ( S ) 是 自 伴 的 ， 所 以 根据 3:10-3 知 《<h.( SS )x， 
xy 是 实 的 ;因此 据 内 积 的 连续 性 知 《ACS )%,%> 也 是 实 的 。 由 于 日 是 复 希 尔 伯 特 空间 ， 从 

而 握 3.10-3 知 ACS ) 是 自 伴 的 。 

现在 证 明 式 (8 )。 由 于 S | 8h， 据 定 理 9.2-2 有 Ems MICC-&,k]， 所 定理 9.9-2( 了 ) 


| hAS) NEmax [hEZ lasl & 
| AET 一 人 
其 中 J = [m, MI)。 令 n>o0， 便 得 到 式 ( 8 )。 


从 定理 9.10-2 可 推出 该 定理 的 最 后 一 个 论断 。 / 
旭 果 我 门 有 两 个 收敛 的 霉 级 数 ， 则 可 以 按 通 癌 党 的 方式 把 它们 相 乘 ， 并 且 可 把 乘 的 结 慌 由 
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号 成 一 个 医 级 数 。 类 似 地 ， 藻 式 (1 ) 关 于 所 有 的 入 都 收 伍 ， 则 我 们 能 够 用 一 个 关于 1 收敛 的 
嫩 级 数 来 代替 入， 比如 说 ， 把 这 个 结果 写成 4 的 寡 级 数 ， 也 就 是 按 4 的 军 来 排列 这 个 结果 。 
诸如 cos? SS，sin(arccos 六 ) 等 就 是 在 这 种 意义 下 来 理解 的 。 
从 刚直 证 明 的 引 理 ， 我 们 就 可 得 一 个 主要 的 工具 , 即 下 述 的 韦 肯 引 理 (1935)。 顺便 指出 ， 
也 能 用 这 个 引 理 推导 有 界 自 伴 线 性 算 子 的 谱 定理 。 这 是 韦 肯 所 指出 的 ， 其 引 理 的 原始 形式 如 
Fo 
10.5-3 韦 肯 引 理 设 Y 和 4 是 复 希 尔 伯 特 空间 及 上 的 有 ee 假定 太 4 = 
AAV 和 ?= 4?。 令 忆 是 妃 到 零 空 间 .A( 矿 - A) 上 的 投影 。 由 
(a) 举 一 个 有 界线 性 算 子 与 矿 - 4 可 换 ， 地 二 上 机。 
(b) Vx = 0 冀 念 着 Px = x。 
(Cc》 还 及 = (2P -7 了) 4。 
征明: (a) 假 定 8 与 矿 一 A 可 换 。 则 由 于 对 每 个 x€ 刁 有 PxEA (WW 一 A)， 因 而 有 
(W-A)BPx=B(W-A)Px=0 
这 表 表 8 Px€EAH(WV ~ A)， 并 意味 着 P(B Px) = BPx， 也 就 是 
PBP=BP 《4) 
下 面 来 证 明 PB8 P = 已 28。 由 于 矿 - .A 是 自 伴 的 ， 据 $3.9 中 的 (6g) 有 
(W-A)B*=[B(W- A =[W-A)BI*= BB*(W- A) 
这 表明 矿 - 4 与 8* 也 是 可 换 的 。 因 此 ， 按 照 前 面 的 推导 ， 同样 可 得 类 似 于 (4 ) 的 结果 ， 
PB*P=B*P， 由 于 投影 是 自 伴 的 ( 翅 9.5-1) ， 故 有 
PBP=(PB*P)*=(B*P)*=PB 
与 式 ( 4 ) 合 在 一 起 便 有 BP= PB。 
Cb》 设 玉 x =0， 则 由 于 4 和 矿 是 自 伴 的 ， 并 且 4: = 玉 :， 故 有 


| 4x2=《4x4xX>=《42x,X>=《 有 :xxX> = Wx):=0 
也 就 是 4x=0， 因 此 (WV- 4)x =0。 这 就 证 明了 xEA(W - 4)。 因 此 ， 根 据 P 是 及 到 
A (WV 一 A) 上 的 投影 ，Px=%。 
(c) 根据 假设 矿 : = A ?和 态 A = A 太 ， 我 们 有 
(WV AVMW+A)=W?- A=0 | 
因此 对 每 个 xE 昌 都 有 (V+ 4)xEV(IWV - 4)。 由 于 P 是 日 到 (WV - 4) 上 的 投影 因而 


对 每 个 XE 都 有 
pW+A)xX=(W + A)x 


有 
PW+ A)sFW+ 4 


根据 (a) 有 P(WV- 4)= (WW- 4)P， 而 由 于 P 是 H 到 了 ( 太 A) 上 的 抽 影 ， 故 (W- A}P 


= 0o 因此 
oPA= P+ A)- PW- A)=W+A 
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亦 即 2 已 4 -4= 矿 ， 也 就 是 要 证 明 的 (c)。 

现在 能 够 把 所 名望 的 谱 定 理 简 述 如 下 。 

10.5-4 西 算 子 的 谱 定 理 设 0U: 用 > 有 H 是 复 希 尔 伯 特 空间 态 寺 {0} 上 的 丁 算 子 ， 则 在 
[ ~— Ai 上 有 有 一 个 谱 族 多 一 (已 ,) 使 得 


U = 


”站 


eied E,=| (cos0+ ising) dE, (5) 
更 一 般 地 说 ， 对 定义 在 单位 圆 上 的 每 一 个 连续 尖 数 /， 都 有 

1 (U0)=| fer)dE, (6) 
其 中 积分 万 按 一 致 算 子 收 敛 意义 下 来 型 解 的 ， 并 且 对 一 切 x, yE 号 都 有 

Cf Uxsy> = fedu(g)， wb)= 《Ex,y> (6°) 


其 中 的 积分 直通 常 的 黎 受 -斯 项 杰 积分 ( 风 $ 4.4)。 
正明 :， 我 们 将 证 明 、 对 于 给 定 的 西 算 子 U， 存 在 一 个 有 界 自 伴 线 性 算 子 S。 其 谱 o(S) 
CC[— | 7 日 使 得 


LU =eis=cosq +t+isinS 《7 了 ) 
一 旦 证 明了 S 的 存在 性 ， 则 式 ( 5 ) 和 (6 ) 将 很 容易 从 谱 定 埋 9.9-1 和 9.10-1 推出 。 我 们 分 成 
以 下 几 步 处 埋 : 
(a) 在 S 存 在 的 前 提 下 ， 证 明 式 《 7 ) 中 的 品 是 西 算 子 。 
(C5) 我 们 记 四 
U=V+iW / : . : C8) 
其 中 : / | 
VUtUY),  W=37(U-U") (9) 


并 证 明太 和 了 球 是 自 伴 的 ， 且 有 有 
_ 7 二 太 扩 7， _J<WAI (C10) 


(c) 我 们 研究 9(V)=arc cosV 和 A =sing( y ) 的 某 些 性 质 。 
Cd) 我 们 来 证 明 所 希望 的 算 子 S 就 是 
S=(2P_7(arccosF) (11) 


其 中 己 是 万 到 . 扩 ( 厌 - 4) 上 的 投影 。 
基 详 细 证 明 如 下 : 
(a) 如 果 汪 是 有 界 和 自 伴 的 ， 则 狂 引 理 10.5- -2 知 cosS 和 sinS 也 是 自 伴 的 ， 据 该 引 
理 ， 这 些 算 子 也 是 可 换 的 。 由 于 据 3.9-4 有 
UU*=(cosS tisinS)(cosS -1sinw ) 
=(cos@ )2 十 (SI )” 


e DuU。， 


= (cos2+Ssin2)(9)= 了 
类 似 地 可 证 "LU = 17， 这 意味 着 (7 ) 中 的 局 征 丁 算 子 。 
(b》 从 3.9-4 可 推出 式 (9 ) 中 的 VV 和 碟 是 自 伴 的 。 因 为 UU* =U*U(=7)， 故 有 
VW =WV 


(12) 
据 3.10-6 还 有 0 = |U* =1， 据 式 (9 ) 可 推出 
Va1, iW a1 (13) 
因此 据 许 瓦 北 不 等 式 有 
|<Vx,x> | Vx 上 xz? <x, x> 


此 如 - 《xxY> 夺 《VX%X,X> 二 《<%,X> 。 这 就 证 明了 式 (10) 中 的 第 一 个 式 子 。 同 理 可 证 第 
二 个 式 子 成 立 。 此外， 从 式 ( 9 ) 通 过 直接 地 计算 可 得 


V :+HW?:=1 
《c) 我 们 芳 转 


(14) 


g9(A) = arc cosA= -arc sin N= A- 一 


二 由 的 马 责 劳 林 级 数 关于 及 | 1 是 收敛 的 。 (在 和 =1 的 收 剑 性， 只 要 注意 到 arc sinX 的 
数 有 正 的 系数 ， 因 此 在 和 之 0 时 ,其 部 分 和 序列 *。 是 单调 的 ， 而 由 于 > 
政 s， 在 (0,1) 上 有 界 ， 所 以 对 每 个 国 定 的 当 和 -> 工时 有 ce 在 A= -1 
的 收敛 性 很 容易 从 在 = 1 的 收敛 性 推出 。) 四 

因为 据 式 (13) 有 | 斑 上 和 1， 所 以 气 引 理 10.5-2 知 田 于 


gareeosV = 壮 1- fY 一 下 8 Pr-、 《15。 


存在 而 且 是 自 伴 的 。 现 在 定义 
A=sing(V) (16) 


它 是 的 一 个 害 级 数 。 引 理 10 .5- .2 意味 着 4 是 自 伴 的 并 且 与 六 可 换 ， 据 式 (12) 知 ， 它 也 与 
WV 可 换 。 根 据 式 (15) 有 | 

cosg(V)=V | (17) 
夏布 有 

V2+ PE = (cos’:+ sin*) (g(t )) = 了 
将 此 与 式 (14) 比 较 可 知 玉 "= 4 。 因此 能 够 应 用 书 肯 引 带 1 10.5-3 而 推 得 

W=(2P-1)4 (18) 
Wx =0 意 昧 着 有 了 Px=X， 由 于 信和 g( 了 7 ) 这 些 算 子 与 太一 4 可 换 ， 所 以 与 和 g( 六 ) 也 可 


换 。 
(Cd) 现在 我 们 定义 


s。 S51 。 


S=(2p-_- orp)=og(V)(2P-7) : (19) 
显然 。，S 是 自 伴 的 。 现 证 S 满 足 式 (7 )。 我 们 令 h= 和 :*， 并 定义 及 和 hh, 如 下 


h,(k) = COSA = 1 -二 i 
(20) 
Ah, (k) = siaA= 和 -hs + 一 os 


这 两 个 明 数 对 所 有 的 & 都 存在 。 因 为 尸 是 一 个 投影 ， 故 有 (2 已 -~ 门 2=4 忆 -4P+7=7， 所 
以 据 式 (19) 有 
因而 据 式 (17) 有 四 
cosS=h(S)=h (g(rV))=cosg(V)=V 
下 证 朋 sin S = 太 。 利 用 式 (20)、(16) 和 (18) 可 得 到 
sinS= Sh,(S?) 
= (2P -Dg(V)h,(g(V ):) 
=(2P-1)sing(V) 
=(2P-D)A=W 


我 们 来 证 明 o( 5 )CrE 一 xX， XJ。 由 于 |]arc cos 和 | #5 从 定理 9.10-2 可 推 得 外 | 过。 由 
于 S$S 古 自 伴 和 有 界 的 ， 所 以 o( 3 ) 是 实 的 ， 并 且 据 定理 7.3-4 知 o (5 CC x, 二]。 

设 (E,) 是 5 的 谱 族 ， 则 从 式 (7 ) 和 关于 有 界 自 伴 线 性 算 于 的 谱 定 理 9.10-1， 可 推出 式 
(5) 和 (6)。 

特别 要 注意 ， 我 们 能 取 - 站 《〈 代 蔡 -一 .0) 作为 式 (5) 和 (6) 中 的 积分 下 限 ， 这 并 不 
失掉 一 般 性 。 其 理由 如 下 如 果 我 们 有 一 个 谱 族 ， 辟 如 ( 玉 ,), ,使 得 品 - .0， 则 必须 取 一 x 
-0 作为 这 些 积 分 中 的 积分 下 限 。 然 而 ， 我 们 能 够 利用 


0 0=—-x 
,| 8, -8-. -<b<z 
i OG=x | 


等 同 的 代 奉 书 。 而 ,在 t= - 开 定 连续 的 ， 所 以 式 (5 ) 和 ( 6 ) 中 的 积分 下 限 Xx 是 可 以 使 
用 的 。 


习 是 
1. 如 果 酉 算 子 UU 有 特征 值 和 和 和 ;三 1， 证 明 对 应 的 特征 矢量 x: 和 >x: 是 正 交 的 。 
2 .证 明 西 算 子 是 闭 的 。 
3. 证 有 明 ， 用 Ux(t)=x(t +C) 所 定义 的 算 子 U， LL:(~-00, +co) 一 人 2( 一 co +oo) 是 西 
算 子 ， 其 中 c 是 给 定 的 实数 。 


4. 如果 入 是 一 个 等 距 线 性 算 子 了 的 特征 什 ， 试 证 IA| = 1。 
5 .让 明 ， 入 是 线性 算 子 了 了， 多 (TT 五 的 近似 特征 值 《 见 $10.4 习题 3)， 当 二 仅 当 二 ， 
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没有 有 界 的 逆 。 

6. 证 明 ，》 是 西 算 子 0U， 右 > 如 的 特征 什 ， 当 且 仅 当 U (5)* 昌 。 

7 .证 月， 由 (6 52 ***) >(0,61;52"，*) 所 定义 的 右 移 位 算 子 六 ， /一 /2 是 等 距 的 ,但 不 
是 西 算 子 ， 并 且 没 有 特征 值 。 

8 .证 明 ， 习 题 了 中 的 算 子 的 谱 是 闭 的 单位 圆 盘 M = 人 信和 1}。 从 而 推测， 定理 10.5-1 
对 于 等 距 算 子 是 不 成 立 的 。 

9. 证 明 ， 和 =0 不 是 习题 了 中 的 算 子 2 的 近似 特征 值 。 ( 见 8$10.4 本 

10 .在 研究 习题 7 到 9 时， 值得 注意 的 是 ， 由 y= YX=(5s，5so。 X= (19529) 所定 
义 的 左 移 位 算 子 三 ， 性 一 大 有 一 个 与 右 移 位 算 子 相当 不 同 的 谱 。 本 可 证 了 明 每 个 满足 
| 和 | <1 的 和 都 是 左 移 位 算 子 的 特征 值 。 试问 相应 特征 空间 的 维 数 是 多 少 ? 


§ 10.6 自 伴 线 性 算 子 的 谱 表示 


现在 我 们 来 推导 复 若 尔 伯 特 空间 太 上 的 自 伴 线性 算 子 了 ， 儿 (TT ) 一 已 的 谱 表 示 ， 其 中 
多 (了 ) 在 五 中 是 稠密 的 ， 了 可 以 是 无 弄 的 。 
为 此 ， 和 针对 了 我 们 考虑 算 子 


U=CT-iPDOT+iD- (1) 


并 把 UH 叫做 了 的 舰 莱 (Cayley) 变 换 。 

在 引 理 10.6-1 中 将 票证 明 ， 这 个 算 子 U 是 西 算 于 。 这 样 变换 的 目的 是 为 了 能 从 有 界 算 
子 了 的 谱 定 理 〈 见 定理 10.5-4) 得 到 《〈 可 能 是 无 界 的 ) 了 的 谱 定理 。 

7 的 谱 o(T ) 落 在 复 平 面 C 的 实 轴 上 (〈 见 10 .4-2)， 而 西 算 子 的 谱 落 在 C 的 单位 国 上 ( 见 
10.5-1)。 把 实 轴 变换 到 单位 圆 的 映射 4 一 (为 出 


“1 《2 
它 建 议 我 们 考虑 用 式 ( 1 ) 来 定义 一 个 算 于 。 
现在 来 证 明 U 是 西 算 子 。 : 
10.6-1 引 理 〈 般 莱 变 换 ) 自 伴 线性 算 子 7， g(T ) 一 万 的 电 业 变换 (1 ) 在 二 上 是 存在 
的 ， 并 且 是 一 个 酉 算 子 ， 这 里 的 态 直 {0} 是 一 个 复 希 尔 伯 特 空间 。 
证 明 ， 由 于 他 是 自 伴 的 ， 故 o(T) 是 实 的 ( 见 10.4-2)。 因此 i 和 -i 者 属于 预 解 业 
p(T )。 因 此 ， 据 p(T ) 的 定义 ， 逆 算 了 于 (7 +17)"' 和 (I 一 2) : 在 妃 的 一 个 稠密 子 集 上 是 
和 存在 的 ， 并 且 是 有 界 算 子 。 因为 了 = TT*， 据 定理 10.3- -3 了 是 闭 的 ， 并 且 从 引 理 7. 2- 3 可 看 出 
这 些 逆 算 子 是 定义 在 整个 瑟 上 ， 妓 


BT+HiIDD=H, RT-iD)=H : (8) 
由 于 7 定义 在 整个 已 上 ， 故 有 


re 


”这 是 一 个 特殊 的 分 式 线性 变换 或 莫 比 乌 斯 变换 。 这 些 有 映射 在 绝 大 多 数 的 复 分 析 教 科 书 中 都 讨论 过 。 例 如 见 匡 . 竞 
雷 斯 齐 格 (1972)，pP. 498-5060。 
990 * 


及 (8 + 万 )=G(Y+I) = 2B(T)=2(T -17]) 
(T-20DND(Z(T))=H 
这 表明 式 (1 ) 中 的 吉 是 妃 到 瓦 上 的 一 个 对 射 。 据 定理 3 .10-6(f)， 剩 下 的 是 要 证 朋 上 是 一 个 
等 距 的 算 子 。 为 此 ， 我 们 取 任 意 的 XE 瓦 ， 令 y= (T+i7)-1x 并 利用 《<y, Ty> = <Ty， 
y》， 串 通过 直接 计算 便 得 所 希望 的 结果 : 
Ux)?= I(T-i17D) yj)? 
<Ty~-iy, Ty-i»y> 
<Ty,Ty> ti Ty,y> -14777y> + Liy,ty> 
<Tytiy, Ty+t+iy> 


= (下 +) 站 
= |(7+2ZOCT+TED-Ix 1 
= x 


根据 定 埋 3.10-6( 了 ) 便 可 得 出 U 是 西 算 子 的 结论 。 
由 于 的 凯 菜 变换 UU 是 西 算 子 ， 而 UU 有 一 个 谱 表 示 〈 见 10.5-4)， 所 以 我 们 希望 从 它 获 
得 了 的 谱 天 示 。 为 此 ， 我 们 必须 知道 怎样 才能 够 用 U 来 表示 了，。 
10.6-2 引 理 〈 般 莱 变 换 ) ”了 如 引 理 10.6-1 所 设 ，UU 为 式 ( 1 ) 所 定义 。 则 
T=i(I+U)(T-U)-! : (4) 


此 外 ，1 不 是 0 的 一 个 特征 值 。 


y=(T+il)x z (5) 
网 因为 CT+17)-1( 工 + ?17)=1， 故 有 
Uy=(T -1/{)x 
通过 加 和 碱 便 得 到 
(J+U)y=27x C6a) 
(JI~-U)y=2ix 《6D) 


从 式 (5) 和 (8 ) 我 们 看 出 , yE 多 (T+ 11) = 态 , 并 且 (60) 表明 J-U 映 晶 到 多 (TT) 上 。 向 是 
从 式 (645) 还 可 看 出 , 若 (1-U)y=0, 则 x=0， 所 以 据 式 (5 ) 有 y=0。 因 此 据 定理 2.6-10 知 
C1- U)-1 存 企 ， 并 且 定 义 在 1 一 上 U 的 值 域 上 ， 而 据 (66)， 就 是 定义 在 多 (7T) 上 。 因此 (65) 给 


出 了 
y=2i(T-U) X9 [xEB(T)) 《7 ) 


将 此 代入 到 (6a) 便 得 到 ， 对 一 切 xc 多 T) 有 


Tx= Lt Uy 
=1(IT+U)(I-U) !x 


s yDA® 


这 就 证 明了 式 (4)。 

此 外 ， 由 于 (7 - DOD)” 存在 ， 所 以 工 不 能 是 凯 莱 变换 也 的 一 个 特征 值 。 

式 ( 4 ) 把 了 表 不 为 西 算 子 U 的 消 数 。 因 此 我 们 可 以 应 用 定理 10.5-4。 这 就 给 出 了 如 下 的 

10.6-3 自 伴 线性 算 子 的 谱 定 理 没 T， 儿 (TT) 一 厅 是 一 个 自 伴 线 性 算 子 ， 其 中 H 夺 {0} 
和 一 个 复 希 尔 伯 特 空 间 ， 纺 (了 ) 在 互 中 是 稠密 的 。 设 避 是 了 的 凯 菜 变换 式 (1)，( 忆 ,是 -局 
的 谱 表 未 $ 10.5 的 (5 ) 中 的 谱 族 。 则 对 一 切 x€ 多 ( 荆 ) 有 


《YX X%> = tan 一 一 -dw(0), ID)=《 忆 YX，X> 


= 人 do(0)， v= 《 严 hz，x》 (8 ) 


下 FF ,= E,,,.,io 
证 有 明 ， 从 详 定 理 10.5-4 我 们 有 


-U=| erdE,=| (coslg t+ ising)d E, (9) 


在 (a) 中 我 们 先 证 明 (五 ,) 在 ~ x 和 x 上 是 连续 的 。 利 用 这 个 性 质 ， 我 们 在 (5) 中 证 明 (8)。 
Ca) (EE,) 是 一 个 有 界 自 伴 线性 算 子 S 的 谱 族 。 则 (参见 $10.5 中 的 式 (7 )) 


-~-U=cosS+isinS (10) 
从 定理 9.11-1 我 们 知道 ， 如 果 (EE,) 在 0, 是 不 连续 的 ， 则 t。 是 3 的 一 个 特征 值 。 则 存在 x* 坪 
0， 使 得 Sx=0,x。 因 此 对 任 一 多 项 式 g 有 

q(S)x=g(0,)x 
并 且 对 [5 - rr] 上 的 任 一 连续 函数 9 有 

g(S)x= 0o(00)x : (11) 
由 于 oo(S)C[C- Xx, nA), 故 有 天-; -0 二 040。 因此 ， 如 果 已 -. 六 0， 则 =-z 将 是 S$ 的 一 个 特征 
值 。 据 式 (10) 和 (11)、 算 子 吕 将 有 特征 值 

| — cos(— nxn)—isin(—x)=1 
文 与 引 理 10.6-2 了 矛盾 。 类 似 地 ， 瑟 .=7, 若 居 。o 拓 7 也 将 导出 革 是 忆 的 特征 信 的 和 盾 。 
Cb) 设 xE 万 且 y= (7 -~- Ur)x。 则 象 在 引 理 10.6-2 中 证 明 的 那样 有 1-U， 万 一 

gg(7)， 故 yESB@(7T)。 由 式 (4) 便 可 推出 

了 yy=TOZ + U)(I-U)iy=i({+U)x 


因为 据 3.10-6 有 Uzx = 上 x 上 ， 利 用 式 ( 9 ) 可 得 到 
: <T yy> = <i(J +U)x, ({—-U)x> 
=i( <Ux,xX> - x, Ux%>) 
=i( 《Ux, x> — 《Ux,x>) 
"399 、 


PT 


PP 
te 
人 


= -21m<I1x,xy> 
-2 Sinld《“ 尼 ex 
因此 有 
Ne * .4 
根据 定理 10.5-4 的 证 明 中 的 最 后 几 行 ， 我 们 记得 (已 ,) 是 式 (10) 中 的 有 界 自 伴 线性 算 子 S 的 


谱 疾 。 因 此 据 9.8-2 知 ，B ,和 S 可 换 ， 所 以 据 10,5-2 知 ， 刀 ,和 避 可 换 。 利 用 $ 10.5 中 式 
(6*)， 便 得 到 


《万 ,yy,y> 一 <E,(T-U)x, (7—-U)x> 
: = <(T- UD"(I-U)E ,xX,x> 


-| (1te-'r)(l1+e'r)d <E,z, x» 
其 中 2 = ,x。 当 g 信 4 时 ， 据 $9.7 中 的 式 ( 7 )， E,E,=E,。 并 且 


(1+e-'?)(1+e’”)=(e'"/? +e '”?)?= 4cos*- 


所 以 我 们 得 到 


<E,Yy, »y> =4f cos2 df CE ,x,%X»> 加 : 
利用 这 个 等 式 以 及 EE， 在 + 的 连续 性 ， 再 利用 变换 斯 带 杰 积分 的 法 则 ， 最 后 便 得 到 


”tan (90, 20 
| tan 7 d <E,y, »> = | tan (4eos od CE,xX,x> 


， | 有 1 | ， 
三 4 singeos gd <E,xXx,sxX> 


这 最 后 的 一 个 积分 与 (12) 中 的 相同 ， 从 而 证 明了 式 ( 8 ) 中 的 第 一 个 式 子 ， 不 过 在 记 法 上 用 > 
代替 了 x。 通 过 指标 的 变换 9 = 2arc tanA， 便 可 推出 式 (8 ) 中 的 另 一 个 式 于 。 注意 ， 实 际 上 
( 严 ) 是 一 个 谱 族 ， 特 别 是 当 -> - co 时 ， 焉 i 一 0， 当 和 一 + co 时 下 

本 题 

| 求 式 ( 2) 的 逆 ，， 并 与 式 ( 4 ) 加 以 比较 作出 评论 。 | | 

2 没 U 为 式 (1 ) 所 定义 。 证 明 1Ep2《U)， 当 且 仅 当 白 伴 线性 算 子 人 是 有 界 的 。 

3. (可 换算 子 ) 对 于 希 尔 伯 特 空间 互 上 的 有 界线 性 算 于 9 : H=> 且 和 线性 算 子 1 
yg(T)>H， 其 中 9(T)CH, 如 果 STCT S， 也 就 是 说 如果 xE 呈 (了 ) 理 含 大 Sx6 
BT 及 STx=TSx， 则 称 S 与 全 是 可 换 的 。 (注意 ， 着 多 (7T)=H， 则 STCTS 就 
符 价 于 ST=T 了 5。) 证 月; 若 $S 与 式 (1) 中 的 了 可 换 ， 则 S 也 与 (1 ) 所 给 出 的 了 5 次 。 

， 本 下， 如 果 在 习题 8 中 有 SU =US， 则 有 STCTS, 即 S 也 了 本 

5 .如 果 人， gy (T)> 昌 是 一 个 对 称 线性 算 于 ， 证 明 其 饥 莱 变 牧 ( 1 ) 是 存在 的 ， 并 且 是 等 
距 的 。 


"350， 


6 .证 明 ， 若 习题 5 中 的 了 是 闭 的 ， 则 了 了 的 凯 莱 变换 也 是 闭 的 。 

7. 若 T，2@(7) 一 已 是 一 个 闭 对 称 线性 算 子 ， 证 明 ， 其 凯 莱 变换 (1 ) 的 定义 域 多 (了 ) 和 
值 域 .多 (UL7) 也 都 是 闭 的 。 注 意 ， 在 这 种 情况 下 ， 可 能 有 多 (U) 关 五 或 多 (U) 半 记 ， 或 者 都 不 
考 于 忌 。 四 

8. 如果 对 称 线性 算 子 了 7， 了 弛 (了 ) 一 已 的 凯 菜 变换 (1 ) 是 丁 算 子 ， 证 明 2 是 自 伴 的 。 

9.〈 亏 指标 ) 在 习题 7 中 ， 正 交 补 人 (DO) 上 和 民 (D) -的 希 尔 伯 特 维 数 〈 参 见 83.6) 员 
做 上 的 亏 指标 。 证 明 ， 当 且 仅 当下 是 自 伴 的 ， 这 些 指标 都 为 零 。 

10 .证 明 ， 用 (< …) |->(0,5&1,5,，…) 定 义 的 右 移 位 算 子 吕 ，12 一 1 是 等 距 的 ， 但 不 
足 西 算 子 。 验 证 U 是 7T，22B(T)-> 1 的 凯 菜 变换， 其 中 是 由 下 式 所 定义 ， 

XI> y= (71) : / 
D1 三 i151, 7 = 1 (261 + ee +26, -i +é6))s 1 =2， 3 


DT)= {x SE (Er) ?+ E+ Es) ?2+ IE +Es +Esl2+<Ceol 


$ 10.7 ”乘法 算 子 和 人 微分 算 了 


在 这 一 节 ， 我 们 研究 两 个 无 界线 性 算 子 的 一 些 性 质 ， 这 两 个 算 子 是 乘 法 算 子 和 微分 算 
子 。 它 们 在 原子 物理 中 起 着 基本 的 作用 。 (对 这 些 应 用 有 兴趣 的 读者 在 第 十 一 章 中 会 找到 详 
， 细 的 叙述 ， 特 别 是 § $ 11.1，11.2。 本 节 内 容 是 自 包含 的 且 与 第 十 一 章 保持 独立 。 对 第 十 一 
章 来 说 ， 也 是 如 此 。) 
由 于 我 们 没有 假定 读者 具备 勒 贝 格 测度 和 勒 贝 格 积 分 方面 的 知识 ， 所 以 在 这 节 不 得 不 在 
不 加 证 明 的 情况 下 给 出 某 些 事实 。 人 
第 一 个 算 子 是 四 
T, DTIL:(-00, to0) 
x Iix : 四 (C1) 
其 中 2B(T)CL?(-o0,+c0)。 
这 个 算 子 的 定义 域 为 


Bg(T)= {xEL!(- 0, too)| {Fl Lt) :df oo} (2 ) 


册 站 是 说 ， 任 取 xE9(T)， 都 有 TxEL?(- co +oeo)o 这 窟 味 着 27 ) 点 二 (一 1 


例如 由 的 tP1， 


X (+ ) 二 ,| 
z 0 多 f 一 | 
所 定义 的 xE 工 :( - co, + co)， 但 它 不 满足 (2 ) 中 的 条 御 ; 即 x 竺 多 (了)。 
很 显然 , 在 一 个 紧 区 间 之 外 取 零 值 的 所 有 函数 x 了 2 (~ co, + co) 都 包含 在 和 (7 ) 之 内 。 
能 够 证 明 这 种 函数 的 集合 在 L*(~ 2， + ce) 中 是 稠密 的 。 因此 BC(T) 在 L*(-o,+o0) 中 也 
是 稠密 的 。 ~ | z , 
° 357 。 


10.7-1 引 理 ( 梁 法 算 字 ) 由 式 ( 1 ) 所 定义 的 乘法 算 子 人 不 是 有 界 的 。 
正明 ， 我 们 取 顺 数 〈 图 67 ) 


1 ， < 大” 二 1 
X(t)= 
0 ， t 取 其 它 值 
显然 ， | xXx, | =1]， 并 且 有 
x, = 人 dt 


这 表明 iTx,| ylxvl>m 其 中 由 可 以 选取 任意 大 的 自然 数 。 


性 me 
wa， 
站 符 十 1 f 


图 67 引 理 10.7-1 证 明 中 的 函 数 x， 


泪 返 ， 我 们 在 研究 无 穷 区 间 上 的 函数 时 ， 推出 了 算 子 了 的 无 界 性 。 为 了 作 一 比较 ， 在 有 
限 区 本 5c,5] 的 情况 下 ， 考 虑 算 地 


F, DFP) LCa,b) 
“I 四 (3) 
| Tx | 12 Ix (Ct)| 2d fb | x | > 


若 上 ul 一 |a| ， 证 明 是 很 类 似 的 ,此 外 ,这 也 表明 了 xE€L :Ca,6) 蕴 含 着 入 xE ?5a,6]。 因 此 ， 
多 (六) = 工 2[a,b 忆 即 算 子 名 定义 在 整个 工 :Ca, 0 上。 
10.7-2 定理 〈 自 伴 性 ) 由 式 (1 ) 所 定义 的 乘 落 算 村 入 是 自 伴 的 。 
让 有 明 ， 前 面 已 经 指出 ， 了 人 在 工 : (- co, + co) 中 是 稠 定 的 。 因 为 4= 刀 且 有 


<Tx,y> = tx tt) y(t)dt 
= 人 x(t)ty(t) = <%,Ty> 


故人 下 是 对 称 的 。 据 10.2-4， 7C7” 因 此， 只 村 证 有 明 多 (T) 二 多 (T*) 就 够 了 。 为 此 ， 我 们 
证 明 yEzB(T*) 蕴 含 着 YE 多 (了 1)。 设 yEg(T*)， 则 对 一 切 xE 多 ( 工 ) 有 

《Tx,y> = 《%,) >», 》 = Ty 
(参见 10,1-2)， 写 出 来 ， 刚 


全 ix (t) ydt = 人 x(t)y*(t) dt 


这 就 意味 着 
人 xDc7GD —- y*(t)ydt =0 (4) 


特别 是 对 在 任意 给 定 的 有 界 区 间 (a,6b) 之 外 取 零 值 的 每 一 个 xE€L 虐 *(- 吕 , +coe)， 该 式 都 是 成 
的 。 显 然 ， 这 样 的 xx 是 属于 多 (7 ) 的 。 选 取 


J — y" (1), IC (a,b) 
X(t)= 
td 和 (a, 6b) 
则 从 式 ( 4 ) 可 得 
6 
[ty ~ y* ndt=0 


这 就 推出 了 ty(t) -yt =0 在 (a,5) 上 几乎 处 处 多 成 立 ， 即 在 (a,6) 上 几乎 处 处 有 ty(t) = 
y* (1。 由 于 区 间 (c, 0) 是 任意 的 ， 这 便 证 明了 fy = y*EL?i(-co,+ 0), 所 以 yE3(T)。 
并 且 还 有 T*y=y*=ty= 人 了 人 yo。 , 

注意 ， 因 为 了 = 了 *， 定 理 10.3-3 便 意 味 着 了 是 闭 的 。 

算 子 了 的 重要 的 谱 性 质 十 : 

10.7-3 定理 〈 谱 ) 设 了 是 由 式 (1 ) 所 定义 的 匀 法 算 子 ， 而 ca(7) 征 7 的 谱 。 则 

(a) 了 没有 特征 值 。 

(by c(7) 为 整个 的 。 

证 明 ， (a) 对 任意 的 和 设 xE9B(T) 满足 Tx=Xx， 则 (了 -和 ADDx=0。 因 此 ， 据 了 的 定 
义 ， 有 

0= 1(T-MDxzls= 人 -MizCD12di 


由 于 对 一 切 t 夺 入 有 lt- 秆 汪 0， 所 以 几乎 对 所 有 的 1{ER 都 有 x(t) =0， 即 x = 0。 这 表明 x 不 
是 一 个 特征 矢量 ， 并 且 入 不 是 了 全 的 特征 人 。 由 于 入 是 任意 的 ， 故 了 没有 特征 值 。 
(b) 所 10,7-2 和 10.4-2 知 0(T)CR。 设 和 ER 我们 定义 函数 《图 68) 


” 1 多 -1 teA+- 
va (i) -| - 1 " 
0， + 上 取 其 它 的 值 
并 考察 x,= 上 ol -io。 则 1 x.l| =1。 象 通常 的 那样 ， 记 了 ,= T -X7， 从 了 的 定义 可 得 


| Tx.l? ={ -MN\) :| x.t)| :dt 


< 


1 
i 


其 中 用 到 了 在 ww 不 等 于 零 的 区 间 上 (! -和 )*< 一 与- 的 人 性质。 两 边 取 平 方 根 ， 便 有 


@ 也 就 是 说 ， 在 (a,b) 上 有 可 能 排除 一 个 勒 员 格 测 度 为 零 的 案 合 。 
e。 359。 


一 
at 


| 
| (A 魏 - 一 (5) 


A 预 解 算 子 尺 ,= 了 1 存在， 并 且 因 为 YX。 盖 0， 据 2.6-10 有 7 了 ixe 闪 0。 故 
FA 三 


1 
y= | Ti 
属于 了 ;的 值 域 ， 即 ;的 定义 域 ， 并 且 帮 y, 上 =1。 用 RR 作用， 并 利用 式 (5 )， 便 得 到 
Ryll= i 
| A | i T,Xx, | | Xs | 之 1 


广 就 证 明了 预 解 式 R ,是 无 界 的 ;因此 和 Eco( 人 )。 由 于 和 ER 是 任意 的 ， 故 c( 了 ) = R。 


= 

oo 1 | ww 
- 工 入 1 + 
和 一 王 入 十 一 


图 68 ”定理 10.7-3 证 明 中 的 函数 v- 
7 了 的 谱 族 是 (E&,)，A 和 ER， 把 上 2( 一 oo, 入 ) 看 作为 人 “(~ coy + co) 的 一 个 子 空间 ， 则 
Fs Li(—o, +oo)—»L’:(— co 人) 
由 了 2(- ceo +eco) 到 了 2(-co 和) 上 的 投影 ! 因而 
Lo ， iz) 
术 沾 要 研究 的 另 一 个 算 子 是 微分 算 丁 : 
D, 2Z(D)>L’(- ,+%). 
z z z (7) 
x | 一 YX/ 
其 中 x/ = 0*， 而 加 i 是 为 了 使 为 自 伴 的， 这 将 在 下 面 (10.7-5 中 》 说 明 。 据 定义 ， 了 的 


定义 域 儿 (DD) 应 该 由 上 *(-%,%) 中 的 在 R 上 的 每 个 紧 区 闻 上 绝对 连续 @ 且 其 导数 X7 EC 志 ” 
(coo, + oo) 的 一 切 xE 工 :(- co, + co) 所 组 成 。 
zy0D) 名 念 了 3.7-2 中 的 序列 (e)， 该 序列 包括 了 厄 米 特 多 项 式 。 并 是 在 3 中 曾 证 
明 ，(e,) 在 上 :(- co, + co) 中 是 完全 的 。 因此 驴 ( 站 ) 在 工 :(- co, + co) 中 是 稠密 的 。 
10.7-4 引 理 〈 微 分 算 子 ) 由 式 (7 ) 所 定义 的 微分 算 子 九 是 无 界 的 。 


oo 所 谓 + 在 (fa b] 上 绝对 连续 是 指 : 若 给 定 E>0， 都 存在 5>0 使 得 对 [a， bj 的 每 个 总 长 度 小 于 8 的 有 限 不 相 接 的 开 集 
组 (a ,bi),…,(an ,bs ) 都 有 


5 |xX(p) 一 X(ar)| <e 
fm 1 
则 x 在 Ca,b) 上 是 几乎 处 处 可 微 的 ， 并 且 x/CLca,b)。 参 交 HH. 罗 伊 登 (HL .Royden,1968),p.106, 


* 300 。 


证 明 ， 把 过 :50,1] 看 作为 工 :(- ce, + co) 的 一 个 子 空间 ， 记 了 = 8(CD)MZ:[0 1]， 则 
万 是 算 子 
Do = DI TY 
的 一 个 延 拓 。 因 此 ， 若 D。 是 无 界 的 ， 则 也 也 是 无 界 的 。 现 证 Ds 是 无 界 的 。 


设 滑 数 (图 69) ， 
z O01tE1/n 
Xt)= 


0 ,1/n<t<<!1 
其 导数 为 | 
-ns 0<t<1/n 
xX’ (1) = : 
. 0 ， 1/n<t<l 
计算 可 得 站 
* 1 
和 一 ! 2 _- IT 
x, | -人 [Xx,.(t)| ?dat 3 
: i 
Doxol= le ldt=n 
久 商 0 1 . 1 
。 | a | =8 8 > gs 二 em 
图 69 引 于 10.7-4 证 明 中 的 征 数 x。 
这 便 证 明了 D, 是 无 界 的 。 


下 述 的 比较 是 很 有 意思 的 。 式 (1 ) 中 的 乘法 算 子 了 是 无 界 的 ， 因 为 (- cp，+ co) 是 一 个 
无 穷 区 间 ; 而 (3 ) 中 的 乘法 算 子 多 却 是 有 界 的 。 与 此 相反 ， 甚 至 把 微分 算 子 放 在 二 区 ac, p 中 
考虑 ，[a, 5b) 是 一 个 紧 区 间 ,, 而 它 仍然 是 无 界 的 。 这 一 事实 在 前 边 的 证 朋 由 基 腔 和 而 易 刀 的 。 

10.7-5 定理 ( 自 伴 性 〉 由 式 (7 ) 所 定义 的 微分 算 子 是 自 伴 的 。 

这 个 定理 的 证 明 要 求 一 些 关 于 勒 贝 格 积分 理论 方面 的 工具 。 这 些 工具 性 的 内 容 能 够 在 
G，。 赫 尔 姆 贝 格 《G 。Helmberg，1969) p.130 中 找到 。 

最 后 我 们 指出 ， 刀 没有 特征 值 ， 并 且 谱 o(D) 是 整个 的 民 。 

乘法 算 了 于 和 微分 算 子 的 应 用 放 在 下 一 章 叙 述 ， 在 那里 它 起 着 很 大 的 作用 《〈 在 记 法 上 改 成 
了 物理 中 的 标准 记 法 ， 参 考 该 章 的 开头 内 容 ) 。 


s 301 四 


一 
一 一 


第 十 一 章 ”量子 力学 中 的 无 界线 性 算 子 


量子 力学 是 量子 理论 部 的 一 部 分 。 量 子 理论 是 在 1900 年 当 普 朗 克 宣 布 他 划时代 的 量子 波 
念 时 开始 的 。 通 常 把 这 一 决定 性 的 事件 看 作为 经 典 物 理 和 现代 物理 或 量子 物理 之 间 的 分 界 
握 。 因 为 在 皮 现 了 和- 射线 ,电子 ,辐射 性 等 很 多 新 的 基本 物理 现 家 ,并 试图 创立 相应 的 理论 ,从 
而 使 物理 学 的 研究 进入 了 一 个 新 的 时 代 。 

若 子 力学 对 于 项 尔 伯 特 空间 许多 理论 的 产生 与 发 展 ， 特 别 是 无 界 自 伴 线性 算 子 方面 ， 起 
到 了 洼 动作 用 。 在 本 章 中 我 们 将 阐述 这 一 说 法 的 一 些 主 要 道理 ， 并 讨论 无 界线 性 算 子 在 量子 
力学 中 的 作用 。 
本 章 是 选 学 内 容 ， 与 十 章 保 持 独立 。 


从 写 
本 草 采 用 物理 中 的 标准 符号 : 
| 本 章 中 的 符号 | 其 它 妾 的 符号 
独 立 变 量 q | t 
数 中 ,四 Sy 
本 童 内 容 概 要 


我 们 从 一 维 的 单个 粒子 构成 的 物理 系统 出 发 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 必须 考虑 复 希 尔 伯 特 
守 间 上 (- co + co)， 基 元 素 罗 0 了 思 做 状态 。 而 定义 域 和 值 域 都 落 在 上 人。 (~ co + co) 中 的 
自 伴 线性 算 子 了 ,QQ， D,…H 员 做 观察 量 。 这 个 术语 在 $11.15 引 出 。 内 积 <Ty,y> 是 一 个 能 用 
概率 论 来 说 明 的 积分 ， 其 中 有 有 助 于 定义 概率 密度 。 如 果 物 理 系统 处 于 状态 B， 内 积 表 征 了 我 
们 在 实验 中 能 够 期 望 的 观察 量 人 的 平均 值 ， 所 以 又 可 把 这 个 内 积 叫做 一 个 均值 。 在 这 一 理论 
中 , 最 重要 的 观察 量 是 由 %(9)|- 一 > gplq) 所 定义 的 位 置 算 子 Q 和 由 $(9)| 一 > (h/2xi)yqyp/adgq 所 
定义 的 动量 算 子 DD 《分别 见 $11.1 和 $11.2)〉 。 这 些 算 子 不 可 交换 , 并 且 经 由 观察 量 的 变化 ， 
便 导 致 著名 的 海 森 堡 不 确定 关系 11.2-2。 

在 这 些 考 虑 之 中 ， 时 间 t 保 持 不 变 ， 所 以 t 是 一 个 没有 明显 出 现 的 参数 。 对 于 常数 1，。 系 
统 的 状态 能 够 作为 时 间 - 无 关 的 薛 定 锣 方 程 的 解 而 得 到 (4$11.3)。 在 这 方面 ， 我 们 能 够 确定 
物理 系 绕 的 各 种 人 性质 ， 特别 是 可 能 的 能 量 级 别 。 

时 间 相 关 的 状态 是 由 时 间 - 相 关 的 芙 定 锣 方 程 支配 和 描述 的 (11.5)， 它 要 涉及 到 哈密 
尔 顿 算 子 ( $ 11.4)。 如 果 我 们 把 经 典 哈 密 顿 函数 中 的 位 置 和 动量 分 别 换 成 位 置 算 子 和 动量 
算 子 ， 便 得 到 哈密 尔 顿 算 子 。 

在 课文 和 习题 集中 所 处 理 的 基本 物理 系统 和 现象 有 谐振 子 〈 见 11.3-1，11.4-1) ， 三 维 
中 凶 / 控 子 ( $11.3)， 平 面 波 (§ 11.3)， 位 势 梯级 和 坠 道 效 应 (§ 11,4)， 球 对 称 场 中 的 电子 及 
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如 原子 (11.5)。 
S11.1 基本 概念 ， 状态 ， 观察 量 ， 位 置 算 子 


为 了 天 明 量 子 力学 的 基本 思想 和 概 含 ， 我 们 考虑 一 维 实 直 线 R 上 的 一 个 粒子 。 这 个 物理 
系统 是 测 单 的 ， 但 也 是 最 基本 的 ， 它 对 于 前 明 我 们 的 思想 是 合适 的 。 更 一 般 的 系统 将 在 后 面 
-等 巾 。 

我 们 秀 虑 任意 固定 时 刻 的 系统 ， 也 就 是 把 时 间 视 为 保持 不 变 的 一 个 参数 。 

在 经 典 力学 中 ， 我 们 的 系 绕 在 某 一 瞬时 的 状态 是 用 该 粒子 的 特定 位 置 和 速度 来 刻 划 的 。 
六 此 ， 系 统 的 瞬时 状态 经 典 地 是 用 一 对 数 来 描绘 的 。 

在 量子 力学 中 ， 系 统 的 状态 是 用 一 个 函数 

纺 
:二 述 的 。 符 号 4 在 物理 中 是 标准 的 ， 所 以 我 们 也 采用 它 《 代 埠 了 我 们 常用 的 函数 记 法 x) 。 
丽 数 几 是 定义 在 R 上 的 复 值 函 数 ， 因 此 它 是 实 的 单 变量 


0 
的 函数 。9 也 是 物理 中 的 标准 符号 ， 所 以 我 们 保留 它 〈9 代 替 了 通常 的 字母 {， 在 本 章 后 面 的 
几 L 节 我 们 一 直 用 表示 时 间 ) 。 

我 们 假定 % 是 希 尔 伯 特 空间 


!2( 一 coy +co) 


的 元 素 。 作 这 样 的 假定 使 得 我 们 能 对 % 作 出 如 下 的 物理 解释 。 
% 与 粒子 在 给 定子 集 7CR 中 出 现 的 概率 有 关 ， 精确 地 讲 ， 这 一 概率 是 


(we) ?dg (1 ) 
对 应 于 整个 一 维 空 sR 的 概率 是 1， 也 就 是 说 ， 我 们 要 求 粒 于 处 于 实 直线 上 的 某 一 点 。 这 就 
施加 了 一 个 正规 化 条 件 

wl? ={ woldag=1 (2) 


很 显然 ， 如 果 我 们 用 一 个 绝对 值 为 1 的 复 因子 去 乘 光 则 式 ( 1 ) 中 的 积分 保持 不 变 。 
我 们 的 考虑 表明 ,经 典 力 学 中 对 状态 的 确定 性 撕 述 ,在 量子 力学 中 为 概率 性 拱 述 所 代替 。 
这 就 建议 我 们 把 (物理 系统 在 某 一 时 刻 的 > 状态 定义 为 这 样 的 一 个 元 


EL:(— 0,+00), yl=1 : (3) 
焉 精 兢 些 讲 ， 它 是 这 种 元 的 一 个 等 价 类 ， 其 中 
#1 一 92 > 0 = Ya lal =1 


尺 简 单 起 见 ， 我 们 仍 把 这 些 等 价 类 记 作 罗 9 等 。 
注意 ， 式 (8 ) 中 的 y 生 成 了 L 上 *(- ~“, + m) 的 一 个 一 维 子 空间 ， 


Y ={9lp= BY, PECT 
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因此 ， 这 就 等 于 说 系统 的 一 个 状态 是 一 个 一 维 的 子 空间 了 CL*(- ~， ~)， 并 且 用 一 个 范 
数 等 于 1 的 pEY 按照 (1 ) 定 义 了 一 个 概率 。 
从 《1》 可 以 看 出 ， ly(q)| ?起 着 R 上 概率 分 布 @ 密度 的 作用 。 据 定义 ， 相 应 的 均值 或 
期 望 值 是 
ws= | 4 Wl dg (4) 
分 布 的 方差 是 


Vary=| (gq- 4,)*| ya) 2d 0 (5) 


而 标准 偏差 是 sd ,= var。( 之 0 )。 直 观 上 ， 4 测量 了 平均 值 或 中 心 位 置 ， 而 var ,测量 了 
分 布 的 范围 。 

因 此 ，4， 表 征 了 粒子 关于 给 定 状 态 % 的 《平均 位 置 ?。 现 在 达到 了 关键 的 一 步 ， 就 是 我 
们 能 把 式 04 )》 写成 如 下 形式 


si(GJ)=《Qbpyg> = | QOy(Wa dg (6 ) 
其 中 这 子 Q: 多 (Q) 一 > L*( - ,+ mm) 是 用 
CY(9) = gqypq) (7) 


( 即 用 独立 变量 9 去 乘 ) 来 定义 的 。 由 于 k,(Q) 表 征 了 粒子 的 平均 位 置 ， 所 以 已 叫做 位 置 
算 子 。 据 定义 ， 玉 (也 ) 由 关于 一 切 VEZ(- +o) 满 足 QVEL (- ,+ %) 所 组 成 ， 即 


gg(Q)= WEL (- +) QyEZL2C- 0, + 00)} 
从 $10.7 我 们 知道 ，Q 是 一 个 无 界 自 伴 线性 算 子 ， 其 定义 域 在 过”(- c， + o) 中 是 稠密 
的 。 
我 们 还 注意 到 式 《 5 ) 能 够 写成 
Var,(Q) = (QA1)y,y) 


-| (Q~ 4D’y(g) yg) dg (8) 


4= Ly (0Q) 
物理 系统 的 一 个 状态 % 包 含 了 关于 系统 的 全 部 理论 知识 ,但 , 但 只 是 隐 含 着 ， 这 就 提出 了 如 何 
从 yi 得 到 表达 系统 性 质 的 各 种 量 的 一 些 信 息 ， 而 这 些 信息 量 在 实验 中 我 们 是 能 够 观察 到 的 。 
任何 的 这 种 量 都 叫做 观察 量 。 
重要 的 观察 量 是 位 置 、 动 量 和 能 量 。 
在 位 置 的 情况 中 ， 我 们 刚才 已 经 看 到 ， 为 了 解决 这 个 问题 有 一 个 可 采用 的 自 伴 线性 算 子 ， 
即位 置 算 子 Q 。 而 对 于 其 它 的 观察 量 ， 这 就 建议 我 们 要 作 关 似 地 处 再 也 就 是 说 要 引入 运 当 


的 自 伴 线性 算 丁 。 
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在 经 典 力 学 中 我 们 会 间 ， 在 给 定时 刻 的 观察 量 将 假设 成 什么 值 。 而 在 量子 力学 中 ， 我 们 
可 以 归 求 一 个 概率 ， 也 就 是 说 从 一 个 测量 〈 或 实验 ) 所 得 到 的 观察 量 落 在 一 个 区 间 中 的 值 。 
以 上 的 情形 和 我 们 的 讨论 建议 我 们 把 〈 物 理 系 统 在 某 一 时 刻 的 ) 观察 量 定 义 成 一 个 自 伴 
线性 算 子 了 : 允 (7) 一 > (- <,+c)， 其 中 GT7) 在 空间 工 :(- so, + co) 中 是 竺 密 的 。 
类 似 于 式 (6 ) 和 (8 )， 我 们 能 把 均值 4,( 了 ) 定 义 为 


0 (T) = 《人 加 办 =| Ty(g) Wd (9) 
而 把 方差 Vary( 了 ) 定 义 为 
Vars (7 )= <(T -A171)Yy,y> 


= 人 HW=4k,(7) (10) 
‘(TT -HI)*$(q9) py(qg)doa 


标准 偏差 定义 为 
sds(T)=vV Var,(T) (之 0 ) (11) 
旨 朵 系统 站 于 状态 pg。 则 4 CT ) 刻 划 了 在 实验 中 我 们 能 够 期 望 的 观察 量 了 工 的 平均 值 。 而 


方差 Var,( 了 了 ) 刻 划 了 观察 量 在 均值 周围 的 变化 范围 。 
本 节 的 习题 包含 在 下 节 的 习题 之 中 。 


$ 11.2 动量 算 子 ， 海 森 堡 测 不 准 原 理 


我 们 仍 考虑 上 一 节 的 物理 系统 ， 在 那里 我 们 引入 并 导出 了 位 置 算 子 
Q; ZO>Li(-o0,to0) | / 
0 I>ay | C1) 
一 个 必 常 重要 的 观察 量 是 动量 p。 而 相应 的 动量 算 子 是 @ 
D: DZD (- co 二 oo) 


h dy 
2nxi aa 


pI (2) 

ai 普 朗 克 常 数 ， 而 D 的 定义 域 是 由 上 (~ %, + ce) 中 的 所 有 在 R 上 的 每 个 紧 区 闻 上 入 
二 并且 使 Dye 7 (- co, + co) 的 4 组成。 对 刀 下 这 种 定义 的 动机 如 下 ， 
根据 爱 因 斯 坦 的 质 -能 关系 己 =mc: (〈c 是 光速 )， 一 个 能 量 EE 有 质量 


££ 
j 一 2 
性 
由 于 一 个 光子 的 速度 为 c， 能 量 为 
bE=hyv 


四 在 物理 中 常用 的 符号 是 P， 但 由 于 我 们 已 把 P 用 来 表示 投影 算 子 ， 故 这 里 记 作 D， 因为 它 用 到 了 “微分 ”运算 。 上 是 
自然 界 的 通用 常数 ; h 王 6.626196X 10-""erq's (参见 CRC Handbook of Chemistry and Physics,S4th ed. 
Cleveland, Ohio: CRC Press, 1973-74; pp. F~101). 翅 对 连续 性 的 钻 念 已 在 5 10.7 中 的 页 未 注 中 中 用 明 
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p=mc=— = oR (3) 


其 中 =2x/ /1， 4 为 波长 。 在 1924 年 ， 德 布 罗 意 (上 .de Brogliie) 提出 了 满足 光波 关系 的 
质 波 榜 念 。 因 此 ， 我 们 也 可 以 把 式 (3 〉 用 于 对 粒子 的 研究 。 假 定 我 们 的 物理 系统 的 状态 
使 得 能 够 应 用 经 典 的 傅立叶 积分 定理 ， 则 便 有 


vp(g) = pe 24d p (4) 
其 中 

Ppp) = /| wa)e- dg (5 ) 
在 物理 上 可 以 解释 为 ， 9 用 前 动量 如 的 果 数 表示: 
py,(g9) = (pe'' =g(p)e "ee (6) 


根据 式 (3) k=2xp/h，w(p) 是 振幅 。 复 共 力 ¥, 在 指数 中 有 一 个 负 号 ， 所 以 有 
wg) := pg) (9) = pp pp)= lp(p)) 


由 于 jy,(9)| :是 状态 位 置 的 概率 密度 ， 我 们 便 看 出 lp(p)| 一定 和 动量 的 密度 成 比例 ， 并 
且 由 十 我 们 定义 的 p(p) 使 式 ( 4 ) 和 (5 ) 含 有 相同 的 常数 i/ A， 改 比例 币 数 是 1 。 因 此 ， 
根据 式 ( 5 ) 动 量 的 均值 有 ,是 : 


Al, -| 2 je (p)| :dp = | po(p oD)dp 
i 1 fm 2h) 
= | po(p) Fi) Ya)e “99d qd 力 
假定 可 以 交换 积分 次 序 且 式 (4 ) 中 的 积分 号 下 可 微 ， 则 可 得 到 


十 go ”十 5 1 , 
fs = | Wo) vp FFpe dg 


=| re h dy (gq) dg 


2ni dq 
利用 式 ( 2 )， 并 用 4, (DD) 表示 Z，,， 则 上 式 能 够 写 为 
us D)= 《万 加 办 = TI (7) 


这 就 导出 了 动量 算 子 的 定义 (2 )。 注 意 ，%E 工 :(- co + oo)， 所 以 为 了 数学 上 形式 运算 的 
全 理性， 我 们 将 需要 测度 论 方面 的 工具 ， 特 别 是 传 立 叶 积 分 定理 的 一 个 推广 , 即 伟 立时 - 普 二 
切 雷 尔 (Fourier-Plancherel) 定理 。 欲 知 其 详 ， 请 参阅 ff , 黎 斯 和 纳 吉 (1955),，pp: 
291-295。 
;S$S 和 是 定义 在 同一 个 复 希 尔 伯 特 空间 中 的 任意 两 个 自 伴 线性 算 子 。 则 把 算 子 
C=ST-TS 
i 做 S 和 T 了 的 换 位 子 ， 它 是 定义 在 空间 
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D(C)=D(STINGT 39) 
之 上 。 | 


在 量子 力学 中 。 位 置 算 子 和 动量 算 子 的 换 位 子 上 共有 基本 的 重要 性 。 通 过 直接 微分 有 


DQOYy(g) = D(gy(g)) = 3 [CW(g) + qy’ (g)) 


= 2 pj(g)+ Q Dy (9g) 
这 就 给 出 了 重要 的 海 森 堡 交换 关系 


Do_op- 4 7 
2NA1 


其 中 7Z 是 域 
Z(DO- QD)=2(DQ)N2Z(0QD) 
上 的 得 等 算 子 。 


(8) 


(9) 


我 们 不 加 证 明 的 指出 。 这 个 定义 域 在 空间 L*( - co, + co) 中 是 稠密 的 。 事 实 上 ， 不 难看 
出 ， 这 个 定义 域 包含 了 3.7-2 中 含有 厄 米 特 多 项 式 的 序列 (e,)， 并 且 在 3.7-2 中 曾 指出 ，(e.) 


在 (- co + ce) 中 是 完全 的 。 〈 记 住 ， 这 里 的 9 在 3.7-2 中 是 用 + 表示 的 ) 。 
为 了 得 到 著名 的 海 森 堡 不 确定 原理 ( 亦 称 为 测 不 准 原 理 〉， 我 们 首先 证 明 


11.2-1 定 理 ( 换 位 子 ) 设 S 和 了 是 定义 域 和 值 域 都 落 在 ZL (~ ,+ ce) 中 的 两 个 自 伴 线 


性 算 子 。 则 算 子 C= ST -TS$ 对 儿 (C) 中 的 每 一 个 yp 都 满足 
lI4,(C))| <2sd,(S)sd,(T) 
证 明 ， 我 们 记 A = Kk,(S)，LK,= ks(T)， 且 记 
A=S-ul, 已 = 一 HA 
旭 通 过 直接 计算 容易 验证 有 
C=ST-TS=AB-B4 
由 于 S$S 和 工 是 自 伴 的 , Kk!1 和 4k, 是 形 如 $11.1 中 式 (9 ) 的 内 积 , 这些 均 值 都 是 实 的 ( 参 
的 末尾 》， 因 此 .A 和 BB 是 自 伴 的 。 因 而 从 均值 的 定义 避 得 到 
UL,(C) = 《<(ABP-— BA)y,Y> 
ABy,y> - BAY,Y 
= 《By, AY%> - CAy, BY> 
大 后 的 两 个 内 积 其 绝对 值 相 等 。 因 此 据 三 角 不 等 式 和 许 瓦 兹 不 等 式 有 


Ips CEI<BYy, Ay>| + 1Ay, By> | <21By llAYI 
因为 8 是 自 伴 的 ， 所 以 所 $11.1 中 的 式 (10) 可 得 

| By = CT pT p> t= VarstT) =sd,(T) 
类 似 地 可 证 明 j 外 491 = sds(S)， 从 而 证 明了 式 (10)。 


《10) 


见 》10.2 
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从 式 ( 8) 可 以 看 出 ， 位 置 生子 和 动量 算 子 的 换 位 子 是 C = (h/271) 了。 因此 |,(C)| = 
Ah/2r， 且 式 (10) 给 出 了 
11.2-2 定 理 〈( 海 森 堡 不 确定 原理 ) ”对 于 位 置 算 子 久 和 动量 算 子 已 ， 有 


sd,(D)sd,(Q)> (11) 
在 物理 上 ， 不 等 式 (11) 意味 着 我 们 不 能 无 限 精 确 地 同时 测量 粒子 的 位 置 和 动量 。 实 际 
上 ， 标 准 偏差 yd,( 站 ) 和 sdv(Q) 分 别 表 征 了 动量 和 位 置 测 量 的 精度 ， 式 (11) 还 表明 我 们 
不 能 同时 减 小 左 端 的 两 个 因子 。h 是 一 个 很 小 的 量 见 365 页 广 出 ， 所 以 在 宏观 物理 中 ，Ay/ 4 
小 得 可 以 忽略 不 计 。 然 而 ， 在 原子 物理 由， 情况 不 再 是 这 样 。 如 果 我 们 对 系统 的 任 一 测量 都 
是 改变 系统 状态 的 一 个 扰动 ， 并 且 这 个 系统 又 是 很 微小 (例如 一 个 电子 》， 则 这 一 扰动 就 成 
为 值得 注意 的 了 。 这 时 ， 上 述 情况 就 容易 理解 了 。 当 然 ， 任 何 测量 都 含有 仪表 精度 不 足 所 造 
成 的 认 差 。 但 是 我 们 能 够 想 家 得 到 ， 用 越 来 越 精 密 的 出 量 方法 可 以 使 得 这 种 误 孝 越 来 越 小 ， 
所 以 至 少 在 原理 上 讲 ， 在 对 粒子 的 晓 时 位 置 和 动量 的 同时 测量 中 ， 每 个 相应 的 误差 都 能 够 达 
到 比 任 意 预 定 的 正 值 小 。 而 不 等 式 〈11) 表明 并 非 如 此 ， 在 原理 上 精度 也 是 有 限制 的 ， 这 倒 
不 是 因为 任何 测量 方法 都 是 不 完备 的 原因 。 / 
更 一 般 来 说 ， 定 理 11.2-1 说 明 ， 在 上 述 意义 下 ， 任 何 两 个 观察 量 S 和 人 让， 只 机 其 换 位 
子 不 是 专 算 子 ， 则 不 能 够 同时 无 限 精 确 地 被 测量 ， 就 是 在 原理 上 ， 精 度 也 是 有 限制 的 。 


习 题 


1. 在 4(9) = ae-9/2 中 确定 一 个 正规 化 因子 x4、 并 画 出 相应 的 概率 密度 出 线 。 
2. 对 于 线性 算 子 荆 和 多 项 式 g，。 用 下 式 


E,(g(T))= Co(7 )y¢,y> 
定义 g(T) 的 期 望 上 ,Cg())。 证 明 包 ,(1) = LL,(7 ) 并 且 
Var,(T)=E,T*)- 4,(7T)° 


3 ， 利 用 习题 2 中 的 符号 ， 证 月,(CT -cD*)， 当 且 仪 当 c = K,(T) 时 ， 为 最 小 。( 注 
意 ， 这 就 是 方差 的 极 小 性 质 。) 

4 证明 ， 具 在 式 (2 ) 中 用 紧 区 闻 [a; 0 代替 〈- co + ceo)， 所 诱导 出 的 算 子 只 不 再 是 
自 佳 的 《除非 我 们 在 a 和 5 上 施加 一 个 适当 的 条 件 对 其 定义 域 加 以 限制 》。 

5 在 课文 中 党 证 明 动 量 密度 与 lp(b)1: 成 比例。 然后 又 证 明 就 等 于 jp(p)|*。 假 定 积 
分 次 序 的 交换 是 允许 的 ， 试 用 式 (4 ) 和 (5 ) 来 验证 上 述 事实 。 

6 ,在 空间 中 公式 (4 ) 和 (5 ) 是 类 似 的 ， 取 币 卡尔 坐标 并 记 p = (pis, pzs bs)， 4 = (Qi; 
gi,93), 此 外 ， 内 积 取 bp.q = pi91+ p24 psdss 则 有 


+ 


yq) =h 3/ ‘|o Cp)e (2s1/4) pord p 
其 中 


[9 


wp) hh 3/ :yq)e- 《2 mtA Rh 六 ee da 
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试 把 习题 5 的 考虑 推广 到 这 一 情况 。 
7 对 于 空间 中 的 粒子 ， 我 们 有 三 个 笛 卡 尔 坐 标 g1,9,,4s， 并 且 相 应 的 位 置 算 子 及 动 重 
党 于 是 Q1,Q4,Qs 及 D4，Dss Ds， 其 中 Dp= (MW2rD 一 各 -。 证 明 ， 


DC 一 Qi1Di= 21) 


而 Dj 和 QQ (I 三 RR) 可 交换 ， 其 中 是 多 (DjQi 一 ;1D;) 上 的 但 等 算 子 。 
3. 在 经 典 力学 中 ， 至 间 质 量 为 mw 的 运动 的 粒子 ， 其 动能 为 


1 2 (mv)” _ 1 2 2 十 2 
已 ,二 2 jz 二 D7 一 29n (pi + ps ps ) 


其 中 pi, ps,; ps 是 动量 矢量 的 分 量 。 这 就 建议 我 们 用 


,= t(D:+ 已 ;十 Ds,*) 
2 


来 定义 动能 算 子 允 ,其 中 心 / 如 习题 了 7 中 所 规定 。 证 明 


2 A A 
Yo rm 


其 中 少 的 拉 普 拉 斯 算 子 Ay 为 
_ OY ,op oy 
A = 397 + gs * dg, 
9.《〈 角 动量 ) 在 经 典 力 学 中 ， 角 动量 为 M =g x p， 其 中 9 = (91,9:,9s) 是 位 置 矢量 。 
p= (pis Pps; Ps) 是 (线性 ) 动量 矢量 。 表 明了 我 们 应 该 用 


4 =Q Da -QQas， 
4 = QsD,- QD: 
Ls = Q1D:- QD 


来 定义 角 动 量 算 子 &, Ks,, Ks。 证 明 交 换 关 系 


fh 
UH — KL,Hi1 = 7 


并 关于 4 Ks 和 Wss Li 求 出 两 个 类 似 的 关系 。 
10 .证明 ， 习 题 9 中 的 算 子 ki Hs 和 Ws 与 算 子 - 


Hp2 =Hi2+L + hs 


§11.3 时 间 -无 关 的 薛 定 锡 方 程 


利用 光波 和 德 布 罗 意 物质 波 之 闻 的 相似 性 参见 $1t.2) ， 我 们 将 推导 出 基本 的 (时 间 - 
无 关 的 ) 苹 定 锝 方 枉 。 
* 369 。 


为 了 人 研究 折射 ， 干 沙 和 其 它 更 微妙 的 光学 坝 象 ， 我 们 利用 波动 方程 
tt 一 ?AD ( 1 ) 
其 中 凡 ,, = OW/91*， 常 数 ) ?是 正 的 ，AYW 是 的 拉 兽 拉 斯 算 子 。 如 果 91,9;,9s 是 空间 中 的 
蔡 卡 尔 符 标 ， 则 


ov ow ov 
Ag = -十 -二 
9d1 99: 9gqs° 


(在 上 一 节 我 们 所 考虑 的 系统 中 ， 只 有 -一 个 坐标 g，。， 并 有 LAW =oO*W /99:。) 
象 通常 研究 驻 波 现象 一 样 ， 我 们 假定 一 个 简单 的 周期 时 间 相 关 的 形式 ， 比 如 说 


WV(lgqr,q.r93s tt) = WW (gi1 9 9s)e i! (C2) 


把 它 代 入 式 (1 ) 并 消去 指数 因子 ， 使 得 到 赫 姆 填 尔 效 (Helmholtz)》 方程 (时 间 - 无 关 的 波 
方程 z 


p+K y=0 (3 ) 
其 中 
-LT < 
r 网 | 
而 > 是 绒 率 。 对 于 44， 我 们 选 为 德 布 罗 意 物质 波 的 疲 长 。 姑 
A 二 hh - 
人 (C4) 


[参见 $11.2 中 的 式 (8 )， 其 中 v=c。J] 则 式 ( 3 ) 取 下 面 形式 


8Tr217 ， mu 
h’ 2 


设 E 表 示 动 能 mv*/2 和 势能 这 之 和 ， 凶 
EE = 十 7 ， 则 mo = 上 V 


和 AA 妇 十 p=0 


从 而 有 


2 
Ay+ re (BE- Vy=0 : (5) 


这 就 是 尘 各 的 时 间 - 无 关 的 功 定 但 方程 。 它 是 量子 力学 的 基础 。 
注意 ， 我 们 还 能 够 把 式 ( 5 ) 写成 


(人 9 


汶 一 形式 提出 了 ， 系 统 的 可 能 的 能 量 等 级 将 依赖 于 由 等 式 (6 ) 左 端 所 定义 的 算 子 的 谱 。 

梢 加 思索 便 避 看 出 , 式 (5 ) 不 是 在 这 种 条 件 下 所 能 够 得 到 的 唯一 可 以 想象 到 的 微分 方程 。 
处 而 实验 结果 和 薛 定 锣 的 研究 表明 ， 在 下 述 意义 下 去 (5 ) 是 特别 的 有 用 的 。 

一 个 微分 方程 的 具有 物理 意义 的 解 应 该 保持 有 限 ， 而 在 无 限时 应 趋 于 零 。 给 定 的 一 个 执 
场 ， 以 对 于 能 量 五 的 确定 值 ， 方 程 (5 ) 才 能 有 这 种 解 。 这 些 确定 的 能 量 如 的 值 ， 或 者 与 玻 小 
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ee TE re ee ee 
a -， 


原子 理论 的 许可 的 能 量 等 级 一 致 ， 或 者 在 不 一 致 时 ， 它 们 应 与 实验 结果 比 预期 的 理论 值 有 更 
好 的 吻合 。 这 意味 着 式 ( 5 ) 既 解释 了 玻 尔 理论 又 改进 了 玻 尔 理论 。 同 时 它 也 为 一 些 在 实验 中 
能 观察 到 但 用 别 的 理论 却 又 不 能 充分 解释 的 基本 物理 效应 ， 提 供 了 一 个 理论 根据 。 

11.3-1 例 子 〈 谐 振子 ) ”为 了 说 明 薛 定 锣 方 程 ( 5 )， 我 们 考察 一 个 基本 的 物理 系统 ， 顺 
便 指出 ， 普 朗 克 把 他 的 量子 假说 首先 用 到 这 个 系统 。 图 70 给 出 了 一 个 经 典 的 模型 ， 一 个 弹 敌 
二 端 固定 ,下 端 悬 挂 一 个 质量 为 m 的 物体 。 在 作 小 的 垂直 运动 时 ， 
我 们 可 以 把 阻尼 忽略 不 计 , 并 假定 弹性 恢复 力 为 cg， 也 就 是 说 与 
偏离 静态 平衡 位 置 的 位 移 4 成 正比 。 则 经 典 的 运动 微分 方程 是 

my+ag=0 或 &+oo q=0 

其 中 @ ,2 =a/m， 因 此 a = m@%,*, 骨 正 弦 或 余 纺 衣 数 便 能 摘 述 这 (oa 0 
个 简 谐 运动 。 通 过 积分 ， 从 恢复 力 ag 可 以 得 到 势能 六， 选 取 积 中 


J 


分 常数 使 在 9 =0 时 为 稚 ， 便 及 =ag*/2=mw%o"9 /2。 因 此 ， 《的 0) 
褒 薛 定 锣 (5) 
折子 的 眩 定 针 方 程 ( 5 为 0 地 从 
p+ i (Fk 一 002g2 = 0 (7) | (a) 静止 状态 《bj) 运 动 状态 
令 
有 = -一 EF (8 ) 
Woh 


再 用 6? = 4/2rtzco 磁 上 式 (7 ) ， 便 得 到 


ps (Fhe 
引入 新 的 独立 变量 * = 9/b 并 记 %(9) = 多 (>)， 便 有 
-= 《9) 
现在 我 们 来 确定 使 式 (9) 在 工 :(- ce, + co) 中 有 解 的 能 量 值 。 把 多 (s) =e-s/2v (5) 代 


人 和信 式 ( 9 ) 并 消去 指数 因子 ， 便 得 到 


d :pv dv 
dsr TS ds 


+ (A—1)v=0 z z z (10) 


如 索取 
和 二 2177 十 1， n= 0,1y, 0 C11) 


则 除了 记 法 外 ， 式 (10) 与 $3.7 中 的 式 ( 9 ) 是 完全 相同 的 。 因 此 我 们 看 到 ， 尼 米 特 多 项 式 人 
是 它 的 一 个 解 ， 并 且 满 足 式 ( 9 ) (其 中 入 = 2n 二 1) 的 完全 标准 正 交 特征 函数 集 就 是 由 33.7 的 
闵 (7 ) 所 定义 的 (es)， 只 不 过 是 用 s =9/ 代替 t 作为 独立 变量 。 这 些 特征 消 数 的 前 几 项 如 
图 71 所 示 。 因 为 频率 为 >= 26。/2x， 所 以 从 式 (8 ) 可 以 看 出 对 应 于 特征 什 (11) 的 能 量 等 级 为 
wih 

EE.= 


开 


2 


(2n+ 1)=hy (n+— 


es。 371°* 


其 中 n= 0, 1 …。 这 些 能 量 量子 hv 的 所 谓 “ 半 整数 ” 倍 就 是 谐振 子 的 特征 。“ 零 点 能 量 * 
(最 低 等 级 ) 是 如 /2， 并 不 象 1900 年 整个 量子 理论 刚 产生 的 时 候 普 朗 克 在 他 著名 的 最 初 研 
究 中 所 假设 的 最 低 等 级 为 零 。 能 够 指定 能 量 等 级 的 自然 数 ”叫做 谐振 子 的 基本 量子 数 。 


DA 
NB 


图 71 谱 操 子 的 对 应 于 能 量 等 级 hv/2，3hv/2，5hv/2，7hv/ 2 的 前 四 个 特征 函数 e，ei，es，ecue 
过 题 
1 。 对 于 什么 样 的 g 值 ， 式 (7) 中 括号 内 的 表达 式 等 于 委 ? 在 经 典 力学 中 这 些 值 的 物理 音 
义 是 什么 ? 
2。 对 于 歼 的 所 有 值 ， 式 (7 ) 不 能 有 一 个 非 平 凡 解 VE 志 :(- co + ce)， 这 一 事实 从 式 
(了 ) 能 直接 看 出 吗 ? 


3 找 一 个 关于 如 (s) =e-，/: 的 二 阶 微分 方程 。 与 式 ( 9 ) 进 行 比较 并 加 以 评论 。 

4 。 利 用 解 微分 方程 的 千 级 数 方 共 ， 证 明 式 (10) 有 多 项 式 解 v 夺 0， 当 且 仅 当 天 为 式 (11) 
中 的 一 个 值 。 

5 、 能 够 用 习题 4 中 的 递 推 公式 推出 下 述 结 论 吗 ? 即 不 是 多 项 式 的 解 增长 如 此 之 快 ， 以 
致 于 使 得 相应 的 攻 不 能 属于 工 :(- co，+ co)。 

6。 利用 由 | 


exp(2US 一 &2) = 六 1 ps) 
s=@ 和 | 


所 定义 的 厄 米 特 多 项 式 的 生成 函数 证 明 ， 对 应 于 处 = 2n+ 1 [参见 式 (11)] 的 函数 多 = 风 能 写 


成 
a /2 dq 


— (一 1) . #2 
pls) Cm YI ne je (e™”) 
7.《 平 面 波 ) 用 
0(9， t) 一 CE; (mt 一 keg) 


所 表示 的 波 叫 做 平面 单 色 被 ; 这 里 角 = (ki,k,,Rs), 9= (gi ,Gay9s)， kg 是 R 和 4 的 点 积 。 
证 有 明 下 述 结论 : 有 的 方向 是 波 在 空间 的 传播 方向 。 入 = 2x/ 全 是 波长 ， 其 中 同 是 的 长 度 。 
置 ，- oj27 是 频率 。"= 以 = o/ 网 是 相 速 (等 相 平 面 传播 速度 )。?9 满 足 波动 方程 式 (1 )。 


。 372%* 


8， 如 有 果 Wl(g) =al(g)e'* (9 中 的 ac(a) 和 8) 只 缓慢 地 变化 , 则 薛 定 甸 方 程 巡 + 大) 芒 =0 
时 近似 解 通过 代入 区 和 忽略 a” 便 可 得 到 。 证 明 这 就 导致 


bg) = | Vv fF) du 


久 C 
一 一 一 一 一 一 三 同一 1 
a(gqg) yf) 《ax 十 贡 数 ) 


9. 《三 维 中 的 谐振 子 〉 一 个 质量 为 m 的 粒子 用 一 个 力 限制 在 原点 ， 该 力 沿 9; 轴 的 分 量 
等 于 -ajqy， 0 >>058 7 =1,2,3。 证 明 这 个 问题 的 薛 定 匆 方程 是 


Ag+(A- Sayg})y=0 
其 中 

入 = 3 E,， oo Oi=V ay/m 
应 用 变量 分 离 法 ， 即 代 人 

%(9) = $1 (91)W, (92)Ys (qs) 


但 到 | : 
pi + (Mi— 091)p;=0 ( 5 $=X) 
证 明 对 于 Aj = (2nj + 1)as，nj 之 0 为 整数 ， 我 们 得 到 
pi (qi) = ce "11 /2 H.(v aj,g, ) 
其 中 c 是 正规 化 因子 ， 右 .是 3.7-2 中 定义 的 n 阶 厄 米 特 多 项 式 。 
10， 对 于 一 个 能 量 等 级 来 说 。 如 果 存 在 相应 的 不 止 一 个 特征 项 数 所 组 成 的 线性 无 关 组 ， 
则 称 之 为 是 退化 的 。 习 题 9 中 的 谐振 子 如 果 有 a1 = as = as =a， 则 称 之 为 是 各 同 同 性 的 。 证 


明 此 时 的 最 低能 量 等 级 是 已 。= 3hv/2, 其 中 > = 902 wv a/m /2r， 并 且 是 非 退 化 的 ， 而 
较 高 的 能 量 等 级 都 是 退化 的 。 


$ 11.4 哈密 顿 算 子 


科大 交 上 上 
总 的 能 量 


五 = 忆 os (1) 
(Ew, = 动能 ，V= 势 能) 用 位 置 坐标 和 动量 坐标 来 表达 。 假定 该 系 绕 有 n 个 自由 度 ,使 有 有 * 


个 位 置 坐 标 91,**,9: 和 + 个 动量 坐标 p19)***， po 
在 量子 力学 对 这 个 系统 的 处 理 中 ， 我 们 也 是 要 确定 


H(lpis***, pss gi") 
e。 3f3。， 


这 是 第 一 步 要 做 的 工作 。 而 第 二 步 ， 我 们 用 动量 算 子 [参见 §$ 11.2 中 的 式 ( 2 )] 
Di: DD)-»> LR") 
h ow c 
) | 一 B30. (2&2) 
代替 每 个 p,， 其 中 多 (D,)CL?(R")。 此 外 ， 还 楼 用 位 置 算 子 [参见 $11.1 中 的 式 (7 )] 
Q,: DQON)—L’(R'") 
YY lgyy (83) 
代替 每 个 9/,， 其 中 儿 (Q;)CL?(R")。 然 后 从 上 面 的 哈密 顿 溺 数 太 得 到 哈 赛 顿 算 子 ， 我 们 用 
NY 表示 它 ， 也 就 是 
NW (CD 1, *%, D,s 人 io OO,) 


它 是 把 人 (pis**) pss q1;""…; qa) 中 的 Pi 换 成 Dj， 把 9 换 成 人 ,后 得 到 的 。 据 定 义 ， 党 被 假 
定 为 自 位 的 。 

这 一 代 蔡 过 程 吊 做 量子 化 法 则 。 注 意 ， 这 种 处 理 方 法 不 是 唯一 的 ， 因 为 对 于 数 的 来 法 是 
可 交换 的 ， 而 算 子 的 乘法 未 必 可 换 。 这 也 是 量子 力学 的 弱点 之 一 。 

11.3 中 的 方程 (6 )， 现 在 能 用 哈密 顿 算 子 常 写 出 。 实 际 上 , 空间 中 的 质量 为 m 的 粒子 
其 动能 为 


由 2— 2 = (v1 +vs "+ vs” = (p+ ps’+ps’) 
用 量子 化 法 则 右 疹 的 表达 式 为 
1L 二 【一 22 h? 
2 之 D;, pp 3 8 2 
因此 § 11.3 中 的 方程 (6 ) 能 写成 
WY= NY (4) 


其 中 入 = 瑟 为 能 量 。 

车 入 属于 罗 的 预 解 集 ， 则 多 的 预 解 算 子 是 存在 的 ， 且 式 (4) 在 工 (R") 中 只 有 平凡 解 。 
若 入 属于 点 谱 o,( 多 )， 则 式 (4 ) 有 非 平 凡 解 WE 上 *(R")。 由 于 党 是 自 伴 的 ， 故 残 谱 0 ,( 党 ) 
是 空 代 (参见 $10.4 中 习题 7)。 帮 和 A€0o.( 庆 )， 即 入 属于 多 的 连续 谱 ， 则 式 (4) 没 有 非 零 
“ 解 yE 工 :2(R)。 然 而 ， 在 这 种 情况 下 ， 式 (4 ) 可 以 有 不 属于 上 *(R") 的 非 零 解 ， 并 且 这 些 解 
依赖 于 一 个 参数 ， 关 于 这 个 参数 我 们 能 进行 积分 从 而 得 到 一 个 %E 工 :(R") 。 在 物理 中 可 以 说 ， 
这 种 积分 的 处 理 形成 了 波 包 。 要 注意 ， 按 这 种 说 法 式 (4 ) 中 的 多 表 示 了 原来 算 子 的 一 个 延 
雨 ， 它 使 得 所 考虑 的 函数 都 落 在 延 拓 算 子 的 定义 域 之 内 。 这 种 处 理 方法 可 以 用 下 面 的 物理 系 
统 来 国明 。 

我 们 考虑 〈《- co, + co) 上 的 一 个 质量 为 的 自由 粒子 。 其 哈密 顿 函 数 是 


-了 ,2 
H(p,9) = om? 


所 以 对 应 的 哈密 顿 算 子 为 


PD,O= Lt Di 二 
2m Sr dg’ 
因此 (4 ) 成 为 
h: 
HY= mm = (5) 
其 中 入 = 已 是 能 量 。 用 
1(9) =e (6 ) 
给 出 解 ， 参 数 & 与 能 量 之 间 的 关系 是 
) = 万 - hk? 
3x7 
能 够 用 这 些 消 数 7 表示 形 如 
1 ， 
%(49) = ar lim 人 ge dk : (7a) 
其 中 p(k) = -7 一 5 lim 人， $lq)e-' dg (75) 


的 任 一 波 包 VE :(- co +co)。 上 面 的 两 个 极限 是 按 达 2:(- co,+ co) 的 范 数 定义 的 [在 式 (7a) 
中 对 于 w， 在 式 (70) 中 对 于 匀 ， 这 样 的 极限 也 叫做 平均 极限 。 在 所 作 的 假设 之 下 ， 式 〈7 ) 
叫做 傅立叶 -普兰 切 雷 尔 定 理 , 我 们 曾 在 $ 11.2 中 提 到 过 它 ,并 给 出 了 参考 文献 。 也 可 参考 入 
邓 福 德 和 7 .7 , 施 瓦 兹 (1958-71)， 第 2 卷 ，p p974，976。 | 

上 述 的 研究 可 推广 到 三 维 空间 中 质量 为 m 的 自由 粒子 。 我 们 用 


gnim 


h’ 
P= 
» ———— AY = AY (8) 


代替 式 (5 )， 其 中 A 为 拉 普 拉 斯 算 子 。 其 解 是 形 如 
7(g) =e 人 : . : 0go) 
的 平面 波 ， 其 中 =(919 92793)9 k= (Rl1, Rs, Rs), 目 
keq= Rg +hR,q,+ ksqs 


而 能 量 是 


A=E= 
一 2 ” 《92) 


对 于 EL 上 *(R:)， 侍 立时 -普兰 切 雷 尔 定理 给 出 了 


yp (gq) = | 9 (Rk)e /ef (10a) 


| (R) 一 297) 上 二 plg)e da (106) 


这 里 的 积分 仍 按 三 维 至 间 中 有 限 域 上 相应 积分 的 平均 极限 来 理解 。 
11.4-1 例 子 〈 谱 振子 ) 诸 振 于 的 了 哈密 顿 水 数 是 (参见 11 ,3-1) 


H= p+ m0"g! 
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因此 哈密 顿 算 子 是 
P= (D+a:Q:), (Q “< = nw0) 11) 
为 了 简化 后 面 的 公式 ， 我 们 定义 算 子 
_ 1 2 一 到 
A=p(aQ + D), (8 = -于 (12) 
则 其 希 和 外 伯 特 -伴随 算 子 为 
六  _ 1 z 
A*=A( aQ -DD) (13) 
所 $11.2 中 的 式 (8) 有 
4 区 2 人 2 1 7 »， A : 
44=- 下 (ac02+ Dae1) (140) 
并 六 > 天 2 ， 1 > h z 
AA"*=— (arQr+ D+ 7?) (146) 
因此 有 | 
AA*- A*A=I1 : z z 《15 ) 
从 式 (14a) 和 (11) 本 得 
_ @oh *4. 1 5 (16) 
7 


我 们 来 证 明 ， 党 的 任 一 特征 值 ”( 若 存在 的 话 》 必 等 于 3 11 .3 中 的 (12) 所 给 出 的 值 之 一 。 
没入 是 多 的 一 个 特征 值 ，y 是 相应 的 一 个 特征 函数 。 则 $0 且 满 足 
Wy = MY 
据 式 (16) 有 
A*.4Y= KW， 其 中 =- -0 | (17) 


Woh 
用 4 作用 则 有 
AA*(AY)=%AY 
据 式 (15)， 在 左 端 有 A 4*= A 4 + 了 了,， 故 . 
3160. 


4 4(4 旭 = (1%-1) Ay 
类 似 地 ， 再 用 4 作用 ， 有 
A*A(A:Y)= (71-2) A2Y 
如 此 作用 7 次 后 ， 便 得 
A A(A'Y)= (A-)) AY (18) 
对 于 充分 大 的 7， 必 有 4 功 =0 否则 用 4 起 与 式 (18) 的 两 端 取 内 积 ， 对 每 个 7 将 会 有 
< Aip, 4 44 了 > = <Aitiyg, Aiy> = (4-)) 《A'y, A'Yy> 
即 对 每 个 7 有 


-4 一 2 
j= Am >0 (19) 


因为 4 是 一 个 确定 的 数 ， 这 显然 是 不 可 能 的 。 因此 ， 存 在 一 个 nEN 使 得 Ay 六 0,， 但 对 于 
/mn 有 -AY= 0， 特 别 有 A"+1%8= 0。 对 于 7 = nn， 我 们 便 从 式 (19) 中 的 等 式 得 到 


天 一 2=0 

由 于 oo = 2ry， 由 上 式 和 式 (17) 便 推出 
本 woh TAN 1 . 
“2 (r+) (nt) 


这 三 $11.3 中 的 式 (12) 是 一 致 的 。 


二 题 
1。 用 分 离 变 量 法 从 式 (8) 推 出 式 (9)。 
2. 在 例 11.4-1 中 ， 若 % 是 多 的 对 应 于 最 小 特征 值 的 一 个 标准 化 的 特征 兰 数 。 用 归纳 法 
正明 
1 和 
bp, = -Vn ) "wo 
是 4 4 的 对 应 于 天 = n 的 标准 化 的 特征 函数 。 
3. 正明 :在 习题 2 中 有 
Ay, = (nt+1) Pri 
AyYs = np- 


4、 对 于 处 于 状态 如 《最 低能 量 状态 ) 的 谐振 子 , 计 算 Q 的 均值 和 方差 , 其 中 go | = 1。 
计算 的 结果 在 哪些 方面 与 经 典 力学 有 所 不 同 ? 
5、 证明， 例 11.41 中 的 鼻子 满足 交换 法 则 ， 
AQ'— 国生 4 = /— 4 sQT1, s=1,2,. 


i 
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6， 利用 习题 5 证 明 ， 处 于 状态 下 的 谐振 子 ， 其 @Q :的 均值 为 


sy h : 
1 CQ = (ts ) (2 — D2s ~ 3) ee3e1 
7， 证 明 ， 对 于 图 72 中 的 阶 跃 电位 ， 苹 定 钴 方程 给 出 了 
$+ bs=0, pi? = -TE (g<0) < 
r+ 6p=0, b= -387 mF U) (gq>0) 


ph? 
关于 从 左边 来 的 人 射 波 求解 这 一 问题 ， 这 里 假定 上 二 U。 
8， 难 证 习题 7 中 透射 和 及 射 的 粒子 数 之 和 等 于 入 射 的 粒子 数 。 
9. 对 于 之 U 的 情况 求解 习题 7 。 该 问题 的 解 和 经 典 的 解 之 间 有 什么 主要 差别 ? 


10 。 〈 坠 道 效 应 ) 证 明 ， 习 题 9 的 答案 提出 了 在 势 爸 的 情况 下 ， 粒 子 的 波 函 数 可 近似 地 
看 作为 图 73 所 表示 的 规律 。 


< 全 


图 72 习题 7 中 的 电位 图 73 势 急 和 穿 过 势 鸡 的 电子 坠 道 效应 的 波 函 数 


$ 11.5 ”时间 -相关 的 蕉 定 甸 方程 


在 木 章 的 前 4 节 ， 我 们 研究 了 处 于 某 一 时 刻 的 物理 系统 ， 也 就 是 说 ， 我 们 把 时 人 间 当 作 一 
个 保持 不 变 的 参数 加 以 处 理 的 。 本 节 我 们 再 谈 谈 状 态 和 观察 量 的 时 间 - 相 关 性 。 

一 个 物理 系统 的 稳定 状态 ( 稳 状 》， 它 与 时 间 的 关系 仅 为 指数 因子 的 形式 ， 如 为 e “， 
所 以 这 种 状态 具有 $1.3 中 式 (2) 的 一 般 形式 。 其 它 的 状态 叫做 非 稳定 状态 ， 而 问题 是 ， 立 
种 ,9 和 上 的 一 般 函数 gp 应 满足 什么 桩 的 微分 方程 。 当然 ， 这 样 的 基本 方程 只 能 从 实验 扒 
”导出 来 。 由 于 我 们 就 方程 的 形式 不 能 获得 直接 的 实验 结论 ， 所 以 只 好 考虑 各 种 形式 的 方程， 
由 使 从 中 发 现 哪 些 方程 与 实验 结果 有 较 好 的 吻合 ， 并 且 在 逻辑 上 应 具备 我 们 所 要 求 的 性 原 。 

$ 11.3 中 的 波 方程 (11) 就 不 合适 。 其 原因 之 一 是 ， 我 们 希望 的 函数 9 如 果 在 某 一 时 启 1 
从 定 ， 则 对 所 有 的 上 便 被 确定 。 由 于 方程 (1 ) ($11 .3 中 ) 含 有 关于 + 的 二 险 导 数 ， 所 以 一 阶 
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导数 不 定 。 这 一 事实 最 初 可 能 使 谈 者 感到 惊异 ， 因 为 该 方程 是 用 在 光学 当中 的 。 不 过 ， 真 至 
中 的 电 培 疲 的 瞬时 状态 只 有 在 磁场 矢量 8 和 电场 矢量 e 的 所 有 分 量 都 知道 的 情 次 下 才能 完全 
丧 定 。 这 些 分 量 是 至 闻 点 和 时 间 t 的 六 个 通 数 ， 它 们 由 马 殉 斯 志方 程 来 确定 ， 而 方程 关于 
是 一 阶 的 ， 在 真空 中 ， 以 矢量 形式 和 高 斯 单位 写 出 为 


l ge » Curle= 一 = -<O ， divb= dive =0 


curlb = 可 at 


其 中 c 是 光速 。 这 些 方 程 意味 着 5 和 e 的 每 个 分 量 都 满足 波 方 程 ， 而 且 在 光学 中 单个 的 分 量 
是 不 能 确定 未 来 的 整个 状态 的 。 

这 种 情况 提醒 我 们 要 寻求 类 似 马 克 斯 韦 方 程 的 一 种 方程 ， 并 且 要 求 稳定 条 件 下 ， 所 得 到 
的 方程 能 提供 8$ 11.3 中 研究 过 的 时 间 - 无 关 的 薛 定 锣 方 程 。 这 种 类 型 的 方程 就 是 时 间 - 相 关 的 
茧 定 得 方程 ; 即 


Lh gp 
2xi; 3 
局 是 由 老 定 锡 在 1926 年 给 出 的 。 由 于 式 (1L ) 含 有 纪 所 以 它 的 非 零 解 p 一 定 是 复 的 。| pj * 看 
作为 波 的 强度 的 一 个 度量 。 

在 一 个 点 的 强度 与 时 间 上 无 关 的 稳 态 解 ， 通 过 令 


WY (C1) 


p=ye™'”™ (2) 
使 可 得 到 ， 其 中 必 与 上 无 关 ， 并 且 oO = 2ry。 把 式 (2) 代 和 人 式 (1) 便 有 
NY = -~ 307 (~2niv)y 


且 由 于 EE = hv。 改 有 


其 中 入 = 巨 是 系统 的 能 量 。 这 和 上 一 节 中 的 式 (4 ) 是 一 致 的 ， 所 以 我 们 在 上 面 提 出 的 要 求 得 
到 请 挟 。 | 

方程 (1 ) 常 常 叫 做 量子 力学 运动 方程 ， 不 过 要 按 下 述 意义 来 理解 。 

在 经 则 力学 中 ， 运 动 〈 矢 量 ) 微分 方程 确定 了 物理 系 绕 的 运动 ， 也 就 是 说 ， 位 置 、 速 度 
等 作为 时 间 的 函数 ， 一 旦 对 某 一 参考 时 刻 《 比 如 #= 0) 的 初始 条 件 为 已 知 ， 则 对 一 切 上 者 
沽 定 了 。 在 量子 力学 中 ， 人 情形 就 不 同 了 。 相 对 于 观察 量 ， 系 统 不 再 以 确定 性 的 方式 有 上 述 的 
描述 。 不 过 ， 相 对 于 状态 仍 有 确定 性 的 描述 。 事 实 上 ， 如 果 9 在 某 一 :时 刻 〈 比 如 在 = 0) 
为 已 知 ，《〔 假 如 系统 没有 受到 测量 或 其 它 方面 的 干扰 ) 则 方程 (1 ) 对 一 切 上 可 确定 9p。 这 就 
意味 着 前 面 所 考虑 的 概率 密度 关于 时 间 是 确定 性 的 。 因 此 ， 我 们 可 以 按照 $11.1 和 11.2 中 有 所 
阐明 的 方法 ， 计 算 观 察 量 在 任 一 时 刻 的 概率 。 

最 后 的 习题 集 包 括 一 些 进一步 的 基本 应 用 ， 特 别 是 球面 对 称 的 物理 系统 ， 诸 如 氢 诛 子 
等 。 
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刁 题 
1. 〈 球 面 波 ) 证 明 ， 对 于 只 依赖 于 + 的 加 其 中 ?=a2+9q2+9qs，8 11.3 中 的 赫 姆 
稚 尔 经 方程 (8 ) 成 为 
R"+-R’+hR=0 
证 明 ， 11.3 中 的 式 (1 ) 的 相应 的 特 解 是 


Texp[— i(ot— hr)J 和 -expC— i(ot+ hr)] 


它们 分 别 代 表 一 个 辐射 球面 疲 和 一 个 人 射 球面 疲 。 在 这 里 expx = e’。 
2. 〈 球 面 对 称 场 中 的 电子 ) 若 电 位 矿 只 依赖 于 到 空间 中 其 一 固定 点 的 距离 >， 把 薛 定 钴 
方程 出 


少 一 。 
AyV+a(E -V(r))y=0, a= 二 


变换 到 由 《图 74) 
巡 1I 一 -Sinbcos 内 » GQ, 二 rsingsin 路 » Gs 一 reCOSO 


所 定义 的 球面 坐标 r,4, 上 $ 丰 很 方便 的 。〈 这 种 类 型 
的 重 炎 的 物理 系统 尽 握 原子 和 离 化 迄 ) 证 明 : 


其 中 与 角度 有 关 部 分 为 图 74 习题 2 中 的 球面 举 标 系 
_ 9y Op 1 Oy 
[= + (ctl) Gg + sin7 og” 


证 明 ， 我 们 也 能 把 上 两 式 写 成 


__1 9 oy 1 
=) 


__1 9 /{.;.g OW 1 oy 
y= ing (sing 36 )+ sin0 ag’ 


证 明 ， 通 过 令 
yr,0, $)= Rr)Y (0,4) 

并 分 离 变 量 ， 可 从 苹 定 锝 方程 得 到 
Rr+—R/'+a(E- RR- R=0 


G) 我 们 用 宣 表 东 电 子 质 量 ， 把 m 用 来 代表 磁 最 子 数 


"S50 


其 中 a 是 一 个 分 离 常数 ， 并 且 
Zr+aFr =0 

值得 注意 的 是 ， 关 于 角度 部 分 的 方程 与 (7) 的 具体 形式 无 关 。 令 
Y (0,$)=f(0)g( 9g) 

并 应 用 另 一 个 变量 分 敲 ， 证 朋 


__b pr- 
fr+ (cot)f’+( a ag )f =0 


其 中 6 古 另 一 个 分 离 常 数 ， 并 且 
g”*+pbg=0 

推 证 g 是 周期 为 275 的 周期 函数 ， 比如 
g(¢$)=e'"®* ,m=0,+1, +2,.., 


也 就 是 6=m?， 其 中 mw 叫做 磁 量 子 数 © 《由 于 磁 量 子 数 在 所 谓 的 塞 曼 效应 中 起 着 重要 的 作 
用 ， 该 效应 是 磁场 引起 的 谱 线 分 诉 。) 
为 了 关于 f 求解 方程 ， 其 中 86=m?， 令 x=cos9，f (0) = y(x)， 并 证 朋 它 可 导出 方程 


2 


关 碟 情况 m= 0。 证 明 对 于 

Qa={I([+1), [=0,1,. 
方程 的 解 是 勒 让 德 多 项 式 P，( 见 3.7-1)。[ 还 可 证 明 ， 关 于 其 它 的 a 值 所 得 到 的 无 穷 级 数 在 
x = +1 处 是 不 收敛 的 。]7 叫做 角 量 子 数 或 轨道 角 动量 子 数 《 由 于 它 与 习题 7 中 的 算 子 .2 有 


关 ， 而 有 时 又 把 .和 叫做 角 动量 算 子 )。 
3. (连带 的 勒 让 德 函数 ， 球 面 调和 范 数 ) 考虑 方程 


2 
-xd)y 2xy + [+ -ey=" 


m= 0,1,2, °° 
把 y(x) = (1 一 x:)" /Az(%) 代 和 ,证明 z(%) 满 足 
(1 x7)27 2(m+ 1) wz/ 二 C(t+t1i)—-m(mt+1))z= 0 
从 己 , 的 勒 让 德 方程 着 手 ， 微 分 m 次 ， 证 明 上 述 方程 的 解 z 为 了 /的 m 阶 寻 数 


z(x)= P(x) 


而 相应 的 y 为 
P"(x)=(1-x*)"/2P(x)" 


”“@ 此 处 字母 mm 是 菩 量子 数 的 标准 记 法 ， 切 缴 同 质量 器 相 温 活 ， 
。 981 后 


并 则 做 壕 带 的 勒 止 德 泣 数 。 证 月 ; 对 于 负 的 mm = ~ 1, — 2,°,9 上 面 的 公式 把 m 换 成 jz 仍然 
有 效 。 让 明 必 须要 求 -~ / 委 m 委 /。 臣 数 
VY."(0,$)=e'"* P," (cosb0) 
叫做 球面 调和 或 曲面 调和 ) 装 数 。 
4. 〈 氢 原子 ) 对 氧 原子 考虑 习题 2 中 关于 R 的 方程 ， 所 以 V(r) = - e:/r， 其 中 e 古 一 个 


电子 的 电荷 。 就 a= 141+1) 〈 见 习题 2 ) 和 羽 一 0 求解 该 方程 。( 已 0 是 电子 有 界 状态 的 条 
件 ) - 处 理 方法 如 下 ， 作 代 换 p = Yr。 证 朋 


R"” + 
p 4 0 D- 


其 中 “是 关于 p 求 导 ， 且 RCr) = 及 (D)， 和 
?2 一 一 4 已 ，18=Ge 1/? 


)E=0 


再 作 代 换 
(Pp) =e ?wl(p) 
正明 
w+ (1)w + ( = oY )w=0 
作 代 换 
CD) = pu(p) 
证 明 
pur + (21 +2 pu + (n-1- Du=0 
证 明 该 方程 的 解 为 


2 十 1 


u(p) = Lt p= Lp GD 


它 是 拉 盖 尔 多 项 式 上 1，( 见 3.7-3) 的 (21+1) 阶 导数 。 函 数 荆 ”” 岂 做 连带 的 拉 盖 尔 多 项 
式 。 证 朋 ; 总 之 ， 我 们 有 结果 
R(r)= R(p/v)=e™ /ip'Lir! (DO) 
其 中 p= yr =2r/nao，。，ao 就 是 所 谓 的 玻 尔 半径 ， 
z ; jp2 
4 We” 

证 明 必 须要 求 [二 n -1， 而 % 必须 是 正 整 数 。 1 

5，( 饼 的 谱 ) 证 明 习 题 4 中 的 能 量 妃 只 与 4 有关， 而 ”叫做 基本 的 量子 数 : 事实 上 ， 吕 
证 明 

es 382， 


Go = =0.529 x 10-°cm 


证 明 对 应 于 每 个 ne 有 2 个 不 同 的 解 
parm = Cerm Rsf ingn 
其 中 cws 是 一 规范 化 常数 ， 而 f 和 9 是 习题 2 中 所 得 到 的 函数 。 证 明 ， 与 谐振 子 相 比 ,和 气 
原子 有 无 穷 多 个 有 界 的 状态 。 
顺便 指出 ， 电 子 跃迁 到 低能 状态 相当 于 能 量 的 放射 图 75 表明 了 和 氢 谱 的 赖 曼 (Z yman)、 
巴尔 英 (Bolmer》〉 和 帕 斯 肯 (Paschen) 
系列 ;这些 系列 相应 于 跃 入 
FF—>Es Le— >E,, EF.—>E, 
图 75 表 明 : : 
(1) 对 应 于 基本 量子 数 2= 1,2，… 的 
能 级 ; i 
(i?) 电 子 伏特 (ev) 能量 (其 中 nn 一 必 
对 应 于 0ev，n = 1 对 应 于 一 13.53ev， 其 中 
13.53ev 征 离 化 能 量 )。 
(1 ) 共有 不 同 波长 (A) 的 三 个 系列 
为 : 赖 受 系列 《在 紫外 区 域 ) 


LF.—>Eb 1216A 
Es—>E, 1026 A 
> 973A 图 75 “所 原 于 的 能 级 图 和 谐 系列 
巴尔 莫 系 列 《 可 见 区 域 ) 
Es—>LE, 6563A ( 右 . 线 ) 
E,.—>E, 4861 有 人 《及 s 线 》 
Es—>E, 4340A (五 , 线 ) 
帕 斯 肯 系列 〈 在 红外 区 域 ) 
E.—>E, 18751 A 
Es—>E;, 12818A 
E.—>E, 10938A 


对 而 ， 由 于 = 如， 从 上 述 公式 便 可 得 到 里 德 伯 《Kydberg) 公式 


入 C hc 72 
关于 氢 的 里 德 伯 常数 尺 为 
Re = 27 Wo -109737,3cm-! 


ch 


关于 这 一 数值 ， 见 $11.2 脚 注 所 指出 的 书 中 p .下 -104.， 
6.〈 角 动量 算 子 ) 有 赵 的 是 ， 在 球面 坐标 中 分 离 薛 定 镯 方程 后 所 出 现 的 方程 能 与 角 动 量 
算 子 关联 在 一 起 。 实 际 上 ， 可 证 明 〈 见 $11.2 习 题 9 ) 


“。 383。 


py op 


所 以 g + BH9=0 (见习 题 2〉, 其 中 B=m:*， 在 用 Rf 去 乘 以 后 便 能 够 写成 


hm’ 
明代 


7. 〈 角 动量 算 子 ) 让 明 ， 用 球面 坐标 ，》11.2 习 题 9 中 的 角 动 量 算 子 有 如 下 的 表示 ， 


.人 幼 = Vy 


: pe 一 2 (sin + cotb cos 95) 


A ,y= 


%W _ ng 2 
(cos$ -os 局 cott sing 29) 
并 且 ， 沁 过 习题 6，5 11.2 习 题 10 中 的 算 子 .#8 ?有 表示 式 : 


yi 9 0 1 _9y 
Wi tr sing 28 (sin0 -名 )*+ sin0 a91 | 


由 此 和 汪 题 8 得 出 ，Y “是 .4 的 对 应 于 特征 值 


的 特征 国 数 。 这 是 -个 很 有 名 的 结果 ， 它 改进 了 玻 尔 理论 所 预言 的 值 如 12/4zz。 
8. 《球面 由 塞 尔 函 数 ) 值得 注意 的 是 ， 方 程 〈 习 题 2 中 所 得 到 的 


R4+ 一 尽 +|atE - V(r)) -R=0 


也 能 够 用 来 研究 球面 对 称 的 其 他 问题。 例如 ， 设 《图 76) 


— V ,<0 9 r<Cro . 
V(r) -| . 0 rr 一 -一 
0 ， 了 2 
假定 此 .<0， 并 且 巨 + 大, 之 0。 先 证 明 该 方程 能 变换 成 -y 


贝 塞 示 方 栏 

,1.,, (| +1/2)’ 

2 To + 0 
然后 关于 <r。 求 用 贝 塞 尔 函 数 表示 的 解 。 [就 因为 这 个 ， 解 R( 带 有 适当 的 数值 因子 》 才 叫 


做 域 eg 
若 习题 8 中 的 1/ =0， 证 明 贝 塞 尔 方程 的 解 是 


图 76 习题 8 中 药 电 位 VCc) 


一 2 | 多 J _ = 2 COS 
/11 2 (Pp) V sinp 1/ 2 (Pp) 7 p 


利用 这 两 个 解 和 递 推 关系 
/ ,i (Pp) 十 + (p) 一 -7,(p) 


“。 984。 


mr — pp ree spp 一 下 re- mm “I- 


证 明 ， 对 一 切 1 = 1,2,…， 习 题 8 中 的 解 能 够 用 有 限 多 个 正弦 和 余弦 函数 (和 po 的 负 次 宕 ) 
来 表示 。 

10 ， 象 以 前 一 样 ， 假 定 忆 <0， 对 ”> 求解 习题 8 中 的 方程 。 这 里 的 解 与 r<<r。 情况 下 
的 解 之 间 本 质 的 差别 是 什么 ? | 


。 385 。 


附录 1 复习 与 参考 资料 
Alt.1 集 合 
儿 是 琳 合 都 用 单个 大 写字 母 4， B, 导 等 表示 ， 有 时 也 用 花 括号 表示 ， 例 如 : 
{a, b， c} 表 不 含有 元 素 a,b,c 的 集合 ， 


{tf (i) = 外表 不 东 数 了 的 所 有 次 点 的 集合 。 
在 全 合 论 中 党 用 的 符号 有 : 


空 集 《 不 含 任何 元 素 的 集合 ) 

a€ .4 a 十 4 的 一 个 元 素 

b 竺 4 不 征 44 的 元 素 

4= 用 4 和 8 相等 (但 等 ， 由 同样 的 元 素 构 成 》 

A 妇 和 8 十 不 同 的 (不 等 的 ) 

ACH 4 是 妃 的 一 个 子 集 (4 的 每 个 元 素 都 属于 8〉， 也 写成 8 汪 4 

AC BB, A 志 TB 妇 古 8 的 真子 集 (A 是 如 的 一 个 子 集 并 且 8 至 少 有 一 个 元 素 不 属于 4A) 

AUB = {xX |xE€ .4 或 xE€B}，A 与 8 之 并 ， 见 图 77 

ANMB = {x IxEA 且 XE B},， A 与 8 之 交 ， 见 图 77 

ANMNMB=90 44 积 8 是 不 相交 的 集合 (没有 公共 元 素 的 集合 )》 

A-8B = {x| xcE4 且 x 守 有，4 与 如 之 闭 。 (在 这 里 如 可 以 古 也 可 不 是 4 的 
子 集 ) 见 图 78( 及 图 79 ) 

人 = 次- 4，4 在 天 中 的 余 集 〈 其 中 4C 刁 ) ( 若 省 略 基 有 可 能 产生 混乱 
时 ， 记 为 Cx4) 见 图 80 

直接 从 定义 可 推出 下 述 公 陈 

(ia) AIljA=.4 4f 4 人 =-4 


( 156) AUB= BUA ANMB=B(4 
(1c) AU(BUC)=(AU B83)UC， 写 成 4U 3UC 
(1d) ANBNC)=(A4NMB)NC， 写 成 4 站 18[)C 
(le) AU(BNC)=(AU B)N(AU OC) 
(1/) AN(BUC)=(AN BU(ANC) 


(19) ANBCA ANBCB 
‘1h) Al BoA AUBEB 
此 外 ， 


ACBCECOAUB= BEDAIIB=4 
ACCHBCCCSOAUBCC 
CCAHBCCBESOCCANB 


图 77 集合 A 与 B 的 并 AUPB 和 交 ANB 图 78 ”集合 A( 大 图 ) 和 B( 小 图) 之 差 A 一 B. 
: ( 斜 线 部 分 ) (a)B 二 A, (b)ANBaepHBFA, (ce) snB= 


大 
图 79 集合 A( 大 加 ) 和 B( 小 国 ) 之 差 图 80 集合 X 的 于 集 A 的 余 集 


A 一 B 和 B 一 A 以 及 交 AflB ”A*=XX 一 A ( 基 影 部 分 ) 


(4NB)UC(ANO) 


其 81 公式 (1e)  .， 轩 82 公式 (f) ， 
从 余 集 的 定义 可 以 推出 
(A)'=A, 人 = 及 用 = 4 (3) 
德 。 摩 尔 根 (De Morgan》 定 律 是 (4 和 HB 是 的 任意 子 集 ) 
CAI) B=A°(\B° 
(CANMNB)'= A°l BB" (4) 
很 显然 ， 
ACBC>ADOB' 四 + 
ANB= ETOACBESTBECA 
AU B=XEDACB EDB'CA (5) 
给 定 的 集合 S 的 所 有 子 集 的 集合 t 叫做 S 的 哇 集 ， 并 记 之 为 (2)。 


两 个 给 定 的 非 空 集合 广 和 世 的 笛 卡 尔 积 〈 或 积 ) 和 x 了 是 所 有 序 偶 (x,y) 的 集合， 其 中 
xEXMMmyEY 。 见 图 83。 
车 集合 M 是 有 限 的 〈 有 有 限 多 个 元 素 ) ， 或 者 M 的 每 个 元 素 


都 唯一 地 对 应 一 个 正 整 数 ， 开 且 反 过 来 每 个 止 验 数 1,2,… “也 都 唯 ， 
一 地 对 应 彤 中 的 一 个 元 素 ， 则 称 内 是 可 数 的 。. 


AT.2 映射 . 1 
没 了 和 了 是 两 个 集合 ， 且 4 己 X 是 任 一 子 集 。 从 4 到 了 的 映 * 
射 (或 变换 ， 函 数 关系 ， 抽 象 函数 ) 全 是 通过 把 每 个 xE4 都 和 图 83 本 个 条 合 和 的 人 
唯一 的 yEY 对 应 起 来 得 到 的 ， 记 y= x， 并 把 y 叫 做 x 关于 了 形象 化 的 站 示 户 计 


的 象 。 傈 合 4 叫 做工 的 定义 域 ， 或 简称 为 工 的 域 ， 并 且 记 之 为 
乡 (! )， 所 以 我 们 写成 
T, ZT)—>Y 
z 多 (一 了 区 
7 的 值 域 .有 (7 ) 是 全 体 象 的 集合 ， 因 而 
BP(T)={yEY ly= 了 xx， 对 某 些 YECS(7 )} 

任 一 子 华 MC SB(T) 的 象 耻 (MD) 是 所 有 象 卫 x 的 集合 ,其 中 xEAM ,注意 ,了 (2B(T))= 多 (T)。 
在 图 84 中 给 出 了 这 种 情况 的 一 个 说 明 。 
yoE 了 的 逆 象 是 满足 Tx= yn 的 所 有 XC 

乡 ( 了 ) 的 集合 。 类 似 的 ， 子 集 4CY 的 逆 象 是 

所 有 满足 TxE€2Z 的 xE9(T) 的 集合 ,要 注意 ， 

yoEY 的 逆 象 可 能 是 空 集 ， 也 可 能 是 单 点 集 ， 

或 者 是 多 (7 ) 的 任 一 子 集 ， 这 要 由 y。 和 了 来 1 
决定 。 上 
一 个 映射 ， 若 对 每 两 个 xl, xsE 邹 (7 )， 
X12REXy 都 草 含 着 人 xsTx 

则 称 耻 是 一 个 内 射 ， 或 称 了 是 一 对 一 的 ， 也 就 图 84 归 册 的 形 银 化 表示 

是 说 ， 乡 (7 ) 中 的 不 同 的 点 有 不 同 的 象 ， 所 以 多 (TT ) 中 的 每 一 个 点 的 逆 象 也 都 是 一 个 点 。 见 

图 85， 

筷 射 全 ， GT) 一 > 了 的 值 域 史 (7) 若 等 于 则 称 卫 是 一 个 注射 ， 或 称 之 为 3 (7 ) 到 

上 有 的 映射 。 册 图 86。 显然 ， 、 

多 (人 T) 一 . 罗 ( 人 ) 


Xi x 


总 是 满 射 的 。 | 

上 告 了 既是 内 射 又 是 满 射 ， 则 称 了 是 一 个 对 射 。 而 对 射 ， 儿 (了 了 ) 一 > 了 的 北 蛇 射 7 了 
YY 一 > 儿 (T ) 是 用 Txo 1!->X 0 来 定义 的 ， 即 ”让 每 个 ?06 与 满足 1? %o= yo 多 xoE 多 (4) 
相对 应 。 见 图 87。 

对 于 内 射 T7，2(T) 一 了 了 来 讲 ， 其 涪 映 躬 区 ~! 定义 为 Bw(TT) 一 BZB(T)， 它 把 y,€ 痪 


9 308% 


图 85 ”关于 内 射 的 表示 图 86 洲 喘 射 


(TT ) 映 到 满足 7 x。=y 的 x,€E9(T) 上 。 见 图 88。 因 而 在 这 种 较为 一 般 的 意义 下 使 奢 “ 逆 ” 
这 一 术语 ， 并 不 要 求 了 是 一 个 到 六 上 的 映射 ， 很 多 作者 所 使 用 的 这 一 方便 术语 在 本 文中 不 会 
引起 误解 。 


图 87 对 射 T 的 道 T-!， Yoyg(T)CX | 图 88 内 射 下 的 并 T-!， 有 (TT)~> 多 (全 ) 


两 个 映射 和 Ts,, 若 多 (T1) = 多 (TT。) 并 且 对 一 切 XES8(L 1)= 多 (了 ，) 都 有 7 xi = 
7 x， 则 称 它 们 是 相等 的 。 

陕 射 了 ，(T) 一 > 节 在 子 集 BCS8(T) 上 的 时 制 了 | 是 通过 限制 x 取 8 中 的 元 素 从 耳 
所 得 到 的 映射 3 一 > 了 (用 B 代 替 了 的 定义 域 B(T))， 也 就 是 TT: 8 一 了 3 了， 对 一 切 
xE€B 有 T lsx= 7 了 x 。 册 图 89。 | / z 

映射 下 从 多 (T ) 到 集合 C 二 儿 (T) 上 的 竹 打 是 满足 Pig， = 了 的 一 个 映射 名。， 也 就 是 
对 一 切 xE2B(T ) 都 有 名 x = 了 >x。 

若 允 (了 ) 是 多 ( 字 ) 的 一 个 真 于 集 ， 则 称 工 的 延 拓 人 是 一 个 真 延 拓 ; 因而 BS(F)- ZT) 
A $， 即 存在 x€EZ( 儿 ) 而 对 某 些 x 守 9(T)。 / 

由 庙 的 合成 定义 及 表示 如 下 。 若 TT， XX 一 了 了 而 U: 了 一 了 2， 则 由 


YX Il- YX) (XE 信 ) 
定义 了 一 个 从 元 到 之 的 映射 ， 记 之 为 加 .个 ， 或 简 记 为 VT， 因 而 有 
UT. X—>2Z, x—>UTex (xEX) 


并 日 把 UT 称 作为 U 和 TT 的 合成 或 积 。 见 图 30。 注意 ， 首 先 应 用 了， 次 序 是 很 本 质 的 ， 生 一 
般 情 况 下 ，TU 甚 至 是 没有 意义 的 。 荐 T: 久 一 了 而 UY 一 >XX， 则 UT 半 一 > XX 和 
TI :Y 一 >Y 都 是 有 意义 的 ,但 是 阁 关 基站 ， 则 两 者 是 不 同 的 。( 甚 至 在 X=Y 的 情况 站 ,一 


* 389 * 


图 89 映射 T 在 子 集 BC 9(T) 上 的 限制 Ti 图 90 两 个 映射 的 合成 
般 来 说 这 两 个 映射 也 是 不 同 的 )。 


A1.3 族 


车 我 们 把 每 个 正 整数 ， 和 一 个 实数 或 复数 x, 对 应 起 来 ， 则 得 到 一 个 实数 或 复数 序列 
(x,) 。 这 一 过 程 能 够 看 作 是 和 N = {1,2,*…} 到 实数 或 复数 的 一 个 映射 ， 而 x, 是 的 象 。 集 合 N 
m0 做 序列 的 指标 集 。 / / 

这 一 “指标 化 ”的 过 程 能 够 被 推广 ， 代 禁 入 我 们 可 以 取 任意 非 空 集合 1 《有 限 的 ， 可 数 
的 或 不 可 数 的 ) 并 把 7 映 和 人 任意 给 定 的 其 它 非 空 集合 区。 这 就 给 出 了 对 的 一 个 元 素 族 ， 写 为 
(x。)。1， 或 简写 为 (x。)， 其 中 x.€X 是 aE7 的 象 。 要 注意 ， 对 于 /中 的 某 些 a 直 p,， 可 能 会 
出 现 x。= xs。 集 合 7 叫 做 族 的 指 慰 集 。 若 我 们 把 指标 映射 限制 在 指标 集 的 一 个 非 空子 集 上 ， 
便 得 到 族 的 一 个 子 族 。 

并 多 的 元 素 都 是 一 个 给 定 集合 的 子 集 ， 便 可 得 到 由 子 集 移 成 的 一 个 族 ( 8.) .,,， 其 中 
.是 的 象 。 

泊 (.) 的 并 UB。 是 这 样 的 一 个 集合 ， 它 的 每 一 个 元 素 至 少 属于 一 个 .， 而 交 门 8 .是 
这 样 一 个 集合 ， 它 的 元 素 属 于 每 个 了 .，aE€E1。 车 1 = N， 则 写成 

U8. 和 fl.8. 

而 当 7 = {1,2} 时 ， 分 别 写 为 81U 8: 和 B18,。 

我 们 必须 留心 区 分 族 (x。) .rz 和 由 族 的 元 素 所 构成 的 工 的 一 个 子 集 ， 前 者 是 指标 集 7 的 在 
指标 册 射 下 的 象 。 

对 于 任意 非 空子 集 MC 天 ， 我 们 总 能 够 找到 无 的 一 个 元 素 族 ， 其 元 素 的 集合 就 是 M。 例 
如 ， 我 们 可 以 取 用 M 到 元 的 自然 内 射 所 定义 的 族 ， 也 就 是 无 上 的 恒 等 映 射 x :一 》x 在 M 上 的 
限制 。 


A1.4 等 价 关系 
没 和 了 是 给 定 的 非 空 集合 ， 笛 卡尔 积 字 x 了 ( 见 前 ) 的 任 一 子 集 不 出 做 一 个 (二 元 ) 关 
系 ， (x,y)EkK 也 被 写 为 R(x, yy)。 : : 
上 的 一 个 等 价 关 系 满足 下 述 定 律 的 一 个 关系 CX x 
对 一 切 xE 卫 有 尺 (x，。x) 《 自 反 性 )》 
R(x,y) 缠 含 着 RR (y,x) 《对称 性 ? (1) 
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R(x,y 和 人 (yy,z) 北 含 着 R(x,2z) 《传递 性 ) 
当 丰 古 计 上 的 一 个 等 价 关系 时 ， 则 通常 把 及 (x, yy) 写 为 x 一 y，( 读 作 x 等 价 于 y》 此 时 ，(1) 
便 成 为 

XX 
X~y = yw 和 

x~yRKy~z = MX 
ft 一 x。E 光 的 等 价 类 是 所 有 与 x。 等 价 的 yEX 的 集合 ， 并 且 任 一 个 这 样 的 y 都 叫做 这 个 等 
价 类 的 代表 。 庆 于 的 等 价 类 构成 着 的 一 个 划分 。 


据 定义 ， 非 至 集合 不 的 一 个 划分 是 天 的 一 族 非 空子 集 ， 它们] 征 两 两 不 届 交 的 ， 并 有 它们 
的 并 就 是 从。 


A1.5 紧 性 
集合 七 的 子 集 M 的 一 个 复 盖 是 无 的 一 个 子 集 族 〈 刁 。) .1 (7 是 指标 集 )， 且 满足 
voyp 
44f 别 是 ， 若 ( 妨 。) 是 二 的 一 个 复 盖 ， 则 一 人 
U 了 .= 大 


olI 

若 复 盖 (B。) 仅 由 有 限 多 个 了. 组成, 则 称 之 为 有 限 复 瘟 。 若 了 = (天, .二 ) 是 一 个 拓扑 空间 ( 例 
如 ， 一 个 度量 空间 ， 见 $1.3)， 并 且 复 盖 (B。 ) 的 所 有 号. 都 是 开 集 。 则 称 复 六 ( 避 。 ) 是 下 的 。 

对 拓扑 空间 着 = (在 ,.9F 0) 来 讲 。 

(a) 若 六 的 每 一 小 开 复 盖 都 合 有 一 个 人 的 有 限 复 半 全 有 一 个 有 限 的 于 并 且 是 
的 一 个 复 瘟 ，。 中 则 称 基 是 紧 的 。 . 

(5) 若 久 的 每 一 个 可 数 开 复 盖 都 含有 一 个 下 的 有 限 复 盖 ， 则 称 趟 趾 可 数 匡 的 。 : 

(c) 车 七 中 的 每 个 序列 都 含有 一 个 收敛 的 子 序 列 ， 则 称 苞 是 列 紧 的 。 

符 把 子 集 财 和 ( 兴 ,9 ) 当 作 子 空间 (M .7 vs) 看 符 ， 它 是 紧 的 (分 别 为 可 数 紧 的 ， 列 紧 的 )， 
则 称 子 集 M 是 紧 的 《可 数 紧 的 ， 列 罕 的 )， 其 中 .9* 是 7 在 M 上 育 导 的 拓扑 ， 它 是 由 所 有 集合 
Mn 4 构成 的 ， 而 AESF, 

对 于 度量 空间 ， 站 三 种 性 的 人 是 等 人 的 即 能 从 一 个 推出 男 外 卫生。 


A1.6 上 确 界 和 下 确 界 一 
对 于 实 直 线 R 的 子 集 瓦 来 讲 ， 若 总 有 一 个 上 办 ， 也 就 是 说 着 存在 一 个 6 老区 使 得 对 一 切 
xE 巨 都 有 x<%， 则 称 瓦 是 有 上 界 的 。 若 已 六 上 ， 则 存在 已 的 上 确 界 〈 或 五 的 最 小 上 界 ) ， 
supE 
即 它 是 这 样 的 一 个 上 界 ， 对 于 EE 的 每 个 上 界 5 都 有 supE < 对 每 个 非 空 于 集 C CE, 还 有 
supCEsupE / 
光 似 的 ， 若 忆 有 一 个 下 界 ， 即 若 存 在 一 个 aER， 使 得 对 一 切 xEEE 都 有 x 之 a， 则 称 E 是 有 下 
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界 的。 六 EB 夺 $， 则 存在 的 下 移 界 (或 E 的 最 大 下 界 ) ， 写 为 
i1nf 玉 

即 它 是 这 样 的 一 个 下 界 ， 对 于 EE 的 每 个 下 界 a 都 有 inf 之 a。 对 每 个 非 空子 集 CCE， 还 有 
inf C 守 in{ ££ 


凌 太 既 有 .上 界 又 有 下 界 ， 则 称 台 是 有 界 的 。 若 上 妆 $， 则 
int <<suph 


苟 映射 TT， 多 (T) 一 >R 的 值 域 多 (了 了 ) 《假定 它 非 空 ) 是 有 上 界 的 ， 其 上 确 界 记 为 
supT x / 


Es ct) 


而 若 .有 (了 ) 是 有 下 界 的 ， 其 下 确 界 记 为 
inf TT x 二 


ss Tr) 


类 似 的 记 法 也 用 于 . 罗 (7 ) 的 子 集 。 


A1.7 柯 西 收敛 准则 
对 于 实数 或 复数 数列 (x,) 和 数 a， 若 对 每 个 给 定 的 0， 关 于 无 穷 多 个 n 都 有 
lx 一 al <eé 


则 称 a 是 (x,) 的 一 个 极限 点 。 / : 

波 尔 察 诺 - 维 尔 斯 特 拉 斯 定理 是 说 ， 有 办 序列 (x.) 至 少 有 一 个 要 限 上. 根据 定 义 ， 序 列 
“有 无 穷 多 项 是 不 可 少 的 条 件 。 

对 于 ( 实 或 复 ) 数列 (x,)》 来 讲 ， 才 存 在 一 个 ~ 全 得 对 每 个 给 定 的 >>0。 和 有 限 多 个 
n 以 外 的 一 切 w 都 有 

|x。— | < 

则 称 (x) 是 收敛 的 ， 而 ix 四 区 序列 (x.) 的 极限 。 

收敛 序列 的 极限 是 唯一 的 。 要 注意 ， 极限 是 序列 的 一 个 极限 点 (为 什 和 么 ? ) 而 且 是 收敛 


序列 的 唯一 极限 后 。 
下 我 们 陈述 证 明 柯 西 收 关 定理, 其 重要 外 在 于 在 不 需要 知道 序列 的 极限 的 情况 下 ， 


就 能 够 决定 它 的 收敛 性 。 a 
柯 西 收敛 定理 实数 列 或 复数 列 (x， 的， 当 且 仅 当 对 每 个 e>0 都 存在 一 个 人 ,使 


得 对 一 切 的 mp>>AN 有 -| 
ix <e C1) 
十 明 ，。 (a) 车 (x。) 是 收敛 的 ， 并 且 。 是 它 的 极限 ， 则 对 每 一 给 定 0， 都 存在 一 个 
(与 es 有 关 ) ， 使 得 对 每 个 xp>N 有 


|x。— dl < 和 
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吧 由 三 角 不 等 式 ， 对 mm，#>A 可 得 
lx 一 xj < lx。.—c| + ex < + = 

(b) 反之 ， 假 定 包含 式 〈1 ) 的 陈述 是 成 立 。 给 定 :>>0， 我 们 可 选取 一 个 n=k>N， 
并 有 看 出 ， 在 m>> 人 时 ， 每 个 x。 都 落 在 以 x; 为 中 心 以 。 为 半径 的 圆 盘 刀 内 。 由 于 存在 一 
个 包含 姜 的 圆 盘 以 及 只 有 有 限 多 个 x, 生 万, 所 以 序列 (x,) 是 有 界 的 。 根 据 波 尔 察 诺 -维尔 斯 特 
拉 斯 定理 该 序列 有 一 个 极限 点 co。 由 式 〈《1 ) 对 每 个 之 0 都 成 立 ， 一 旦 e 之 0 给 定 。 便 有 一 个 
N”， 使 得 对 mn 之 NM 有 -一 x <- 计 。 选 取 一 个 固定 的 mp>> NM 使 得 |x.~al 过-， 由 三 
角 不 等 式 ， 对 一 切 m>>A* 有 


| Xe 一 da 委 Me 一 % + 人 一 q < 


这 束 证 朋 了 (x。) 是 收 伍 的 且 以 a 为 极限 。 


: A1.8 名 
群 的 定义 仅 在 $7.7 中 需要 。 i 
群 G = (G ,。) 是 元 素 x,y,… 的 集合 G 再 加 上 一 个 映射 
G x G 一 > G 
(YX ，yY) -一 一 Xy 
并 且 满 足下 述 公理 ; 


(G1) 结合 性 ， 对 所 有 的 yozEG 有 
(xy)z=X(yz) ~ | 
(G2》 单 位 元 e 的 存在 狂 ， 也 就 是 有 EEG 存在 ， 它 对 所有 的 xEG 都 有 
Xe=ex=x | 
(63) x 的 着 元 x-! 的 存在 性 。 对 每 个 xEG，, 都 有 局 的 一 个 元 , 记 作 x~! 并 叫做 x 的 逆 , 它 
满足 | 
XIX=XX = 
* 是 唯一 的 。 对 每 个 x€G， 浊 x-! 是 唯一 的 。 若 G 还 满 尼 
(G4) 交换 性 。 对 一 切 xyEGC， 有 四 
Xy = YX 
则 称 G 是 一 个 可 交换 的 群 ， 或 阿 贝尔 群 。 
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附录 2 ”习题 解答 


$1.1 
1.〈 赂 ) 四 
2. 和 否 。 三 角 不 等 式 不 成 立 〈 例 如 ， 取 xx=1，z=0，y= 一 1)， 
3，(M1) 到 (MWM3) 是 显然 的 。 如 果 我 们 取 下 式 
lx~-y 人 lr-zi+lz-y(lx-2l s+-yl 
两 端的 方 根 ， 便 推出 (M4)。 
4， d(x,x)=d(y,y)=0, dxyy) = 有 >0 是 任意 的 ， d(x, X)=0。 
5. (7)R>0, (11)Ek=0 
6. SE, y= (mm)，2z= (5)。 则 由 关于 数 的 三 角 不 等 式 ， 有 
| 5 一 7 [| 6; -bi [+ 名 一 7 
<sup| é1— bs + sup (6 — 14 
再 取 左 边 的 上 确 界 。 | | 
7. 离散 度量 ， 参见 1 .1-8。 
8. 4(x,y) =0， 当 有 上 且 仪 当 对 一 切 ti€[a,62 有 
x(t) 一 y(t) |=0， 因 为 x,y 是 连续 的 。 (M1)》 和 〈M3) 是 显然 的 。 从 下 式 


(x, 力 = 人 ep -z(D+z(D-y(GD ha li 


<[ [x (1) ~—2(t). tt lz(1) — y(t) i | 


其 中 用 到 了 关于 数 的 三 角 不 等 式 。 
9，(M1) 到 (M3) 是 显然 的 。 从 d (x,y)<s1] 和 ” 

d (x,2) +d(z,y)>1, (x, yz 互 不 相等 ) 

便 推出 (M4)， 如 果 x =yY=z2， 则 (M4) 显然 成 六 。 

10 2s =8，d 可 取 值 0,1,2,3 。(M1)- 到 〈M3)》 是 显然 的 ， 而 (M4) 直接 可 得 验证 。 
11. 路》 四 四 | z 
12 d(x,y) Sd(x,y) +d(z,w) +d(w, y) 因此 .. 

d (x,y)— ~d(z,w) Sd (Xx,2) +d(y,w) 
其 中 用 到 d (w; y) = d (y,w)。 把 x* 和 z，y 和 w 的 位 置 交换 ， 再 乘 上 - lb 便 有 
—d(z, w)+d(x,sy) 之 ~ d (2, x) ~d(w, ») : 
= ~—d(z,%x)~—d(y,w) 
上 面 两 个 不 等 式 合 在 一 起 便 得 到 所 希望 的 结论 。 


13 d(x,2)&d (X,Y) +d(y,2)d(%,?) —d(y,z)<d(x, y) 
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qd (yy2) 和 dy xX)+d(x,2)S> -d(x, yd(x,2)-d(y,2) 
14. 令 z=y， 那么 dxyy) 委 qd(y xy) +0。 再 交换 X 和 ?y。 
15。 在 (M4) 中 令 y =Xx，。 等 等 。 


$31.2 


1. 家 前 面 一 样 采用 三 角 不 等 式 的 证 明 思 想 。 
2. 取 p=g9=2, a*=a,s pb’*=0。 : 
3 .车 1 委 J 委 0， 取 7 =1，。 若 7 党 n， 取 7 = 0，。， 并 平方 (11)。 


4. X= (6,)s 其 中 6 = TS。 = n? n= 2 3 °° “因为 对 任意 固定 的 p 之 1， 从 某 个 nn 起 


本 (lnn) -人 >- 而 调和 级 数 发 散 。 


5， 因 为 若 p 这 1， 级 数 Zn-*? 过 00， 故 一 El? (p>1), 但 一 -和 站 


6. sup d (x, sp d (x, y)。 


*, > 


7 . 54) = supd (2， y) =0 沪 d(x, y) =0 沪 x = y。 其 首 是 明显 的 。 


8. DD(A, B) =0 不 蕴含 4 = B。 三 角 不 等 式 是 不 成 立 的 , 只 要 取 4, 已 使 得 已 (4 了) 全 
0 并 取 C = .AU BB 便 可 看 出 。 
9. 人 
， 由 d(x,2) 志 d(x,y)+d(y,2) 可 得 
D(x, B) = inf d(x,2) <inftd (#1y) + d(y, z)] 
Lead 
=d(x,y)+ D(y, »B) 
于 此 
D(x, B)- Dy, BY) (x,y) | - 
交换 x 和 y 并 乘 以 -1， 便 得 : 
d(x, WED(x, B)- Dy, 有 7 7 


11，(M1) 至 (M3) 是 明显 的 。(M4) 具有 形式 
dx 人 < da) dy 


i+d(x,y) 1l+d(%x,2) 1+d(zsy) 
在 所 (UM 4 ) 关 于 d 并 利用 1.2-1 的 论证 可 以 得 到 这 沾 第 果 。 根 据 2 (x,y) <l， 得 证 和 是 有 


看 的 。 
12， 若 x， y€ A 或 x,yEB， 则 分 别 有 d (zy) <8(4) 或 d (xy)<8( 有)。 若 xXEAH yE€ 


bs 则 对 国定 的 a€ A 和 4bE€ 已， 可 得 
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d (xy)sd(Ya) +d (a,b) +d(b,y) 
Oo(A)+d(a,60)+o0(B) 
因此 


oC(AU BEA) +Ad(ab) +0(B)< 


13 。( 咯 ) 
14. 关于 2 的 三 角 不 等 式 可 由 关于 d ,和 d ,的 三 角 ; 
(12) 是 到 :和 d ,的 三 角 不 等 式 及 p =2 时 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 
2x3 9) = (Bdyxp yA Cd x 2) + d (2p ye 
<(Edy(xj YL 2 + (Bd 31)2)172 
| = d(x,2) + dz, y) 
15. d(x,y)=0 入 di(x1,y1)=d(X2,y2)=0 所 访 x=y。 从 下 面 的 关系 


max d(x VY) max[d (x 9 2k) + ds (Zs VE) 


<.max a 
a GX ts 20) + max di (21, 1) 


得 到 一 和 角 不 等 式 。 
§1.3 


1. (a) 仿 xE B(xos 7)。 Wd (x, Xo)=a<r, 且 万 (xj (Pr 、 
3 : y 和 0 9 ; 《7 一 0)/2) 是 含 在 B(x,;r) 
x 的 一 个 邻 域 。 (8) 通过 证 明 对 于 y 疆 下 (xuir)， 存 在 一 个 含 于 世人 (xogr) 中 的 以 和 
的 球 ， 证 明太 (x osr) "是 开 的 。 | ~ ” 
2。 开 区 闻 (x6o 一 1, Xo +1)。 中 心 在 XxX。， 半 径 为 1 的 开 圆 盘 。C Ka, 0 
© 09 0 9 J 上 的 一 切 连 续 涵 
数 其 图 象 在 铅 直 高 为 2 的 开 带 中 。 参见 图 PE 、 


3. 2 


YY do 


图 P1 习题 2 的 CCa,b] 中 的 开 球 B (xe,1) 


则 对 每 个 4€ 4 都 有 一 开 球 BC 44 中 并 且 2 包含 一 个 仿 a 的 球 ， 于 
那么 对 每 个 EA4， 集 4 包含 一 个 含有 a 的 球 ， 因此 包含 一 


个 含有 a 的 开 球 。 从 而 4 是 开 球 之 并 。 


4. 若 4 是 这 样 的 并 ， 
是 4 是 开 的 。 有 反之 ， A 是 开 的 ， 


390 * 


5，(0) 由 于 对 任意 的 cE4 有 开 球 有 (ai1/2) = {diC4, 故 任意 子 储 4CA 是 开 的 。 同 样 
的 道理 ，44 是 升 的 ， 故 (4 = 4 是 财 的 。 

告 只 有 有 限 多 修 这 样 的 点 yiyyz，w 2 和 Xu 不同 ,那么 对 于 r=mintd (Xuo，y1)，， 
d (Xxo, Yr)}， 球 B(xo; 7r/2) 将 不 侣 4 的 点 ysExXoo 

7、(a) 整 数 ，(b)R，(c)C，(d){z1izl 委 1)。 

8. 在 含有 不 止 一 个 点 的 离散 度量 空间 和 中 ， 有 

ixo} = B(xo; 1)= B(xos DEB(xo;1) =X 

9。. 《上 贬 》 

10. 各 acE4， 那 么 XE4 或 x 的 每 个 邻 域 都 含有 4 的 点 ae 失 x3 因此 D(x, A}=0, 反 之 ， 
如 果 站 (x，4)=0， 那么 xE4 或 x 的 每 个 邻 域 必 含有 4 的 一 个 点 asxX， 于 是 xE 4。 

11， (a) { 一 1s 1 (D)R， (c) 癌 {2 jz| = 1}。 

12. [ca, 0 不 是 可 数 的 ， 因 此 在 cE[as 外 点 取 值 为 1 而 在 [a;,62 - {c} 上 取 值 为 0 的 一 切 
陋 数 所 成 之 集 不 是 可 数 的 。 而 这 些 函 数 中 的 任意 两 个 的 上 距离 都 为 1。 因 此 BCa,6) 不 能 包含 
机 各 集 。 

， 设 瑟 是 可 分 的 ， 则 有 一 个 可 数 的 稠密 子 集 上 了 上。 令 xE 肥 和 s 盖 0 给 定 ， 由 于 了 在 蒜 
| 故 有 了 = 久 和 xE 了 ， 所 以 x 的 e- 邻 域 B(x3e) 含 有 一 个 yEY, 且 d (x,y) 过 e。 反 过 
来 ， 党 也有 一 个 具有 问题 中 所 给 性 质 的 可 数 子 集 六 ， 则 每 个 xEXX 要 末 是 了 的 一 个 点 ,要 末 蚌 
的 一 个 聚 点 。 因 此 了 = 广 ， 改 六 是 可 分 的 。 

14. 设 T 是 连续 的 且 设 4 是 任何 闭 集 届 的 逆 象 ， 那 么 M' 的 逆 象 是 4 。 而 且 由 1.3-4 知 
它 是 开 的 ， 于 是 A = (4 ?) :是 闭 的 。 反 之 ， 若 可 有 闭 的 逆 象 ， 那么 MM 与 4 "都 是 开 的 ,于 是 由 
1.3-4 知 了 是 连续 的 。 

15.x (ft) = sint 定 义 了 一 个 连续 映射 R 一 >R， 它 把 开 集 (4 2r) 贞 到 闭 集 [L 一 1 1 上 。 


$1.4 


1。d(xwx)<<e(D> 人 ) 列 含 着 gx。 ;%) en >N)。 : 
2 由 假设 ， 对 于 任意 的 .e 之 0 存在 Y， 使 得 对 于 一 切 my mi>V 有 


d (Xn, Xn, )< 二 一 一 9 d (X ,x) < -人 


因此 ， 对 和 2r 盖 和 有 
d (x or) Sd Kos Ko) td (Xr XK) < + 
3. (上 略 ) 
4。 洁 (X) 是 柯 西 序列 ， 那么 三 在 0 使 得 对 一 切 n>>n。 有 d(xs, xX， ,) 之 1。 因 此 对 于 一 
切 ”有 
qd xx) Smax{lsd (1 x00) se sd Cao, -19 Xeal ) 


5. 《了 ) 
se。 397 * 


6. 据 三 角 不 等 式 ， 有 
as =d (Xay) Ed (Xa Ka) td (Ka, Yu) +d (Yes Ys) 
在 右边 d (x。，y。) = cs， 改 对 任意 的 >0， 存 在 入 使 得 对 于 一 切 m,n>N 有 
| Ce Un [qd (x ,xX 0) +d(ym; Ye) <e 
7.8. ( 咯 ) 
9. 从 dx yy 和 COxy ys<ad(xyy) 生 23(x，y) 可 推出 所 希望 的 结果 。 
10， 藻 (z,) 是 柯 西 序列 ， 其 中 z= xX,+ ?ye 则 (x.J) 和 (ye) 在 R 中 是 柯 西 序列 ， 这 是 由 于 
[Xm — Xs [| ze 一 zj， | ye 一 yj 委 | 2 ~ 2. | 
因此 x. 一 之 x， Ys— > Yo 仿 Z=xX+iys 则 >,。 一 > 2, 因为 
| zs。 一 2 =| Xe 一 % 十 7 一 了 ) | 
=| x -x | + 一 了 | 一 0 
3 1.5 
1 。 网 1.4-7。 


2 。 设 (x,) 是 柯 西 的 ,其 中 x。 一 (1 (™) ,oo 5 ( )。 则 对于 汪 和 僵 0， 存在 六 使 得 对 满 足 
,7 六 7 =12 2 的 有 


cf(XeyXr) = maxlé) 人 -srce 

于 是 有 1 
: | EK™) so). <e 
办 此 对 于 任意 固定 的 六 序列 人 40 ,5 ,…) 在 RR 中 是 柯 西 序列 且 收敛 ,不 妨 设 51” 一》&1 
并 且 定义 x = (81, 623 "0)， 则 xEX 且 在 #4? 一 &" <e 令 r 一 >c 便 有 ， 5 -6 <e 
(人 >N)， 因 此 ，x。 一 >x， 证 明了 万 是 完备 的 。 

3。，(x,)。 其 中 x,= (1,1/2,1/3,***， 7 和 00 ,)， 是 M 中 的 柯 町 序列 ,因为 qd (%eyX。) = 
1/(m+1)s m< 之 ns 但 xX 一 X= (1/z)E 有 ，XGE 刘 。 


4,， x ={1/n)€ 肌 ,但 x 千 M。 
5， 无 在 R 中 是 闭 的 ， 利 用 1.4-7。 第 二 个 证 明 。 区 中 的 一 个 柯 西 序列 (x) 的 项 区 某 项 x。 


起 久 定 是 相等 的 。 
6。.。 当 xX ,= n 肝 » (Xn) 没有 极限 但 是 为 一 个 构 西 序列 因为 对 于 任意 的 m 和 nm>>m>> cote 


有 


dg (m,n) = a7C tan n~—arc tanm 


<arc tan- < 


= a&rc tan 了 
， 一 个 不 收敛 的 柯 西 序列 是 (x 小， 其 中 *。=n。 
8 ， 对 于 任意 的 XE 了 ,存在 Y 由 的 序列 (Xx,) 使 得 X: 一 >》x, 参 见 1.4-6(0)。 因此 x.(a) 一 
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xX(da)， xX.0) 一 XxX(5)， 于 是 0 =X,(a) 一 X.(0) 一 了 xX(a) 一 xX(6)， 且 xEY， 据 1.4-7 知 了 是 
完备 的 。 : 
9 .我 们 证 明 x 在 任意 的 # = fcf[a, 的 是 连续 的 。 由 于 收 敏 是 一 致 的 ， 对 每 个 e 二 0 存在 


一 个 N le) 使 得 对 一 切 1E[a,6J 有 
| x (1) ~ Xn(t) < 

由 于 x 在 14 是 连续 的 ， 故 存在 一 个 3 之 0 使 得 对 一 切 满足 | {一 1。 |<6 的 1ECas 的 有 
(xn (1t)—xn(to) < 一 


据 三 角 不 等 式 ， 对 这 些 上 有 
| x(t) -xfo) jx) -xn (ft) |+ [xn (ft) — xu(to)| + lxn (te)—x(to) 


敢 : 本 to 是 连续 的 。 
， 在 这 个 空间 中 ， 一 柯 西 序列 必定 从 某 一 项 起 是 常数 且 以 此 为 极限 收 全 
， 设 x. 一 >x。 取 任 一 固定 的 j; . 则 对 每 个 e 汪 0 存在 一 个 和 使 得 


1 | Er — 6 | 
2 THE < 天 d (XXX)<< 一 一 -一 1 一 -多 (n>N) 


因此 | 5 一 5 | 过 (n>>N)， 充 分 性 的 证 明 是 很 直接 的 > 
12。 设 (x.) 是 柯 西 序列 ， 其 中 x = 人 ) ) ， 则 对 任意 国定 的 j 及 e>0， 存在 信使 得 对 于 
mn 入 有 


， A ” 


1 | EC 60 
机 -和 


因此 | E 9 一 0 | 之 es (m,n>> 入 )。 对 图 定 的 方 : (5 ), 是 柯 西 序列 ， 于 是 6j 一》59 
和 一 一 >X = (£))eo 
”通过 直接 计算 ，。d (xs Xa) = 和 一 人 (Mm) o 
14， 取 任 一 xEA， 令 c= maxil, max lx (1)1}, 此 处 /= £0, 1, 则 对 于 n 之 2c 有 


je“ 
d(x x) = Ix) — x(t) at lx (ti) — xt)) dt 
/ 0 z 0 
>| (xalt) -cadt 


o/s 17e 
一 一 f-i1/2—~c)dt 
-| (1 ve 本 2 


a 
i 
' 
We —————————— 


C 


由 于 c 是 固定 的 ， 所 以 (xX, 不 收敛 于 %。 而 x 是 任意 的 ， 故 不 存在 EX 使 得 柯 卫 序列 
»。 399。 


Oo 


(%,) 收 全 于 它 。 
15。 对 每 个 se 六 0 存在 一 个 和 使 得 对 于 4 > 六 有 
d (XxX,, X mw ) 一 » 1 < 2 


jm+ 1 站 
但 (*,) 不 收 钙 于 任 一 x 一 (£,)EX, 因为 对 于 大 于 某 一 六 的 J 有 :5， = 0s 故 对 * 之 入 有 
qd(XsX)=| 1 一 & |+ 2 -| ttt > 1 


(N+1)? 1 (N+1)? 
并 日 由 于 广 是 固定 的 ， 故 d (x,, Xx) 一 0 是 不 可 能 的 。 


$31.6 


Cl ) 

R 

A 

， 在 等 距 的 情况 下 。 广 ,和 区 ;中 的 柯 西 序列 彼此 对 应 。 


(6b)R 和 具有 R 上 度量 的 (一 1,1); 一 个 同 是 是 x > 一 


,es 
和 


arc tan Xo 


6. YEck0，1]， 令 y(r) = x (二 二 二 2 ) 与 x( 旭 对 应 。 
7. Ed (xn Xo) CE 则 


(Xn Xs ) 
1— dx, x, 2 (Xe, x. «) 


办 此 若 (x,) 在 (六 ，4) 中 是 柯 西 序列 ， 则 它 在 ( 尖 ,d) 中 也 是 柯 西 序列 ， 并 且 它 它 在 ( 注 ,d) 中 的 
极限 也 是 它 在 (X,&) 中 的 极限 。 
8， 2 (xn Xs) <d (XxX,)s( 针 ,d) 中 的 柯 西 序列 也 是 (XQ) 中 的 构 西 序列 ， 而 后 者 收 


仑 ， 且 它 在 那里 的 极限 就 是 它 在 (X,d) 中 的 极限 ， 因 为 如 果 2&(x,y) < 总 ， 则 有 


d(x», Xs ) 一 


d (Xx, ») 
l1—-4ad(x,y) / 
9 Bn > oN 时, d(x DEd (Xx,) tad(x,,!)—>0。 
10. 当 n— > oo 时 , d(x, Xs )SEAd(X, 1) td(l,X, ) 一 >0。 
11.。 若 (xx 一 (yw 和 (yo 一 (20)。， 则 从 下 式 


d Xe)<d(X yw) + qd (ye zw) 一 >0 (1 ——> co ) 


能 够 看 出 (x.) 一 (zo)。 
”12。 对 于 每 个 e>0 存 在 六 使 得 对 一 切 m， n>NN 有 d (x wl, Xe) Ee/3, d(xXe, Xs) <eE/3, 
d (x,, x,/) 二 e/3 于 是 据 三 角 不 等 式 ， 对 一 切 m, x% 之 作 有 


d (Xm’, Xs ) Ee 


d (x, y)= <2¢ (X,Y) 


13 ,。《 咯 ) 
+ 400 - 


14. 


(1) 度 量 ，(ii) 伪 度量 。 


15. 宽度 为 2 的 开 的 垂直 长 条 。 


1 
2. 


$2.1 
( 略 ) 
我 们 有 0x +x= (0+1)x=x=0+xX， 通 过 加 -~x 可 得 (iao)， 此 外 有 


ax+ad=a(x+0)=ax=ax+0 


通过 加 一 ax 可 得 (16)。 公 式 (2 ) 由 下 式 得 到 ， 


3 
4 
5. 
6 


xX+(—1)x=1ixt+(—-1)xX=[1l+(-—-1))x=0x=0 


. 半 面 51 = t， 
. (a)，(a ) 当 R=10。 


《 略 ) 


.出 X= Zayey= 三 Bey 可 得 (oy 一 By)ey=0 及 对 j=1,2,.…,n, a;— pi=0，, 因 为 


{eis E29 …， ee 是 线性 无 关 集 。 


了 。 
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8. 不 。 对 任 一 x 六 0， 和 集 {xX,ix } 相对 于 两 种 空间 分 别 是 线性 相关 和 线性 无 关 的 。 


9 . 
10. 


11. 《了 略 》 
12. 


征 ; 看。 
13. 
14. 


XT+ ys yiEY, = > 


{ eu ye， 其 中 ef) =ti，t€ELa,6j。 不 是 。 

Y 介 Z 是 子 空间 ， 因为 : z 
1x5€V NZ 21 ns€EY Bris #1€7 
=—» ax1+ pxsEY, axi+ BX,ES. 

一 人 CXI+OxsEy (|Z, 
另 一 结论 是 显而易见 的 。 

零 矩 阵 ，4 维 ， 例如 


| 1" | | 四 | 
DO0 yw 00j，|lio|l，Lol 
《上 略 》 


不 同 的 隧 集 作成 区 的 一 个 分 类 ， 这 是 因为 uvE (w+Y)N(xtY) = =uw+yi= 


W =X 十 ya -V1 = we X 十 VY:: 


X= = 轨 十 yi 一 yy x€ w+ 


我 们 证 明和 六 / Y 中 代数 运算 的 定 又 不 依赖 于 陪 集 中 的 代表 的 特殊 选取 。 若 不 用 wm 而 用 w 守 ww 
Ew+ 了 作为 w+ 了 的 代表 ， 风 : 


WwW+ wo =W+ ys yey, 族人 从 而 ws + Y= -y 


涩 便 看 出 陪 集 (w+wo++x) + 了 与 (w+x) + 了 是 由 相同 的 元 素 组 成 。 标 量 乘法 是 类 似 的 。 
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由 于 和 /地 中 的 两 种 代数 运算 是 用 代表 来 定义 的 ， 所 以 这 两 种 运算 也 服从 牛 中 的 运算 所 服从 
的 法 则 。 此 外 ， 庄 /Y 中 的 零 元 是 了 且 
(~—xX+Y)+(x+Y)=Y 
15， 所 有 平行 于 上 : - 轴 的 直线 的 集合 {0}， 和 六。 


3 2.2 

1.2. (上 聊 ) 

3， 据 三 角 不 等 式 和 (人 W 3 ) 有 
y=ly-x+xi<ly-xl+ |x| 
xll=lx-y+yll<lly-xl+ lyl 

由 此 引得 
ly -xl y-x| 
yi 一 xi 站 yy 一 2 

4. 我 们 有 

jog= ox =0xiH=0 


由 (N838) 及 (N44) 器 得 (2%2)， 且 当 x =0 时 (2》 北 含 着 
oe | yl | ly z | 
5.、 (N1) 至 (N3) 容易 验证 。 在 $1.2 的 闵可夫 斯 基 不 等 式 (12) 中 取 A£=2〔 只 从 1 到 
n 取 和 〉 便 可 崔 出 (N4)。 
6.， (Ni) 至 (N3) 是 显而易见 的 。 对 于 外。 1 :。，(N4) 可 由 关于 数 的 三 角 不 等 式 得 
到 
| z : 
lel + hl + 长 + mal = xhithyl 
对 于 | . 上 |:,，(CV4) 通过 直接 计算 便 可 验证 ， 和 


0 委 ( 生 7 + EN DE + 9) < 入 (5 二 ) (nt ) 


En) (+n) [VITE + Vn :+n J! 等 等 。 或 应 用 $1.2 的 浆 可 夫 斯 基 不 
等 式 (12)， 且 取 p=2( 仅 对 1 和 2 取 和 》〉》。 对 于 上 * 中 ws(N4) 可 由 下 式 看 出 
x+yllw.= maxt | 十 II |,+ 72|} 
max{ |E1| + Im | + |7z| 六 
<<max{ |5| |6s}}+max{lnl, ln2|} 
7 LN1) 至 CN3) 是 显然 的 ， 而 〈N4) 可 从 闵可夫 斯 基 不 等 式 〈 8 1.2》 推导 出 来 。 
”8. (CN1) 至 CN3) 是 明显 的 。 对 于 上， | 及 1 ， ,CN4) 可 据 31. 2 的 闵可夫 其 
基 不 等 式 〈12》 推 得 。 而 对 于 外， 外-，(CN4) 晤 可 由 下 式 推出 ， 
x+y| “= max + mex J | + bdl ) 


<max | 此 中 + max Pn = x ,t+ | y om 
| 


sa A022% 


9.10.〈 略 ) 

11. 1 zl = lax+t(l-a)yj<aljlxi+(1-a) lylRa+(l-a)= 1 

12。 集合 {x lp(x) 委 1 不 是 凸 的 ; 例如 x = (1,0), y= (0,1),z= (x+y)/2= (1/2,1/2) 
给 出 PP(x)=w(y)=T 但 wm(z)=2。 

13。 它 不 满足 (925)。 

14 。 4 不 满足 (92)。 

15。 设 M 是 有 界 的 ， 不 妨 设 5(M) = sup 中 x 一 y| =b 二 oo。 考虑 任 一 x*EM， 取 一 固定 
上 xuoEM 并 置 c=2+ 首 xu 儿 ， 则 有 

ix) =|x-xo+t+xoll<lx-xoll + lxoll<6e+ Hxoll =e 


反 过 来 ， 设 对 每 个 xEM 有 |」x 声 c<， 则 对 所 有 的 x, yEM 有 


上 x 一 yy| 委 xx 站 + 站 > 用 委 2c 且 6CM) 委 2c。 


32.3 


1.《〈 上 略 ) 


2。 设 X= (5)ECo 和 X,。= (&1°) )EC ,使 得 有 XxX, 一 Xx， 则 对 于 任意 的 >0， 存 在 信使 
得 对 一 切 j，n 祖 有 x 一 x。j| 二 e/2，|5, | < 过 2/2， 从 而 有 


EE A 
<sup |é6s—6a | + jer)| 


= |x-x.|| + |é;™ |<e 
因此 ， 5 一 人 0。 于 是 x€co。 
3， 例 如 ， Xx = (£6,) = (1/n)E8 了 ,但 x 生 Y。 
4. 设 E0， 则 对 于 中 x 一 xx <0=e/2 及 | y—yo | 之 0 所 《CN4)》 有 有 
| (xX+y)— (Xo + yo) ll< [xxoll+ ly-—yo 上 <-e 
类 似 地 据 CN3) ， 对 充分 小 的 正 数 | a - ao| 及 1x -x。j 有 


ax 一 ax 下 = 站 (aa=-ao)(Y=-xo)+(a-ao)xo+ao(X 一 Xo) | 


<|la-aodlx—xol+la-aod Hxoll+ laol lx -x ll<e 


5. 从 习题 4 可 直接 推出 。 
6. 设 x,yEz， 气 1.4-6(c) 存 在 了 中 的 序列 (x。)，(y,) 使 得 x。 一 xy 一 > 。 由 于 了 上 
是 矢量 空间 ， 故 cx.+ 局 ysE 了， 再 据 习题 5 知 acx.+ py 一 >ax+Ay 因此 ax+Ayc。 


7 .1 yo 有 | = . 己 1/m 收 敛 ， 但 是 


$ y =s= (151/41/9; 1/n2 0,0.) 一 >sG 舞 了。 
j 


8， 设 (s,) 是 和 中 任 一 柯 西 序列 ， 则 对 于 每 个 REAN 都 个 在 mn, 转 答 Ws .一 Ss-.W 二 27， 
403。 


(m,n 之 m0) 且 对 一 切 和 可 选取 r+1 放 ts， 则 (s。 ) 是 (s,) 的 一 个 子 例 ， 并 且 是 x 的 部 分 和 序 
列 ， 其 中 x 1 = Sasis X= Sn - Si -1 因此 有 


站 xii 和 llxrll+jx: +Y2=|xil+ 人 xs 站 +i 
于 是 三 x 绝 对 收敛 。 据 假设 2x 政 敛 ， 不 妨 设 s。 一 >sE 无 。 由 于 (s,) 是 柯 西 序列 。 故 se> 
$9 因为 
z 上 ss 一 过 中 ss ~ s,, [| 
又 由 于 (s,) 是 任意 的 ， 故 证 明了 和 是 完备 的 。 
9， 由 于 对 mm 过 nn 有 
| s,.—s» || = | epi + +X。j| 过 ee 上 +。+ 有 xs 
< : 
故 部 分 和 序列 (s。) 是 柯 西 序列 。 


10. 基 元 素 的 具有 有 理 系 数 的 一 切线 性 组 合 所 成 之 集 是 可 数 的 ， 且 在 空间 中 稠密 〈 对 于 
复 系数 ，“ 有 理 的 "意味 着 实 部 与 苹 部 它 为 有 理 数 。) 
11. 《了 略 ) 
12. 我 们 有 
pl(0)=p(0x%) = 0p(xX)=0 
还 有 


p(y)=p(y—x+xX)<p(y—x)+ p(X) 
p(y) — px)SEp(y—%)= [一 1 p(x—y) 
交换 xx 与 y 的 位 置 并 乘 以 -1， 则 得 
p(y) 一 访 (X) 之 一 户 (7 一 六 ) 
13. 基 p(x) = p(y) =0， 则 据 (N4)，(N3) 和 (CN1) 有 p(ax+pBy)= 
由 于 对 任 一 v€ 科 和 xE 人 有 plV)》=0， 提 (N OD 又 A pt pet) +0 
p(x)， 所 以 2 jl。 是 唯一 的 。 因为 p(0) =0 和 L ?|= 0 到 含 着 p(x) =0， 故 (N2) 成 立 ， 
因此 xEN， 而 六 是 4 /六 的 零 元 。 
14，|1 21。=0 当 且 仅 当 存在 2 中 的 序列 (x,) 满 足 站 x,l| 一 >0， 而 它 成 立 的 充 要 条 件 是 
0c2 ,因为 了 是 闭 的 , 故 4 是 闭 的 。 因 此 首 人 站 =0 当 且 仅 当 人 = 了 上 。 三 角 不 等 式 可 由 下 式 得 到 ， 
sergio el ”+> SR + yl 加 
ES Ses : 
= inf lx rig yi 121 d+ en 


类 似 地 有 | az jo= | as | 。 - z 
15. | xi =0 和 之 | 下 xi | 1 一 | x > | ,CX = (0， 0)=0。 设 X = (X1,X2)s. Y= yy19 
ys)。 则 | l 四 四 
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x+y) =max(lxi+ ylli, x, + yy, 1),) 
<max(lxillit ly ly, x,1s+ ly,1|.,) 
<max(jxilli, |xs: +amx(lylla I»y;1;,) 
= 站 % 站 + 站 > 站 。 


§ 2.4 

1. 《了 略 ) 

2. 1/ 2，1/w3。 

3. 《了 眙 ) 

4. 对 于 以 原点 为 中 心 的 开 球 ， 由 不 等 式 (8 ) 可 得 B80; r)CBo,(0; r/a) 及 B,(0;7) 
CB(0， pr)， 这 里 的 下 标 0 对 应 着 外。|| ,由 于 范 数 诱导 的 度量 满足 平移 不 变性 ， 所 以 以 
任 一 点 为 中 心 的 球 都 有 类 似 的 性 质 ， 从 而 则 81.3 习 题 4 可 得 到 所 希望 的 结论 。 

5. 《了 眙 ) 


6. 因为 上 Ed "<max 后 中 ， 故 有 站 x 首 入 用 xs mx 由。 


7. 设 el = (1，0，… 0)，es = (0, 1,0…,0) 等 等 ， 据 柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 (11) (81.2) 
让 
xZ és| les bx 上 。， 其 中 6*= 三 Ves?。 
8， 扬 $ 1.2 中 的 柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 (11) ， 再 令 1j = 1， 并 从 1 到 求 和 便 得 
x) = (316 Dnz [| =n x |,? 
另 一 不 等 式 是 平凡 的 。 


9. 〈 略 ) 
10. 应 用 2.4-5， 有 
1 A411.= 2 loysl ,HA 1 > = (ZZ loyal 2)1 /2 
j 和 


| 4 上 | -= max [ai © 
ja 


》2.5 


1.《〈 略 ) 
9， 多 念 有 一 无 穷 序 列 (X,),X ,二 Xe。 (mn) 由 于 d (Xx，,， XX»)=1， 故 它 不 能 有 收敛 的 子 


4 各 条 件 不 成 则 有 名 ==。 存在 使 得 对 每 个 ， 有 x =x(7,,)EM 满 足 |5,, (x 站 二 
pro 因此 对 于 7,, = 7 存在 x = x,EM 使 得 | 64 (Xn)| 二 n。 序 列 (%， ) 不 能 有 收敛 的 子 列 ， 因为 
由 %。 一 了 x 将 导致 66, (Xs ) 一 >5s0(X)， 而 | (x。) | 之 my。 因 此 MM 不 是 烘 的 。 

5.《 临 》 

6， 污 是 它 的 任意 一 点 的 条 邻 域 。 
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7. 设 {0，p0，…，p 是 了 的 一 基 。 又 设 加 = 了 avwpoE7 且 | o 一 a。 则 诸 
au 组 成 一 有 界 集 〈 见 5j 理 2.4-1) 县 (有 一 于 序列 (yw ) 对 每 全 = | ，，*， n 满 足 a4, 一 人 
Qis 我 们 还 有 

= FabeEF, 由 一 了 | < vy 上 + 三 Jas,, -a | 5, 

它 蕴 含 着 og = a。 重复 引 理 的 证 明 ， 并 用 等 式 上 v5 上 =a 代 替 (1)， 则 得 出 z= 
vv- ~!(wv 一) 对 每 个 yEY 都 满足 上 z -> 之 1。 

8. [h(x) = 首 x 首 ，xE 大 所 定义 的 4 是 连续 的 (8$2.2) 由 2.5-3 知 单位 球 MC (X， 
上 .| 。》 慷 大 的 ， 因 此 h 在 MM 上 取得 最 小 值 ( 所 2.5-7)， 不 妨 设 对 一 切 yE€M 有 


a=h(yo) = minh(2) <h(y) 


显然 <>0， 否 则 将 有 yu = 0 这 将 导致 yeM。 对 于 任意 的 x 夺 0, 有 y= lx 让 ~:xEM， 且 
a<h(y) = xx 和 宅 elxhas<lihxl 

9. 由 于 XX 是 紧 的 ， 故 村 中 任 一 序列 《x。,)) 有 一 个 在 关中 收敛 的 子 序列 《x。)， 不 妨 设 
xX, 一 >》xE 针 ， 而 据 1.4-6(a) 知 x*E 肝 ， 又 由 于 M 是 闭 的 ， 故 xEM。 因 此 MM 是 紧 的。 

10。 设 M 是 天 的 任意 闭 子 集 ， 则 据 习 题 9 知 矿 是 紧 的 ， 并 且 据 2.5-6 知 了 (M) 是 紧 的 。 
于 是 据 2.5-2 知 了 (M) 是 闭 的 。 因 此 了 全- :是 连续 的 〈 见 3 1.3 习 题 14) 并 且 是 一 个 同 胚 。 

82.6 

1. 《 咯 》 

2， 到 £1 轴 上 的 投影 ， 到 5, 轴 上 的 投影 。 关于 直线 #1 =&， 的 反射 。: 车 ?>1， 则 是 均匀 及 
胀 ; 若 > = 1, 则 是 单位 算 子 ， 若 0 二? 过 1， 则 是 均匀 收缩 ， 车 = 0 则 是 零 算 子 ; 着 -1<?<0， 
则 是 均匀 收缩 与 关于 原点 的 反射 的 结合 ， 等 等 。 
”” 3， 定义 域 是 R:。 值 域 是 61 - 轴 ，5,- 轴 ，R,。 零 空间 是 6,- 轴 ，&1- 轴 ,原点 。 

4. 若 ?= 0。， 则 是 R*， 若 ?六 0， 则 大 {0}。 零 和 打量 和 一 切 与 该 园 害 和 量 平行 的 天 量 。 零 
和 4a 正 交 的 矢量 。Y(f) = 并 =const。 

,， 设 Txis Tx2ET(V), 则 x1,%*2EV， axi+ Px:EV, 因此 TT(axi+ pxs) = 
oT +ATx,.€E1(V), 

没 X1,X, 落 在 逆 象 之 中 ， 册 T 1, T xiEW, aT x1+BTx,.EW, alTxi + BTx,= 人 
(axi t+ bx,), 故 a%1 + xs 是 该 逆 象 肘 元 。 

6. (路 i 

7. 万 ， 几 何 上 也 是 显而易见 的 。 

8. y= Ax。 这 里 的 x 及 y 是 有 两 个 分 量 的 列 矢量 且 《等 于 


[fi10 | 
oo 01|,1j10j ,10 和 4] 


9 ( 格 ) 和 和 
10.N(T)=1{0} 
11. 6 是 非 奇 异 的 (detb 站 0)。 


*。 406。 


和 所 二 


: 12. 全 ， 根据 2.6-10(a)。 
135。 否则 ， 若 对 某 一 oj 六 0 有 wii7T x+。+asTxs=0， 则 由 于 了 -存在 且 为 线性 的 ， 
故 


T-i(aiT Xi+ee+a7 X) =QIXlI 二 ax =10 


这 说 了 明 {X1，Xs，**，X,} 是 线性 相关 的 ， 从 而 导出 也 盾 。 

14. 设 多 (TT) = 了 了 ，{y1，y2， ya} 是 了 的 一 个 基 ， 并 设 xj 满足 yi = 7 xi 则 由 于 
> ojxj=0 导 致 了 7 (Sayxj) = Sayy;=0 及 al = Qs=*…=Q,=0， 故 说 明 {x1,X;,*…xXx 小 是 
久 的 基 。 若 x= Bx; 且 Tx=0， 则 Tx= BpTx,= Bpiy1=0, Bi= p=*"…=p,.=0, 
x =0 .而 由 2.6-10(c) 知 了 :存在 ， 逆 命题 可 由 2.6-10(c) 得 到 。 

15. 由 于 对 每 个 yE 和 有 y = 了 xY， 其 中 


x(t) = | ydr 


充 . 罗 (之 ) = AX。 由 于 对 每 个 常数 函数 有 x = 0， 所 以 人- ! 不 存在 。 这 说 有 明 在 习题 14 中 有 限 维 
性 是 不 可 少 的 。 z z 
§ 2.7 


1. 我 们 有 : 
TT ,l=suplT Tx Ssupl Tl lioxl 
= 中 sup | T axl = 117， 站 直人。 


2 . 没 刀 CX 有 界 ， 不 妨 设 上 x ]| 过 8 对 一 切 xEB 成 立 。 寿 T 有 界 ，。 贝 刚 | Tx 1< 上 到 
| x < le。 于 是 人 (B) 是 有 界 的 。 反之 ， 人 假设 了 将 有 界 集 了 映 成 有 界 集 , 则 单位 球 寻 = 
{x| [||x||=1} 的 象 7 (M) 是 有 界 的 ， 不 妨 设 对 一 切 xE 必 有 1 工 x 过 ce， 并 且 证 明了 了 工 是 
有 界 的 ， 见 (4 ) 。 

5， 据 假设 上 四 x | = ?<1， 而 气 (8 Tx <HT 7<HTN 

4. 设 了 在 x。 处 连续 ,考虑 任 一 XEB()。 设 x。 一 x%， 其 中 x,E 多 (T)， 则 x。 一 X 二 %o 一 人 > 

。 由 于 了 是 线性 的 ， 且 日 在 x。 处 连续 ， 故 所 定理 1.4- -8 可 得 


了 x. -Tx+fxo,= (xe Xt%o ) 一 全 x。 
从 而 TxX.- 一 了 Xx， 由 1.4- -8 知 7 了 在 * 处 连续 。 


5. | =1。 
6. 令 y， = (1 )) 2 Toe )， Gy eT/ mt 则 Xs€E1®， Ej ) 一 一 > 
5 = 7， 并 且 有 


m1) -wjco+ VTIIDm= VT / 
VE 多 (T)，y= (EB(T), 和 祖 y 咎 多 (T)， 因 为 有 x = (了) 竺 人 *。 
7 设 Tx=0， 则 0= 1Tx1zbllxl，1x1 =0，x=0， 故 据 2.6-10(o) 知 7 存在 ， 
月 因 . 多 (人 ) = 子 有 人 -1 了 一 > 五 。 设 y=T 了 x， 则 人 -1y=YX 且 从 下 式 


17-5y 由 = zl Tx = yl 


推出 Tm! 是 有 界 的 。 
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8 令 Y= 7) =n/Cn+ Nv 7 
Tliys= X= (81 ) = (D1) = (nv fF / (n+ 7)) 

则 上 yi， x = /2 n> 时 ,|| x | /| yl > co 

9. [50,12 上 的 满足 y(0) = 0 的 一 切 连 续 可 微 函数 y 构 成 的 子 空 间 。7 -17y=.y15 了 -1 是 线 
性 的 ， 但 是 无 界 的 ， 因 为 |( 太 )71 =2| 太 -中 薄 含 着 || 了 ~! 中 之 n， 也 可 参看 2,7-5。 

10. 合 ;， 1;31;1/2;1。 

11。 是 ; 是。 

12. 为 证 明 第 二 个 结论 ， 只 需 注意 到 ， 由 下 式 


Ax]) ,= max| 之 ， Qs 


Smax 3 lanlmax ls = | 4) Hx 


可 得 到 | 
supfl| Ax ls,/H x tel 4 
还 有 上 Axoj 2/ xoli1 = 中 4 对 x 6o= (5, 和 ) 成 立 ， 其 中 
| 1a /Qs oie0 
EL0) 一 
0 


» Qs=0 


这 里 * 是 ;的 一 切 值 中 使 了 lai 达到 最 大 者 。 事实 Ialla = 并 且 
| Axo ls/ No = 4 | 


= lesl = Al 
he1 


,第 一 个 论断 从 2， 7- 7 中 最 后 一 个 公式 可 以 推出 。 为 证 明 第 二 个 论断 ， 只 要 考虑 单位 
和 时 就行 了 4 
14. 我 们 有 


| Ax||;= > | Zantl<s z > enal 局 


<max 了 oj 卫 上 = 站 4 lz 


15. 设 1. 站, 是 自然 范 数 。 所 习题 14 知 
4 | sup. Ax Al 


情况 | 4 1 是 = 0 是 显而易见 的 。 若 上 4 | >0， 则 存在 k= s 使 得 
上 44 =maxZ lass| = 三 lesl 


我 们 选 定 x = (5,))。 其 中 
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则 上 x 上 ;=1， 并 且 4x 有 = 号 1ay,| = 十 41， 办 此 证 明了 1 4。= 41。 


§2.8 


1.2.〔 略 》 
3. 2。 
4， 由 于 


fi(xt+y)=maxtx(t)+ y(t)J<maxx(t) + maxy(t) 
所 以 不 是 线性 的 。 而 由 于 
fi1(x)| = |Imax x(1) |<max |x(t)| = x 有 


所 以 是 有 界 的 。 对 于 f ;类 似 的 证 明 。 
5。 是 的 ， | 量 需 | =1。 


6。 从 下 式 
x+yl| =max|xC(t)+ y(t)! +max [x’(1) + y(t)] 
<max |x(t)| + max| y(t)| + max |x’ (1)| + max| y’ (+)| 
= 上 xll+iyl 
便 推 出 三 角 不 等 式 。f 是 线性 的 。 由 于 
|f (x)| = lx (oF Smax| z(t)| +maxlx (t)| = x 


所 以 /在 c' [ep 上 是 有 界 的 .在 该 子 空 间 上 不 是 有 界 的 ,因为 对 每 个 npE 人 都 存在 Ka, 0] 上 的 
一 个 x,。 使 得 xy (c) =1 且 max |x,(i1)| 二 1/n， 于 是 便 有 


fo) ~ fxe) lx ol 
oo xl < x max ect 


7. 9 = 了 是 有 界 的 ， 但 不 是 线性 的 ， 因 为 g(ax) = 了 (ax)= Gag(x)。 
8. VM") = (1) 目 每 个 .所 (万 ) 都 是 一 个 失 量 空间 。 


9. 设 wa= jx)/A(xo 及 y=x -axo， 则 有 x =y+axs 有 f(y) =f (x) -af (xo) =0, 
故 yE€EA (Ff )。 唯一 性 ， 今 y+axo= + Xo, 则 y= (6 ~ a)xo. 因此 #=as 否则 便 
有 
Xo= 0a)-i(y- 3)EN (f) 
从 而 出 现 矛盾 。 故 也 有 y= 。 
10. 我 们 有 / 
Xs XE LEXIN (IEDY1 -xs€EN (f) 
四 EDf (x) fx) = (x1 -2)=0 
由 于 f 六 0， 故 有 闫 /人 Y(f) 硅 {0}。 册 此 可 知 
fodim- (f)= dim(X/A (f))~>0 
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在 Ci， LEX/ ( 广 ) 且 ojxoEZr，7=1,2， 则 
ay (aliX) 一 coli(ayXo)=0，ay 1 一 0 =0 
其 中 a ,六 0 或 a, 奈 0， 于 是 {1Z 1，QZ，} 是 线性 相关 的 ， 并 且 dim(A /. 广 (六 ) 和 1。 
11， 招 习题 9 有 xx = y+[Cf1(x)/f1(x0)jxo 。 由 于 yEAN(f1)= A(f;), 故 1 ;(y)=0， 
这 说 朋 成 比例 ; 
f3(x)=f1(xX)f (x0)/f1(xo0) 


12. 若 对 于 x 有 f(x) = 6 六 0， 则 对 于 x。= 68-1x 有 jxo)=1， 而 由 习题 9 知 ,任何 x€fii 
都 有 表示 X= xo+y， 此 处 y€EA(f)。 | 
13， 对 于 yo。€ 了 的 假设 f (yo) = 7 六 0 给 出 这 样 一 个 矛盾 任 一 


六 CO 
a= fy) = f(y )efY) 
14. 设 xEH1， 则 1= Ms IFILHx il， 因 此 便 有 |x 1 之， 且 & 之 1 1f1。 
对 于 任 一 之 0 都 存在 一 个 xE 已 :满足 


f(x) . 1 
Tx ee 
于 是 上 x 过 Vf -ey)。 因 此 4 志 1/ fl， 从 而 得 到 & =1/ 上 ff 14|。 
15. 若 上 x 1 下 委 1， 则 xz) 委 TAGx) 委 下 ALELxs1 LTL， 但 是 下 六 = sup| f (*)| 
又 表明 ， 对 任 一 e 之 0 都 存在 一 个 x， 且 上 x 中 夸 1 并 满足 1 (x) 十 ff 一。。 


§ 2.9 
1. {axo laER, Xi=(2,4,， —7)} 
1 00、 
9, £1+62+6s=0; | 0 1 9 | o *.- 
-1-10) |: | | 
。 f1= (1,0,0), f,= (0,1,0), fs=( 0,1)。 
1/2，0 ,1/2。 
nn 或 n 一 1。 


例如 el = (1,0,1), ee» = (0,1, 1)。 


mc -人 CN 


, (Qs —Q1, 0), (Qas, 0, ~— 01)。 i 
8 . 存在 了 的 基 {elyez，…y ex-l } 使 得 {elyex ev } 是 和 的 基 。 令 { 太太 ) 
是 {ei; es es} 的 对 偶 基 ， 则 j,(x) = 0 当 且 仅 当 xE2。 
9 (了 略 ) 和 
10. 设 1elyez，…， e 小 是 关 的 基 且 使 得 {el，*…， es } 是 Z 的 基 ， 并 且 ev+3 = x 0; 则 f = fri 
此 处 { f1,…;f，} 是 对 侦 基 ， 事实 上 ， f(x0)=1, f (ei)=0, 1=1,2,"",4 0。 
11 否则 ， 对 一 切 /EX* 有 f(x) -f(y) = 了 (x 一 y)=0， 并 且 据 .2,9-2 有 zy 一 从 
而 导出 矛盾 。 


* Al0 。 


Wire 人 
YE 


12. 设 {elyvesyeeyen } 是 有 东 的 基 ， 且 使 得 G1;Y2.""* Os } 是 对 偶 基 ， 这 里 gs= f,， 
R=1,2,",g (g 夺 p),， 且 {f1)f,,…,f,} 是 1 f1,f 1»,)} 的 一 个 最 大 线性 无 关子 集 ， 
若 有 必要 可 适当 地 重新 编 序 。 则 fj(x) =0，j=1,2,*…,p， 此 处 x =e.。# 个 未 知 数 和 p( <n) 
个 线性 方程 构成 的 齐 次 方程 组 有 非 六 及 解 。 

13. 设 {e1,…,e,} 是 半 的 基 且 使 得 {ei1,…,es} 是 ; 的 基 ，p<<n。 叉 令 生 1,……, 了,) 
和 眉 对 偶 基 。 设 


$ 
f= ZE fle 


则 (es) = f (e,)s R=1,**,p, 因此 jjz=j o 
14. ff (x)= 461 -365+ Qsso 
15.f (x) =61/2+ hké, 一 5s/2。 是 的 。 


$2.10 


1. 零 算 子 0: 及 -一 >{ 0 上 ELY 。 算 子 7 。 
2. 区 (是 矢量 空间 ， 因 为 它 是 两 个 矢量 至 闻 之 交 。 由 于 
h(xkx +Ay) = af (Kx+Ay) + Bg(Kx +AYy) 
=xK(af (x)+pPa(x))+A(af (y)+ pal(y)) 
= Kh(x) + AACY) 


卜 h 是 线性 的 。 由 于 
spl IA(x)| = sup laf (x) + Bg(x)| 


: FR? 
< |al sup 2 + 1a| 5 lg(x)) 
四 < 人 人 站 过 


= |al f+ 1B lgll<m 


故 h 是 有 界 的 。 / / 
3. ZB(aT1+BT,)=9B(T1) 介 9 (T,)， 两 个 值 域 必定 落 在 同一 空间 中 。 
4， 若 M 是 给 定 的 球 ， 则 它 位 于 B = {x| 上 x 中 志 r} 中 ， 并 由 7 .一 > 了 可知 , 对 每 个 2 二 0 
部 存在 一 个 W， 使 得 外 了 .,- 了 人 外 <e/r (mn 室 N)。 因 此 ， 对 于 一 切 n 入 及 xEB 都 有 


| 了 xx 和 上- 了 上 Hz <e 
5.《 咯 》 
8 . 全 了 = 之 | 广 ;其 中 ff (ey)， tel， Ca ,是 区 的 一 个 基 , 因 为 & = (6) = 三 561 和 
Lox) = ACE5er)| = bp 
<(E fs max és = CE fx 


于 是 上 f 咱 过 |f/ 届 ， 而且 等 号 一 定 成 立 ， 因 为 对 于 x = x*6o 太 
si:=1 ， 当 f ,之 0 时 / 
5 = 一 1， 当 fj;<<0 时 
* 411 。 


有 xo ll =1, fs1= 1fi| ,并 有 


f(xo)| = |Ef sd = 2 1 = (5 [fs ) lxo ll 
因此 


fH 二 = 三 | 有 |。 


7 在 用 上 x 中 := | 赋予 范 数 的 关上， 线性 泛 函 f 若 表示 为 1(*) = asé1， 则 有 范 
数 
NA = max le 


8， 利 用 e.= (0j)， 对 于 某 一 /EC oo， 有 
f(x) = Ebay ys = f(e,) / 


现今 x ,= (5, ) 如 下 : 
1) | |y ,| 7 7 ， R< 且 ?ae0 


0 kn 或 p=0 
则 有 中 x。 站 委 ]1， 并 且 


f(x)=E 6 p= El lx 2 7 
因此 对 每 个 %， 有 : 
EAP 


令 n 一 -> oo 便 可 看 出 (7,)Ei11 及 

(A) .| | 习 ys 上 fA 
及 之 ， 对 任 一 b= (bp,)El!，, 阁 令 

g(x)=3 SO zxEC， 


则 可 得 C ,上 的 相应 的 有 界线 性 泛 函 g。 事 实 上 ， ,的 线性 性 是 显而易见 见 的 。 又 由 于 
lgcx)| 3 EB <sup IE 1BT = 1x Hv 


故 g9 是 有 界 的 。j 的 范 数 征 
f=E 1 


这 可 从 (4) 及 jf (x)| < 马上 7 过目 x 中 IY 得 到 。 


。 41l2* 


9，《〈 了 上 略 ) 
10. 设 3 = (e。) 是 区 的 哈 梅 尔 基 ， 且 设 M = (eJ)CC 了 是 可 数 无 限 集 。 不 失 一 般 性 可 设 
| e.| =1。 取 一 固定 的 yEY 且 y 六 0， 用 下 面 关 系 式 定 义 T， 
Te,=nys Te。=0, 若 e。EB-M 
Tx=é11e,, + t+énl es s 


其 中 x =Eie。 tet+Enees 则 Te = = (nj yy 是 ) 上 上 e. 中 这 便 证 明了 个 是 无 界 
的 。 

11. 在 习题 10 中 取 了 = R 或 4。 再 利用 其 结果 。 

12. 据 2.10-4。R 的 完备 性 据 2.10-5 可 以 得 到 。 六 的 完备 性 可 据 2.10-6 推 出 。 而 广 (1<< 
9 所 +co) 的 完备 性 由 2.10-7 可 在 推出 。 

13. 若 fE€ M*， 则 在 MH* 中 存在 序列 (f ,) 使 得 f .一 >f。 对 任 一 xEM, 我 们 有 f.(x) = 0， 
并 且 f (x) =0， 故 /1 EM'， 因 此 M' 是 闭 的 。{0}， 六 /人 | 

14. 设 {e1,.…,es} 是 诗 的 一 个 基 ， {ei ,Ca ,Co} 是 注 的 一 个 基 ， {f 1 f .} 是 其 对 
借 基 。 又 令 了 上 /= span{f oj，xXEHM， 则 x =é1el+eéaenH 


f 1(%) = 上 (3 bes )= 3 和 (en =0， 了 = 到 二 18 


这 就 证 明了 f/EM'(j =m+1 iD) 且 和 4CM"。 
现在 证 明 M*CY"。 为 此 设 f EM，， 那么 有 jjEA f= aifi +…+asf .， 且 有 


0 = f (e,) = 之 ar 让 (es) 三 us k=1,2,°°,m 


因此 fEY '， 从 而 证 明了 MCY 

含 % 个 未 知 数 和 m 个 独立 的 齐 次 线性 方程 的 方程 组 ， 其 所 有 解 x = (61,…… ,5,) 构成 的 集合 
为 一 个 n-m 维 的 矢量 空间 。 

15. 1,1,1) 


: $3.1 
1. 我 们 得 到 


xt+y)? +x—-yl?= Cxt+y, Xt+ty> + <《%X-y, %-y> 
《XX> + Xsy> + YX> + yy 

+ CX,X%> — x,y> - LyX> + 《yy 
=2 《x%,%> +2《y，y> 


=21x1:+21 yl 


2. Exsl?=5 zx/ll? 
3。 据 假设 
0= <x+y, w+y> Cz? 一 yi 
= Cx,y> + 《yy,X> = 《X,Yy> + <x,y> 
=-2Re 《xX,»> 。 


*° 413° 


TE 7——— a 


Pe 


4， 阁 半 行 四 边 形 的 边 相 等 ， 则 对 角 线 互相 垂直 。Re 《x +y，Y-yY> =0。 


9. 
6 . 


(了 栈 ) 
(o) 否 则 ， 俩 有 


y=ax, 0= Cx,y> =allx|:, a=0, y= 0; 从 而 导出 矛盾 。 
(60) 设 ZQix;=0，。， 则 


且 对 一 切 A 有 ax = 0。 


0= 《0，xXk> = CEaxs XxX.> = ou x 2 


i. 《Xu—v> =0; 取 YX=4 -vv 
8.、 直接 计算 便 得 。 


:a 


10. 
11. 
12., 
13. 
14. 


直接 计算 便 得 。 

Zi1 二 0 或 z。 = 0。 

全; 参 见 3.1-7。 

(a) 1。 (b) v B/G 

( 咯 》 

t=(b~a)tt+a。 注意 y(t) = #(r) 参 见 3。 ,1- 8。 


15. 人 Yjy4= 《ejsei> = 《eres> = Yaie 


1. 对 于 矢量 x 所 0 和 y 所 0， 其 点 积 是 


en 和 CN 让 > 
. 本 


§3.2 


x.y= xy cos9， 因 此 |x:y 过 | 上 yl 


( 咯 )》 / | 1 
参见 3 .2-4(65)。 是 。 否 。 ， 


. 参看 引 理 3.2-2。 
。 我们 有 


《Xs—X, Xu—%> 
| x ， i Css X> 一 《XXX Xa> 十 xi 
一 >21 xx 中 -2<xX> =0 


由 xs 一 多 


6. 记 x.= zxX=2z。 若 z=0， 则 据 第 一 个 条 件 有 z .一 >058 : 右 2 计 0， 则 所 第 二 个 条 件 有 


了 。 


CZny 2 = 2.53—> C2, 2» = 2 区。 rr 


《xiays X+ay> = jxll:+ta CX, y> ta Cy,x> + {lal?Hyl? 


我 们 看 到 正 交 性 蕴含 着 给 定 的 条 件 。 反之 ， 给 定 的 条 件 区 售 着 


落空 间 是 
8 . 


G@ CX,y> ta 《yx> =0 


: 实 的 ， 则 了 到 = 1 若 空 间 是 复 的 ， 取 a = ly Q=1s 使 可 看 出 Cyryy> =0。 
甘 条 件 成 立 且 y 丰 0， 则 取 a = 《x,9y> Wy 上 便 得 到 


a 由 1 4 。 


<x+ay, +ay> -|x|? 
=G Cx, y> ta Cy,x> + lal :yl? 
= -| <x,y>21:| yl-?= 
是 YX yy 。 反 过 来 是 显然 的 。 
9 . 利用 定理 1. 4-8 和 z z 
EI PE 
10. 我 们 有 《Tx,x>》> =0，《Ty,y》.,=0， 因 此 有 


0= CT (x+y), xX+y> = 《Tx,y> + CT y,x> 
用 iy 代 堆 y 并 乘 以 i， 便 得 z 
0=iC CTxsiy> + CiTy,x> = CTx,y> - CT y,x) 
与 上 式 相 加 便 得 《7 x,y> =0， 取 y= 了 x， 又 得 上 六 x 上 ?=0， 从 而 对 一 切 x 有 7 x= 0。 
在 实 的 情形 ， 若 旋转 角 是 90°*， 则 《< 了 Tx,x》=0。 
$8.3 
1， 气 假设 和 § 3.1 中 平和 四边形 等 式 ( 4)， 我 们 可 得 到 
x mm? =2) x 0: +2 x tx 
alxell: t+2) eH: ad 


故 (XxX.) 是 柯 西 序列 。 

9，M 是 闭 的 ， 因 为 对 于 w= (wy)€ 衣 ， 在 从 中 有 序列 (y。) 满 足 ys = 4; ) 一 ->w, 且 由 
Tn;'") =1 可 得 到 三 %); = 1， 于 是 wEM。 因 此 据 1.4-7 知 M 是 完备 的 。 

M 是 凸 的 。 事 实 上 ， 若 yEM，z= (5671) EM aE[0， #1]， 则 由 

YC5a7y+(1-a)6D=aZ1 +(Le)ZYe=I 

知 ay+ (1 一 Qa)zEM。 此 外 ，。y = (17 171) 在 对 趾 有 最 小 落 数 。 

3.(〈( 路 ) | | 

4.〈a)M 是 凸 的 ， 且 据 1.4-7 知 愉 是 完备 的 。 

(5b) 在 $3.1 习 题 5 中 令 2=%*， X= Yes y= ys 便 得 


ya y=2) x y+ -4 一 于 (yo + 2 3 
< 坟 2(0。 + O07) ~ 407 


5. (a) {zlz=a(és, -61), aER}, (26) {0}. 
6, {xEl? | 1 =0, n€EN}; 

{x€El? IEj;=0, 7 =1,2,",n} 
IJ (a) xEADx LA:OxXEASOACA 

(b) xE Br:Ox LBEADxXEA SBCA- 


* 415。 


(ec) 据 (a) A411= (44) 革 与 41 而 据 (0 有 4C ALL 人 44D(4LL)t 
8_ ML 是 一 个 天 量 空间 ,参见 课文 。M:+ 是 闭 的 ,因为 对 一 切 vEM 及 xEML 有 x,EM+ 满 足 
xy, ->X(〔( 几 1.4-6) 和 且 据 3.2-2 有 《Xs Vv> 一 > 《xX,v>》。 
9， 没 YY = 了 了 ++= (YY )*， 则 据 习 题 8 知 了 是 闭 的 。 其 逆 在 引 理 3.3-6 中 曾 陈 述 过 。 
10， 由 (8*) 知 MCM++， 而 所 习题 8 知 M+* 是 闭 了 空间。 考察 任 一 子 空间 了 CM， 则 由 
习题 7(6) 知 有 了 +CM+ 及 Y + 一 M**"， 再 据 (8 ) 有 Y = 下。 : 


$3.4 
1， 这 是 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 的 一 个 直接 结果 。 
2 ， 2 基于 关 量 *ER 在" 二 相 下 全 全 1 人 
对 任 一 X 和 yy 六 0， 秆 e = | 了 | ”~13y。 由 则 从 (12 ) (n= 1 时 ) 得 到 
| 《x,e2 1? 志 Jx 
而 再 用 ly 上 去 和 梯 便 得 | 《x， y» < 有 | yy 2。 ? 
4. 例如 ， 今 es = (Os 41- 1) 人 以 x = (5) 晶 5 去 0， 则 有 
了 | Cx,0s> 1 = 并 后: < [El ?= x 


5.yEYV,,， x=y+(x--y) 且 x 一 yen 因为 有 . 
(XxX—y, En> = 《xX 一 Zaseb Cm> =, 《X60> “QAm=0 
6，、 令 y= CX,E1> ， 则 有 


lx—yl:= <x- Epess x- 人 Thie> 
lx- EPBy- BPP1+ Zp" 
zlaz-zpoils+zlp- -Pi 


且 对 给 定 的 x 和 e/， 当 且 仅 当 pi = 71 时 它 有 最 小 值 。 
7. 从 31.2 的 柯 西 - - 许 瓦 效 不 等 式 《12) 可 得 . 


S| Cxes> yes> 1< 委 [了 《xyen> | /区 马 | Cee 1c le 让 x 外。 
8，(12〉 中 相应 项 的 和 大 于 /n/m ， 因此 气 《12) 有 


<> 1 Cx50s> 1 :Sls | ’ 


用 mm- 去 于 全 得志 要 下， 
1/v 2, (3/2)!: ®t (5/8)12(3f2 一 1)。 
10，(5/2)112812，(3/2)172f，8- 人 (3 一 81 ) 5 


§3.5 


1、 利 用 正 交 性 和 3.5-2 中 的 记 法 ， 我 们 有 


sad?= oert. “tavenll = (asl 7 +e lod * = 0. 


~ 410* 


而 据 3， 2-2， 当 s。 一 >X% 时 便 有 | Sn | 2 = ss, 5.> 一 > 《X,X>。 


2 今 t=2xT/p, Wr= pt/2n, 这 时 <(1 = (PH/2z) 定 义 了 一 个 周期 为 2r 的 函数 ， 于 
志 由 (1) 和 (2) 得 


F(T)=a0 十 之 (ascos 2 ribisin 28 7) 
一 1 


其 中 
co = | ‘z(t p! dt = sndr 
Qs = [a (- 刀 jeos ktdt = | sn) COS rq 


-1 ee pi y es 2 * 上 2 
bs, | 2 (PE )sin kidt = 2] zr) Sin dr 
3. 这 个 和 可 以 与 x 相差 一 个 了 肖 数 2 上 (es)。 例 如 ， 取 x = (1,1,1)ER:, {ei,es} 在 Rs 中 ， 


其 中 ei = (1， 0,0), ee» 二 (0， 1,0)。 
4。 对 于 n 二 m 有 


| s.—s»|)| = | 2 %, | <z, | 正 子 < 2 ,| X 1 一 >0 《一 > 00)。 
5 . 对 于 (s,)s 其 中 s。= x 十 eoe 十 %。， 由 于 : 


lis-soll< 2 lxl< 5 x 一 >0 (m—>o0) 


故 是 柯 西 序列 ， 从 瑟 的 完备 性 知 (s,) 是 收敛 的 。 也 可 参考 了 2. 3 中 习题 7 至 9。 
$6. 据 假设 ， 有 


- 本 ”， : 让 
Sa = 之 ,IOI $s= 5 Piei—>y 
到 1 一】 


因此 由 引 理 3.2-2 可 推 得 


” S 


《Sa Sn = 2 Bi—> 训 opi= <X,y> 


该 级 数 收 敛 并 据 3.5-2(c) 定 义 了 y， 并 且 据 3.5-2(6) 有 《x,es》=《y,es》 , 故 从 下 
式 
《YX 一 es> = 《X62s> 一 《YE =0 
推出 x - yene 


8. 若 x 能 够 用 那 种 方法 过 示 ， 则 由 3.5- 20) 知 级 数 ( 6) 收 俩 ， 并 目 所 1 4~6(a) 知 XE 有 夺 。 
部 分 和 序列 是 使 X. 一 > x 的 序列 (x,)。 


反 过 来 ， 着 今 xC 肛 且 令 # 表 示 ( 6 ) 在 a, = <x;es》 时 的 和 ， 则 zE 及 。 于 是 也 有 w=x- 
和 和 发 。 因 此 


* 4j]7® 


《zenw> = 《X% ~ 全 《Xer> eyes> 
= 《Xen> 一 《YX，ea> =0 


册 对 一 切 rEN 有 "上 es。 于 是 2 二 六 ，7 二 再， 上，( 因 为 vE 再 ) v= 0 及 x = 于。 

9， 习 题 8 证 明了 ，e,E 丈 :, 当 且 仅 当 (o) 成 立 ， 而 E.E 龙 , 当 且 仅 当 ( 思 成 立 。 则 (a) 缅 合 
着 (e,) 济 在 于 ,内 ， 而 (2) 列 含 着 (ev 小 在 到 ,之 内 ; 因此 并, = 于 ;。 

10. 设 太 ,个 系数 c。= 《x,e。> 的 绝对 值 都 大 于 1/m、 则 1/m? < Ic。| :。 取 所 有 这 天 。 个 
系数 之 和 ， 并 利用 §$ 3.4 中 的 (12) 得 


KK, 


<x 


因此 ,<m? 中 x 几 *。 若 cs 闪 0， 则 对 某 个 mEN 有 lc.| >1/m。 因 此 ， 所 有 c. 专 0 构成 的 集合 
是 有 展 导 4 = {cs | jc-| >>1/m} 的 可 数 并 ， 故 亦 为 可 数 的 。 


33.6 
,i 个 
2， 有 限 的 完全 标准 正 交集 已 = te ye 己 太 ,在 代数 意义 下 可 作为 矢量 空间 三 的 基 。 
这 一 事实 可 从 定理 3.6-2 看 出 。 反 之 ， 若 矢 量 空 间 瓦 的 维 数 是 2 则 它 有 一 个 含有 2 个 元 素 的 
基 妃 ， 有 外 格拉 姆 - 施 密 特 方法 可 从 妃 得 到 含 "个 元 素 的 完全 标准 正 交 基 。 
9 公 股 定理 。 
。 设 如 是 复 的 ， 则 出 《81) 得 
x +Byl*=> |« 《X +By, 6,> 1 “= -5 《x + 2x7 4X x+phy,e,> 
作 飞 法 并 利用 〈《3 ) ， 便 有 
Bb 《X,Yy> 二 万 《YX> = p> x,es> 人 yy， es, > +pB> 《Ye 《xX, es> 
分 别 取 有 = 1 和 有 = i， 可 得 等 式 / 
CAs yy + CyNY = xe CHO tH Lye) LXer CT) 
-TYKXy> + CY X> = -15 <xX,es> Kye61> 十 ;这 《XEAD 《Xs ERY (I) 
”将 式 (I 了 了) 两 端 骨 i 去 除 ， 有 z 
~ CxsyY + LyX = -Hxse> ye +E Cyses> 《Xeh> (CH) 


( 工 ) 减 去 ( 重 ) 便 得 所 希望 的 结果 。 若 妃 是 实 的 , 则 《x,y> =《y 2X>， 说 明 内 积 是 实 数 ， 故 
从 ( 工 ) 可 得 到 所 币 望 的 结 朱 。 

5. 从 定理 3.6-3 和 这 样 的 事实 :“ 半 题 笃 中 的 关系 绚 合 者 8 )， 而 3 ) 也 葡 售 着 3 题 4 
中 的 关系 ”可 推出 所 希望 的 结论 。 

6， 假 设 0 竺 MM， 由 于 M 是 可 数 的 ， 所 以 可 将 名 掉 成 一 个 序列 (x.)。 在 排列 的 过 程 中 ， 从 
x ,小 始 ; 后面 的 元 素 儿 能 用 其 前 的 元 素 线性 表 出 则 略 去 , 便 得 到 线性 无 关 的 子 列 (y) = (%,,)。 


中 418 台 


注意 , (ys) 有 可 能 是 有 限 的 。 令 矿 = span(yi)。 由 于 任 一 XEM 衣 都 是 yi ,ys，"…，y (R 充 分 大 ) 
的 线性 组 合 ， 故 财 和 扩 ， 于 是 搬 在 她 中 稠密 ， 由 格拉 姆 - 施 密 特 正 交 化 过 程 从 (7 可 得 一 标 
准 正 交 集 (e,)， 使 得 对 每 个 mEN 都 有 
span{e1s**,en} = Span{yi, ee ym} 

内 此 span(e,) = span(ys) = 子 在 万 中 稠密 。 于 是 根据 定义 知 (e) 在 已 中 是 完全 的 。 

7. 在 这 种 情况 下 ， 象 习题 6 中 的 证 明 那 样 ， 我 们 能 够 和 用 格拉 姆 - 施 密 特 过 程 。 

8. 五 在 闭 子 空间 VY = span 夏 中 是 完全 的 ， 且 久 = FUF,, 此 处 下 ,是 Y+ 中 的 完全 标准 
下 交 列 ，F ,的 存在 是 习题 7 的 推论 ， 这 里 了“ 寺 {0}。 人 情形 了 = {0} 是 显而易见 的 。 

9， 《> -mw，xX> =0 对 一 切 xXEM 成 立 ， 意味 着 2 w | M， 因 此 据 3,6-2(g) 有 vw= 0。 

10。 利 用 3.6 2。 


§3.7 
1. 首先 有 
[Pct ) PY dt-{ Pl-t) PY’di 
-~1 .一 


= mn mtntD)., PP.dt 


村 在 喘 使 用 分 部 积 分 可 得 替 。 因此 当 m 一 n 计 0 时， 右 员 的 积分 必定 为 夫 。 
， 应 用 二 项 式 定理 并 与 (2c) 比 较 得 | 
Be or] 


2 一 1394| 一 
人 [6 "| 
‘ni (2n — 2m) -2 


Di 


Mr- 2z) 1 Cn 一 27g) 1 
2°n1 Pt) | 
3， 用 二 项 式 定理 把 (1 -9g)~! 展开。 然后 作 代 换 g = 2tw -w:。 用 二 项 式 定理 把 9 的 大 


展开 。 证 明 在 所 得 到 的 展开 式 中 ，w 的 系数 象 (2c) 所 给 出 的 为 P()。 


4， 在 习题 8 中 仿 ww= ri/r，,， t = cosg。 
6， 记 z(m) =exp(2wt ~w’ ) = exp(12)exp[ (+ 一 册 )*] 在 马克 劳 林 级 数 中 的 系数 是 


2)(0)/nt， 并 且 


= 2 (1)" 


i 


d" oo 
To [e | w= 0 


z( (0)=e 


-=e (一 1 人 (e™~* )| v= i | | : 


9. y(t) =e-’ /2H.(t) 
10.〈 略 ) CE 
11. 我 们 得 到 
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tw 


0) 这 


(mn) 


站 
> L(t)w’ 
n=0 


_ Ss CD"t™ Us er /AI ) 
m0 mi (1 —w)"+! l1-w 


12， 直接 求 导 并 化 简便 得 到 
(1 -wy = (1-w— i)Yy 
将 区 (tw) 及 Yo (tw) = nL,(t)w" ~ ! 代 入 ， 并 合并 一 切 含有 w" 的 项 可 得 (a)。 此 外 ， 求 导 还 
可 得 
(1—w)yp,+wy=0 


用 y 及 和 代入 可 得 (65)。 / 
13. 微分 习题 12 中 的 (a) 。 在 这 个 结果 中 用 习题 12 中 的 (0) 表示 艺 / :和 工 /.-:， 便 给 出 


c)。 从 (c) 和 (6) 可 推出 
(d) nL/,.-:=nL,. ta- DL 


,人 代入 (d) 并 化 简便 得 到 (11) 。 
.由 (10c) 可 得 DD=(-1) ; 因此 用 分 部 积分 法 得 到 


le.ll? = | e-'Ls(t)dt 


= -| L(t) (t*e~!) (Mdt 


nl v0 
=--_1. {Zn) (tre-') -vdt 
nl -0 


-TreoDre-di- 


15. 考虑 
人 ed (m<n) 
只 要 证 明 下 式 成 立 就 够 了 ; 
| etL.dt=0 kn) 


为 此 ， 友 复 用 分 部 积分 便 能 证 了 明 。 
§3.8 
1. 在 Rs 申 ， 每 个 线性 泛 函 都 是 有 界 的 ， 并 且 (4 ) 中 的 内 积 就 是 点 积 。 


”42<0 ， 


2， 从 定理 3.8-1 及 12 上 的 内 积 定 义 便 可 得 到 。 
3， 首先 有 
lf (x)| = | <x,2> {|x zt, |fCx)|/ xl|l zl ， (x~0) 


因此 上 fl 志 中 z 目 。 若 z=0， 还 有 上 f= 下 > 首 。 设 z 失 0， 则 有 
zi 宇 |fC2)| = 《zz> =z?， 上 ff 和 | 宕 呈 zi。 

4， 记 z1>fs 等 。 设 (2 在 久 中 是 柯 西 序列 ， 则 上 f,, = 贞 z, 中 表明 (f,,) 在 XX 中 是 
柯 西 序列 ， 且 收 合 ( 见 2.10-4)。 不 妨 设 1,, 一 > f， 则 由 满 射 性 可 知 存在 2zE 使 2 1>f ,并 
且 有 

| z.—-21 = f/f,, -fH >0，2,.-—>2 


从 而 证 明了 么 是 完备 的 。 
5，j I->zj 是 12/ 到 1* 上 的 一 个 同 构 ， 其 中 zy 被 定义 为 ( 见 3.8-1) 


f (x) = CX,21> 


(注意 ， 对 于 复 空间 ?来 说 ， 由 于 af 一 5zp 点 该 映射 是 其 轴线 性 的 。》 
6. 所 (2) 有 
fo f= 1 fl = lz-vl 
fists(x)= Lx,a2+Pv> =a 《xz》 +B 《x， "> 
= of, (xX) 二 有， (%) 
7、( 略 ) 四 
8. 大。 7， 四 和 
上 的 同 构 。 ‘| 


9. 我 们 有 : 
M'=1{f1f zx) = = 0), 对 一 切 xEM) 


大 此 EM" SzEMT, 
1 由 许 于 不 等 式 可 得 到 有 界 性 ， 并 且 若 大 = {0}， 则 有 14 = 1。 


， 第 一 个 论断 是 相当 明显 的 ， 而 从 下 式 
f， (Qy1 + by:) say +By,) 一 oh PEA] + Bh(xo,Y:) 


可 推 得 第 二 个 论断 。 
12. 我 们 有 : 当 Ax 一 > 0， Ay 一 > 0 时 


Ih(x +AX， y+Ay) — — h(x,y)| 
= Ih(xsy) +h(x, Ay) +h(Ax, »y)+h(Ax,Ay) hy) 
<lhxs A + Ih(Ax, y)| + Ih(A%, Ay)| 
<Nalclxl Ay + Ax yl + | Ax 上 Iayl 一 >0 
13, h(x, y) =h(y,%); 则 A 电 做 对 称 双 线 性 形 。 正定 的 条 件 是 ， 对 一 切 x€ 太 有 h(x ,21) 
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之 0， 日 沼 X 关 0 时 和 有 AGOxX,X) 全 0。 
14. 苟 hh (yy, yy) 0， 则 有 A (yy) 二 0， 故 可 从 下 式 出 发 


(a) Oh(x—- ay, xX— 人 ay) 
=h(x, XxX) — ah(x,y) 一 apRCy Xx) + lal “ACYy, y) 
选取 a = h(x,y)/h(y,y)， 象 $3.2 中 那样 进行 化 简 ， 便 得 到 


h(x, y)|? 
hx, A(x, 
(XX) hy, y) 之 0 


它 便 给 出 所 要 求 的 不 等 式 。 若 h(x,x) 硅 0， 证 明 是 类 似 的 。 车 h(x,%) = 有 h(y,y) =0, 则 据 (a) 
有 
— Gh(x,y)— ah(y,%)>0 
选取 a = h(x, yy) 便 得 
-2 hxyy12220， 故 Hz =0。 
15， 习题 14 中 的 许 瓦 兹 不 等 式 以 类 似 于 $3.2 中 的 方式 给 出 了 三 角 不 等 式 。 
.9 : 
i (上 略 ) . 
. 傅 实 假定 了 ~! 有 界 是 多 余 的 ， 因 后 面 (4. 12 -2) 将 会 见 见 到 。 将 3,9-2 用 于 了 7- ， 便 知 
他- 1)* 存 在 且 有 界 ， 因 此 对 一 切 %， y 都 有 / 
x,y> = 《TiTx,y> = <Tx, (TD)"y> = Cx, 7 了 (7 1)"Y> 
《XxX,y> = < ‘x,y> =《 了 7 xyY> = 《xa (CT "了 ”3> 
TY(T 了 -1 = (7 1) = 故 ( 了 1)” _ Te)- 1。 
3。|| 了 一 人 下 = 用 (了 一 了 人 = 了 一 了 才 一 >0 
4.， 沙 虑 任 -一 >EM,L 及 任 一 xEM,， 则 有 z 1 M: 及 了 xE7 (M1)CM,， 因 此 <z,T x> 
=0, 《<T*z，x》=0，T*z]|x，T*(M,+:)CM1+， 其 中 用 到 zEM,* 及 xEM | 的 任意 性 。: 
: 5.。 设 7 CM)CM,; 则 据 习 题 4 有 M+ 二 7T* (Ms 了 ,及 之 ; 设 M1" 悦 人” (AM ,+), 则 据 习 
题 4 有 7T**(M1++)CM,++， 其 中 据 3.9-4 有 T= 工 , 据 3;3 中 有 M+=M1, MM,。 
6.《a) 根据 习题 4， 由 人 (M1)C{0} 可 得 
MOT*({0}:)= 7T*(H.,) 
(5) 令 / = 了 (万 )， 则 7 ( 克 CC7， 由 习题 入 有 
T* YUNCH*= {0}, Tt)={60}, JICAH COT"*), 
(c) 扬 (a) 有 T* (Hi)CM,! 3 故 CT” (万 IM HIM 由 (5)， 再 应 用 了 7 * 
以 代 禁 TT， 便 得 [T* (HH， PENT EM | 
7. 利用 3.9-3 (656) 。 
8， 据 许 瓦 效 不 等 式 有 


sa 424。， 


1 


家 请 


x ?exl:+l fixl?= «<x,x> + <T*Tx,x> 
= 《Sx,x> 上 Sx jx 


因此 所 Sx=0 可 知 上 x 上 =0 。 于 是 所 定理 2.6-10 知 S~!，S (2) 一 > 已 是 存在 的 。 
9. 没 10 00 是 4 (好 ) = 镶 ( 了 ) 的 一 个 标准 正 交 基 , 又 设 x*E€1,.Tx= Zay(xX)b， 
则 有 
<Tx,bs> = Qa,(X) = Cx > ,TT x= 5 《x,v> ws 其 中 v= TT *b,, 
wi = bjo 
10. 首先 有 .多 (了 ) = span (elyex) ,A(T)={0}, 有 下 人 让 =1。 此 外 ,由 于 (e) 是 正 
交 的 ， 故 对 于 一 切 REAN 有 
<T*e', es> = Ce,Te,> =《elyek+rl> =0 
因此 了 "el =0。 对 于 /这 1 有 
<T*e,, es> = 《ej Te,> = 《C1 Cnt+17 
0 ,kaj—1 
亦 即 《7 ej，er-1> =1， 因此 了 “er = er-1) 1 =2,3…。 而 对 kR 夺 7 一 1, 则 有 《TejJes> = 
《ej1-1; E27 =0。 


$3.10 


。 利用 3.9-4。 
2. 由 于 了 ,一 > 人 了 及 17T 了 .xx-Txl=1 (7 -TD)x 上 委 下 了.- 了 上 下 zx, 故 对 一 切 > 
有 TT,x 一 > Tx 。 因 此 据 3.2-2: 有 《人 .x,X> -一 >"《7Tx,xX>， 再 据 3.10-3 知 《了 x,x> 是 实 
的 ， 并 且 了 是 自 伴 的 。 
3.， 利用 3.10-4。 
4. 我 们 有 


人 = 本 (7 + T*)*= (TY = (T + 了 ) = 了 了， 


对 于 人 ,有 类 似 于 推导 。 为 证 明 唯 一 性 ， 刻 
T+1T,=S,+i1S, 
取 伴 随 算 子 再 利用 $3.9 中 的 (6c》 及 T 1, 了 T,, S1, 5 ;的 自 伴 性 ， 便 得 到 TT ,一 i 了 7 了 ,= S1- 


? S ,， 与 上 式 相 加 和 相 减 、 使 分 别 得 到 了 ， 一 9 1， T， 一 S ;0 
5.，T*x= (£1 +62, 一 i161+ 谨 ;)， 因 此 有 


Tix= (61+ és 6), 


T ,x= (二 > 一， 1 #1-&,) 
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6. (a) 对 于 某 个 x€ 太 ，T x 志 0。 因 此 有 
0 Txil?= <Tx,Tx> = CT :x,x> 
于 是 了 ?站 0， 等 等 。 
(5b) 由 人 "=0 可 得 对 每 个 p>* 都 有 
了 ?= 了 aa( 7 )=0 


如 果 取 户 = 和 pr， 便 与 (a) 矛盾。 
7 从 TU = U-1U =7 便 可 推出 。 
8. 据 $3.1 中 的 (9》 和 《10》 可 知人 使 内 积 保持 不 变 ， 因 此 对 一 切 x, y 有 有 
4 = 《X,Yy> 一 《7 X， 7 y> 一 《X，y> 一 《X，7 了 7 y> 
= <x, (7 一 了 了 )y> 
且 对 一 切 y 有 CQ-T*T)y=0s 故 TI- 了 了 *T =0。 
9， 据 2.6-9 知 .多 (人 下) 是 一 个 子 空间 了 和 瑟 。 对 于 yE 了 ,存在 了 中 的 序列 (7 满足 yu 一 > 
y 。 令 和 =7Tx。 则 据 等 距 性 知 (x。) 是 柯 西 序列 。 由 于 万 是 完备 的 ， 故 x. 一 >x， 据 1.4-8 有 
y= 人 xxE7， 所 以 了 是 闭 的 。 若 了 = 鼠 ， 则 ;7 将 是 丁 算 子 。 
10，. 多 (T) 是 矢量 空间 ， 并 且 据 2.6-9 有 dim. 多 (了 )<dim 和 X。8$3.1 中 的 习题 8 和 9 表 
明 ， 工 将 外 中 的 一 个 标准 正 交 基 变换 成 .多 (TT) 中 的 一 个 标准 正 交集 ! 故 dim. 多 (TT) 之 dimX。 
合 在 一 起 有 dim 多 (TT) = dim 针 及 多 (了 T) = 有 于 是 ! 是 西 变换 。 
11 S*= (UTUM*= UT*U*=UTU*=S; 见 3.9-4。 
12. 可 从 下 式 得 到 |， : 
TT*= T+iIT)T-12T)= T+Te2+i(T,TI- 7) 
T*T =T,-iIT) TtIT) = T+T,.-i(T,T,-TT.) 
同样 地 也 可 从 下 面 等 式 得 到 ， 
41 人 7 = 了 :一 了 2 十 (了 "了 了 一 了 了 7) 
4 人 1 人 ,人 ,= 人 一 7 了 2 一 (了 了 一 全 了”) 
18. TT*-T*THENTT* -TT + TT -TT +1T7 7 
T | ， 右 端的 第 二 项 为 零 。 据 》3.9 刁 题 3， 人 ,一 > 个 理 含 着 了 -一 > 了 ， 故 右 端 的 另外 两 
项 在 ?一 一 co 时 趋 于 委 。 
14. 所 假设 和 下 面 关 系 
(S+T)(S+T)*=SS°"+ ST*+TS*+TIT" 
(S+T)*(S+T)= S*S+T*S+S"T+TI 
可 推出 S$S+ 工 是 正规 的 。 从 下 面 关 系 式 
(ST)(ST)”= STT*S*- ST*TS*=T*S S*T=T*S*ST 
=(ST)*(ST) 
可 看 出 ST 是 正规 的 。 
。 A24。 


15。 利 用 3.9-3 (6)。 对 一 切 x* 有 


i™x ll ?= | 7 x%|| <C> Tx, 1 x> = 《Tx, Tx> 
‘<C> TTx, x> = 《TTx, x> 
< CTT-T*TIx,x> =0 
SOTT*=T7°T, 


在 TT*x]|=] 呈 Tx | 中 用 x = 了 了 z 代 人 和信 便 有 上 7T 7 了 zz 下 = 站 人 ?zz 由， 并 且 据 83.9 中 的 
(6e) 有 


HTH?=supll Tzl =supll 7T* Tz = 有 7TH= HT 
外 三 者 = 了 | 尼 且 号. 拖 
§ 4.1 
T.， 《路 ) 
2. 否 ， 谷 。 
5. 〈 了 格 ) 


4、 (a) 3，8; (6) M 的 每 个 元 素 。 

5. 关于 4 的 元 素 的 个 数 用 归纳 法 证 明 。 

6. 设 对 一 切 xYEM 有 ac 和 yx, 若 还 有 c 对 一 切 xEM 满 足 c 委 >， 则 c 委 oa 上 且 a 委 c， 于 是 由 ( 己 01) 
知 c = a。 

7，12，24，36,，…。 (能 被 4 和 6 整除 的 所 有 XEN)。1,2。 

8. (a) 若 x1,X, 都 是 4 的 最 大 下 界 ， 则 X11 所 X，，%; 志 X11， 因此 xi = x%,。 

(6b) ANMNMB, AUB., 
9.〔 上 略 ) 
10. 2，3 。 


$4.2 


1. 一 3.《 略 ) 
4. 首先 有 p(0)=p(0x) = 0p(x) =0。 由 此 可 得 
0=p(0) = p(x— x) Spx) + 力 ( 一 %) 。 
5 p(X) 过 7，p(y) 7，aE [0，1] 蕴含 着 1 一 a 之 0 和 
plax+ (1~a)y Eap(x) + (Ia p(y Eap+ (la)r=7 
6， 对 于 每 个 x 和 4h 有 
px) = p(x+h-h) Cpt +p(—h) 
因此 有 
px) 一 户 ( 一 月 委 户 (X + Ep(x) + ph) 


令 8 -一 0 并 利用 在 0 点 的 连续 性 便 得 
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户 (x) - 访 (0) = p(x <limp(x +h) SE limp(x +h) 
p(X) +p(0) = p(X) 
其 中 用 到 2(0) =0。 从 而 证 明了 Pp 在 每 个 x 处 连续 。 
7. 〈 梧 ) 
8， 对 每 个 满足 x {| 过 r+ 的 x 三 0, 都 存在 nxEN 使 得 上 nx = nx +, 因 此 p(nx) 之 0， 
据 (1) 有 p(nx) =np (x); 因此 p(0) 守 0。 
9. 若 x>>0， 则 jx) = p(axo) = p(x)。 若 a 过 0， 则 所 习题 4 有 


f(x) =QahpxXo)< 委 -ahpbp( 一 Xo) = pax0) = p(x), 


10. 将 定理 4.2-1 用 到 习题 8 中 的 f 上， 可 得 7 在 天 上 满足 产 (x) 委 训 (x)， 旦 从 - (xx) = 
(=-x%)s 委 训 (-X) 可 推 得 - 少 (-2%)< 委 三 (x)。 


4.3 


1. p(0) = p(0x) =0p(x) =0 这 蕴含 着 
0= p00) =p(x+ -x))EPX) tp (1)x) =2p(%)。 
2. 由 P(x) =p(x-y+) 夺 p(x 一 y) +p(y) 可 得 


p(x) -pSEPX— y=p(y— xX) 
等 。 
3. (了 格 ) 
4. 在 2 ={x1|x=axo} 上 用 f(axo) = ap(xo) 定 义 一 个 线性 泛 函 f ,那么 f (x 0) = 户 (Xo) 
lf (axo)| = pl(axo)。 应 用 定理 4.3-1。 
5. 〈 略 ) 
6.7 =aiti+ass +asss， 因 此 有 


上 于 上 = (ai +as2+as2)1 022 作 大 
当 目 仪 当 as =0 时 上 了 上 = 里 f 让 。 

7， 握 黎 斯 定理 3.8-1 有 关 (x) = 《x， xs》 /x | 。 

8， 在 子 空间 XX | = {XEX Ix =ax:, *1 0} 上 定义 f(x)=al||xjj， 则 是 区 ,上 的 有 ， 
界线 性 泛 函 ， 且 范 数 为 ‖ /| =1， 应 用 定理 4.3-2。 

9 .把 / 延 拓 到 空间 Z ,= span(ZUyii)，y7E 有 一 2， 置 9l(z+ayi) = 了 (>) +ac, 象 
定理 4.2-1 的 证 明 〈c) 中 那样 关于 本 节 〈9 ) 中 的 户 来 确定 c 。 经 过 可 数 多 个 这 样 的 步 又 便 
得 到 /到 郊 的 稠密 集 上 的 延 拓 ， 而 定理 2.7-11 给 出 了 要 证 明 的 结果 。 

10. 据 定 理 4.3-3 知 存在 jEX /满足 f(x 0) = | xo ， 且 由 } (x6o) =0 得 到 x。 =0。 

11. f (x) -f(y)=f(x—-y) =0。 应 用 4.3-4。 

12。xXo = (5 (0) 5))，Y%= (El 5)， F(x) = Q161 + Q262， Qa;=é1 7/ | xo | ， 此 
处 |x,12=e 2 E19 ”其 实 也 可 从 习题 7 得 出 ， 因 为 对 这 里 的 情形 有 


CX,X0> = XX = 6161 (0) + E28 
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13 . 了 = Hx -!f。 
14. 据 定 理 4.3-3， 存在 了 EX /满足 | f | ~ 1 及 (xo) = | xo 1; 并 且 由 于 x,€H,， 
x€B (0;7) 当 日 仅 当中 x 由 过 r， 所 以 了 (YX) =r 表示 碳 ,， 但 这 时 有 


F(x) x = x 过 r， 
它 表 示 由 太 , 所 人 确定 的 半空 间 ， 见 $2.8 习题 15。 
15. 据 定 理 4.3-3, || xue 1 旋 c 将 缠 含 着 存在 EX' 满 足 有 了 =1 及 (xo) = Wx 二， 


$4.5 
1 . 《上 略 》 
2. 0* 是 了 上 的 苓 算 子 ， 而 7" 是 了 = 和 “上 的 恒 等 算 子 。 
3. ((S+T)*g9)(x)=g9((S +T)x)=g(Sx)+9(T x) 
= (S*g) (x) + (T *g) (x)。 
4. 我 们 有 有 
((aT)*g) (x) = g((aT)x)}= g(af x) 
~ag(T x%)=a(T*yg) (lx) 
=((C 了 7 >)g9)(X) 
5 ((ST)*g)(x)=g(STx)=(S*g)(T x) 
~-(T*(S*g))(x)=(T *S*g)(x) 
6. (11) 的 直接 推论 。 
7. CAB)T= BTA’ 
8、(T-!1)*， /一 > 了 /存在 ， 由 人 -37 =Lxy， 可 知 
(TT}*= TT 1)*={x' 
而 且 由 了 了 -= 了 了 ， 可 知 
Ca) (了 -1) 7 “= 


因此 ， 了 人 *， 了 7/ 一 > 碟 / 是 对 射 。 故 (了 *)-! 存 在 且 由 (a) 可 得 
CT- = CT-1)T*T*)-!1= (7 ) 
9，g€EM'< 访 0 = g(Tx) = (T*g)(%) 对 一 切 x€ 久 成 并 
1g=0 
COIEN (T*) 
10, 设 yE 多 (T)、， 则 对 某 个 x 有 y= 了 x%。 设 g€EAH(T*)， 则 0=T*g(%)=g({ x)= 
g9(y)。 于 是 
yECAHA (LT *)) 


目 由 于 yE 史 (T ) 是 任意 的 ， 故 四 (了 )C"C (1 *)]。 方程 x= y 有 解 x 的 必要 条 件 为 : 对 
一 切 gE-(T “) 都 有 9g(y) =0。 


§ 4.6 


ee A271 * 


.i ee 


]. xx= (EX)=aic+oe+aoc 9s(f)=a1t + + (固定 ) 

< ， 首先 有 % = .0 十 二 0 其 中 yo€Y， zo€Er:; 还 有 6 = || zo 站。 于 是 据 黎 斯 定理 3.8-1， 
有 了 (x)= 《<x,20> /|| zo 

3 这 4E 具 人 。 由 于 龙 是 身上 反 的 ， 故 对 每 个 9E 愉 7 有 一 个 YE 和 使 得 9= Cx。 因 此 h(g) = 
h(Cx)=f 了 (x) 在 和 XX 上 定义 了 一 个 有 界线 性 泛 消 f/， 并 且 C ,f=h， 其 中 C1; 外 一 > 于 是 
一 个 典 汇 映射。 故 C :是 满 射 ， 从 而 是 自 反 的 。 

4 .C4a) 阁 三 是 自 反 的 ， 则 由 习题 8 知 小 ' 也 是 自 反 的 。(5) 设 入 ' 是 自 有 反 的 ， 则 由 (4a) 知 闫 ” 
也 是 自 反 的 ， 且 由 4.6-4 知 是 完备 的 。 由 于 六 是 完备 的 且 与 ”的 一 个 于 空间 同 构 ( 见 4.6-2)， 
所 以 该 子 空间 是 完备 的 。 因 此 ， 由 1.4-7 知 它 是 闭 的 ， 再 由 给 出 的 启示 知 是 自 反 的 ， 从 而 据 
4.6-2 知 六 是 自 友 的 。 

5, h=6-17 

6. lxXoEY ,, XoY 1, 则 d= nfly- x 1) >0。 设 8E 扣 7/ 使 得 了 下 = 0， 7Cxo) =1 


山河 题 5) © 因此 yyE€Y ?， 但 是 y 和 牛 了 3$。 
7. 若 六 起 革 ， 则 存在 一 个 x,€ 计 -了 ， 并 且 由 于 了 是 闭 的 ， 故 0= infl|y-xo,l| >0。 
# 


据 引 理 4.6-7。 存 在 一 个 EX’ 在 了 上 为 零 ， 但 在 x 不 为 零 ， 这 与 我 们 的 假设 矛盾 。 

8. 若 xXo€ 4， 则 x。 是 序列 (x,) 的 极限 ， 而 其 中 x, 为 许 的 元 素 的 线性 组 合 。 在 所 有 Xx. 点 
入 为 堆 的 fE 肥 7， 根据 其 连续 性 ， 它 在 x* 点 也 为 零 。 若 Yo 性 4， 则 由 引 理 4.6-7 存 在 ff 使 得 
了 =0， 并 且 记 (xxo)s 关 0。 

9. 若 M 不 是 完全 的 , 则 了 = spanM< 和 三。 而 引 理 4.6-7 表 明 存 在 一 个 了 E 天 /在 了 上 处 处 
为 零 ， 因 此 在 M 上 也 为 零 ， 但 在 xoE 具 - 工 不 为 零 。 若 财 是 完全 的 ， 则 上 了 = 么 且 习 题 中 的 条 
件 是 满足 的 。 

10 . 设 所 指 集合 为 {X1,X,,"*…X,}， 则 由 习题 5 《 它 是 引 理 4.6-7 的 直接 推论 ) 存在 入 上 
的 n 个 有 界线 性 泛 函 f 1, 下,,*……， fs 使 得 : 


fi1(xXi)=1, fi(x,)=0 (kX 7) 
这 些 泛 国 构 成 一 个 线性 无 天 集 ， 因为 若 令 X =X1s see Nn, 则 由 


5 vf(x)=0, xEX 


逐次 给 出 ?1 二 ee 二 二 0 


§4.7 


. (a) 第 一 个 ，(65) 第 一 个 。 

(a) 第 一 ，(b) 第 二 〈 据 4.7-2)。 

少 因为 下 的 每 个 子 集 都 是 开 的 。 

， 具 有 有 理 坐 标的 一 切 点 构成 的 集合 

. 《有形 ) 的 闭 包 为 整个 六 当 且 仅 当 厄 没 有 内 点 ， 所 以 每 个 xE 及 都 是 (及 ) 的 一 个 请 点 。 
否则 ，MUM* 将 是 贫乏 的 ， 这 将 与 Basre 范 畴 定理 歹 店 。 


全 和 下 一 


* 428 +. 


7. 为 定理 4.7-3 的 直接 结果 。 

8 当 ” 一 > co 时 ， 帮 (xx) 一 >0， 但 是 | 外 /| =n。 

9. zl; Tr) ?=)62r)| ?+ |é2rr2] ?+ —>0, (n—>00); 1; 1o 

10， 由 于 co 在 他 中 是 闭 的 ， 政 它 是 完备 的 《( 见 1.4-7)。 令 ff.(X)=6E191 + 二 So 已 
使 在 co 上 定义 了 一 | 有 界线 性 泛 Ba f, 其 中 n= 1,2,*， 从 而 有 | | = 17 | 十 十 [nl ; 
见 $2.10 的 习题 8 。 由 假设 ， 对 每 个 XE€co，1imf,(x) 都 存在 ， 因 此 据 定 理 4.7-3, (jf.1) 
已 有 界 的 ， 且 jy;| 入 co。 

11 .利用 如 下 事实 ， 每 个 柯 西 序列 都 是 有 界 的 《 见 $ 1,4)、 再 应 用 定理 4.7-3。 

12. 由 于 了 是 完备 的 ， 故 了 。x 一 > yE7 了 。y 依 赖 于 x， 不 妨 设 y= 7 Y。 因 为 了 .是 线性 
的 , 故 荆 也 是 线性 的 ,又 由 于 用 了 ,| 志 c( 据 习题 11), 故 有 7x 夺目 T.|| xj 寺 cj x。 
于 是 据 范 数 的 连续 性 便 得 上 了 x 时 c x 中。 

13. i 我们 i 记 f (xw) = 9g.(f)， 则 (9g.(7)) 对 每 个 1 是 有 界 的 ， 所 以 据 4.7-3 知 (i 9, 上 )》 
是 有 界 的 ， 并 且 据 4.6-1 有 |x, = 上 g,j。 

14. (c) 缠 售 (6)( 见 习题 13〉， 而 由 4.7-3 知 ， 它 缠 含 (a)。 义 因 |g(7,.(x))| 志 上 gj 
上 站 x 故人 o) 歼 含 (c)。 


1 


15. Tl + 2(sint+ Lsin3gt + tsin5t +e%) 
2 Xx 3 6 
$4.8 
1,， 在 C [a， 站 上 由 6，(x) =x(to) 定 义 了 一 个 有 界线 性 记 函 ， 其 中 to ELa, bjo 而 
Ot (Xs) -一 >01:,(X%) 意 味 看 xX,(t0) 一 >%(to)。 
2， 任 取 hEY'， 并 用 f(x) =h(Tx) 定 义 /， 其 中 xE€ 污 。 由 于 hE》 且 7 十 有 界 的 。 故 
If (x)| = ACTX)|E 和 HT 
因此 fEX/， 于 是 由 Xx, >%o 知 f (xX,) 一 >f(xo)，。， 亦 即 h(T%.) 一 >h(Txo)。 由 于 h 是 Y 7/ 
中 的 任意 元 ， 这 音 味 着 T 了 Tx, > 了 xX。 
3. 从 关上 的 该 泛 函 的 线 狂 性 便 可 推出 。 
4， 由 于 (x,|| ) 有 界 ( 见 4.8-3)， 改 4= lim 上 x, 存在。 情形 x。=0 是 不 足 论 的 。 设 
Xo 硅 0，。 则 | Xo | >>0。 若 4< | Xx。 | 9 则 (x。) 有 子 列 (x。， ) 满足 : 对 一 切 / 有 | Xs | 过 
中 xn |。 握 4.3-3 入 ， 存在 fj 满足 | f | = 1， 了 (Xu ) 一 | Xo | 。 但 是 从 下 式 


fx EF zx = Hx,, 下 >< 下 < 


可 以 看 出 (C(x， )) 不 收敛 于 了 (x0o)= xo .因此 (7(x.) ) 不 可 能 收 敏 于 了 (xo) .这 与 Y。 > 
xu 发生 矛盾 。 
推论 4.3-4 给 出 男 一 证 朋 ; 


. A29. 


-7 A LE “ep “PE pwr 


|f (xo) | 
| xo | SP TF TF 1 = SU 了 下 mn limf (x. ) ] 


45 了 5 外 地 吕 


5， 和 否则， 从 xo 到 了 的 距离 6 是 正 的 。 据 4.6-7 存 在 7 了 E 满足 jxo) = 90 且 对 一 切 xEY 
有 了 (x) =0。 因 此 F(x。) =0， 故 (xs)) 不 收敛 于 F(xo)。 但 这 与 Y, 一 >xo 发 生 矛盾 。 

6. 令 Y = span(x.,)， 则 据 习 题 5 知 x*,€ 了 。 据 1.4-6(a) 知 存在 Y 中 的 序列 (y。) 满足 
ya 一 >%o。 由 于 ywE = span(x,)。， 攻 ys 是 (Xx,) 中 元 素 的 线性 组 合 。 

7. 利用 习题 6。 

， 设 (x,) 是 弱 柯 西 序列 ， 用 9。( 广 ) -ex ) 定 义 9g.EAX7 见 4.6。 由 于 (f (x,)) 征 柯 西 
生 列 ， 故 是 有 界 的 ， 不 妨 设 | f (x,)| = jg.(f)| 委 c。 则 由 于 和 “是 完备 的 ， 所 以 据 4.6-1 和 
4.7-3 有 jx, = |9,| 委 c。 

9. 否则 ， 有 4 将 含有 一 个 无 界 序列 (x。) 且 满 足 lim jx.| = ce。 则 对 (xz。) 的 每 个 子 序列 
C(x, ) 都 有 lim x。 | = co， 故 (x,) 不 会 有 器 柯 西 子 列 〈 据 习题 8)。 这 与 假设 矛盾 。 

10. 设 (x.) 是 汉中 任 一 弱 柯 西 序列 ， 则 对 每 个 fE 兴 4，(C (x,) ) 均 收敛 。 而 对 于 ,EX 
又 存储 9.《E 和 7 使 得 /(x) = g:, (1)， 因 此 (9:, (7)) 是 收敛 的 。 不妨 设 9g9., 1) -一 >9 (1/)。 
由 于 (x,) 是 有 界 的 〈 见 习题 8) ， 且 19。 于 = 下 x, 有 中 ( 见 4.6-1)。， 故 可 看 出 是 有 界 的 ，9 又 
是 线性 的 ， 故 gE€ 访 ”“。 而 由 于 于 是 自 反 的 ， 所 以 存在 x 使 得 9(f) = f(x)。 从 而 有 


f (x.) = 9 (f)—>9(1)= 1 (x) 
所 /EX' 的 任意 性 ，。 便 知 x, >x。 又 所 (x,) 的 任意 性 ， 故 证 明了 关 是 弱 完 备 的 。 


§ 4.9 
1。 当 # -一 > co 时 ， | 了 xx-Tx1= 站 (了 .一 了 了 )x| 委 1 了 .一 了 下 下 zx 于 一 >0。 
2。 当 ”一 > co 时， 对 每 个 xE 和 有 
CS + JJx-(9+7)1 委 Sosx- Sx +iT.x-Tx|—>0,。 
3。 把 定理 4.8-4(a) 中 的 x, 和 x 换 成 y,= 了 xx 和 yy= 了 x， 立 即 可 推出 所 希望 的 结 条 。 
4 。 对 一 切 gE€ 久 * 有 g (ff,) 一 >9(f)， 则 有 
f(x)— f(xX) = gf.)— ga(f)—>0 
其 中 gs= Cx， 而 C: 久 一 > 是 典范 映射 。 若 节 是 自 反 的 ， 则 其 逆 亦 成 立 。 因 为 这 时 对 
每 个 gE€X* 都 存在 一 个 XE 满足 1 (x) =9(1)， 并 且 弱 星 收敛 列 含 着 
g(f.) -9(f)= fx)- f(x)—>0 
5。， 由 于 xE€11， 故 级 数 Z 6 收敛 。 因此 对 每 个 xE7 我 们 都 有 Ea = f.(X)—>0 (n—> 


oo)。 但 jf ,j=1。 
6. 若 了 .一 > 了 且 站 xl =i， 则 有 


* i120. 


及 之 ， 若 习题 中 的 条 件 成 立 ， 则 上 7,y- 了 Ty || <e (n>N, | 》 | =1)。 任 取 固 定 的 x 兰 0， 
并 令 y= xj -ix， 则 用 7x-xjil= 下 xlsy=-7yl<ellxi， 且 对 一 切 m>A 有 
| 了.- 了 | 首 科 e。 

7. 据 假 设 , (7 ,x) 对 每 个 xE 拓 都 是 收敛 的 。 因 此 据 1.4-2 知 (了 .x) 是 有 界 的 ，( 站 全 。|) 
也 是 有 界 的 ; 见 4.7-3。 

8. 显然 ， 对 充分 大 的 r， 太 性 8 (0;r)。 故 存在 信使 得 对 一 切 x 室 有 7 .TT 之 efr。 
对 此 对 一 切 xEK 和 n 宝 有 


IT.x-Txl<IT.-TI rl< tr=e 


9. (J 了 T, |〉》 是 有 界 的 。 由 于 了 .x 中 才 中 x 外 及 范 数 的 连续 性 ， 可 得 
Tx lliml Tx <lim 让 人 有 


10， MH 中 的 任 一 序列 (f,) 都 是 有 界 的 ， 不 妨 设 上 f, 志 +r。 由 于 关 是 可 分 的 ， 所 以 它 含 
有 可 数 的 稠密 子 集 玉 ， 把 它 排 成 序列 (x。)。 由 于 有 
fx) Sf Hx. rr || x 
这 表明 对 固定 的 m， 序 列 (f,(x。)) 是 有 界 的 。 于 是 它 有 子 列 4 ;在 x, 处 收敛 ， 而 4 ,又 有 子 列 
4 在 xs 处 收敛 ， 如 此 下 去 ， 因 此 有 〈jf (xx))， 其 中 jcE4，j/E4:，…， 它 是 在 三 的 
每 个 元 处 都 收敛 的 子 列 。 而 又 由 季 在 天 中 的 稠密 性 及 怀 的 完备 性 ， 根 据 4.9-7 便 可 推出 所 希 
望 的 结论 。 


§4.10 
1。 乱 阵 为 
| 1 但 0 0 es 
' 1 1 
> 0 
22 1 
| 寺 土 土 0 
上 
\* 着 大 日 看 中 四 
2 
2 (1， 3 多 3 3 3 二) ci1— limit- 一 多 


3 。 Si=719 Es = ns 一 (如 一 1)27。 1 C1,0,0,°")., 
4. 例如 ， 《 工 ， 一 1 — 838s.59 — 5， °°) 有 cl -变换 序列 : 《1 ， 0， 1L1，0O， 1 ,0,**), 


5 有 ,给 出 (1,—1,i,~—1,°.) 3 信 ; 给 出 (1,0, +:, 0， 1,， 0 ， see) 因此 该 


3 0 
序列 是 鼠 :- 可 和 的 ， 但 不 是 忌 : -可 和 的 。 
6、 由 着 名 公式 
1 2>*+1 
9 1 一 2 1 一 了 
可 得 1 4 1 z(1—2"+!1) 1 


z > 
从 十 1 eo 1 一 2 《和 十 1)(1 一 2) 1 一 人 
e。 431 。 


ic 


171. 关于 A 用 晨 纳 法 证 明 。 
8.9.， (上 略 ) 
. 这 个 习题 说 明了 ， 欧 拉 方 法 并 不 是 总 能 改进 收敛 性 的 。 但 可 以 指出 ， 对 于 这 种 在 达 
条 一 - 兴 果 下 差 者 是正 的 人 x 错 级 数 ， 其 改进 通常 是 值得 芳 虑 的 。 


》 4.11 
1 一 3，《〈 上 略 ) 
4。. 取 n=1， 议 t 代 蔡 b56， 并 令 
es (X(t)) = 一 一 一 [x(a) +x(t))-— | x(t)drt 
微分 两 次 便 有 
3 (上 一 om3<800x(DD)S-( ~ QJ712 


从 ac 到 上 积分 两 次 ， 并 令 # = a+A， 便 得 


* hs hs 
m2 3 <e (x (a+h)) Sm, 5 
它 对 应 长 度 为 h= “fn 的 子 区 间 ， 并 且 共 有 +n 个 这 样 的 子 区 间 。 
5 .一 7.(〈 格 ) 
8， 可 得 到 


Ir (Ct)| - | 全 x(t)dt— 2hx(0) |= 
| -~ 


(fx war)at | 


p(x) [CL = p(x)h’ 


9， 公 式 (16) 不 含有 xXx” (0)。 
10 . 对 传 立 叶 系数 的 欧 拉 公 式 连 续 使 用 两 次 分 部 积分 。 将 能 证 明 这 些 系数 都 含 因 了 于 1/m ， 
Go 除外。 


$34.12 


1 了 上映 一 开 球 到 开 区 间 上 ， 所 以 从 381.3 习 题 4 可 推出 这 一 论断 。 一 个 。 

7 习题 1 中 的 了 ，R: 一 >R 将 闭 集 {( ED) EE =1 CR: 映 到 了 集合 R-{0} 上 ， 而 
该 集合 在 R 中 不 是 财 集 。 

3, {as20,30,40) {1+w2+w, 3 二 IE 十 动 二 {2,3,°°, 8} 

4.《〈 栈 ) 

5 1 下 =1 1= x = 上 Ty = 。 其 中 x = (6w)， 即 其 第 项 为 1， 而 其 
侠 项 为 雪 。 因 而 外人 -由 郑 &。 否 ， 由 于 光 不 是 完备 的 。 

6，(g) 若 多 (TT) 在 Y 中 是 闭 的 ， 则 它 是 完备 的 ， 有 界 性 可 从 4.12-2 得 到 。 

(4) 假设 ” :有 界 ,yE 画 (万 )CY , 克 ( 人 ) 中 的 (y) 适 合 罗 一 >y, 并 假定 xs= 二 y，。 
则 由 于 人-! 是 连续 的 且 和 是 完备 的 , 故 据 1.4-8 知 (x) 收 全， 不 妨 设 xX. 一 >x 。 据 了 的 连续 性 
有 y,=T 了 x. 一 >Tx。 因 此 y= 了 x€ 久 (T)， 于 是 多 (T) 是 闭 的 ， 其 中 用 到 y€E 旬 (TT ) 的 任意 
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性 。 

7. 从 有 界 逆 定理 可 以 推出 。 

8， 由 x ! 一 >x 定 义 的 组 性 算 子 TX >、 义 , 是 连续 的 ， 履 是 有 界 的 ， 所 4.12-2 知 它 
志 对 射 。 

9、 由 x ,一 >X 所 定义 的 T， 环 ， -一 和 1 是 对 射 ,而 且 由 于 导 x 中 1/ xi 委 c， 故 是 连 
续 的 ， 据 4.12-2 知 1 ! 也 是 连续 的 。 

10。 由 x 1 一 > x 所 定义 的 线性 算 子 TX :一 > 上 :是 连续 的 〈 见 1.3-4)， 并 且 是 对 射 。 
于 是 据 4.12-2 知 T: 是 连续 的 。 集 合 M 在 X :中 是 开 的 当 且 仅 当 M 在 怀 , 中 也 是 开 的 。 


$4.13 


1。( 咯 ) 
2。 设 21 三 (Xjs 1)，。 则 从 下 式 


上 z +z =max{l| x +x , | y+y, |} 
<max{|xi]+|x,||, | y) | + yy ||} 
<max{|xil, lyill}+max{llxs |, | yl} 


可 推出 三 角 不 等 式 。 对 于 外 。 |， 使 用 柯 西 - 许 瓦 兹 不 等 式 ($1.2) 直接 计算 便 可 推出 三 角 
不等式 。 

3.。《 咯 》 

4. 人 参见 闭 图 象 定理 证 明 中 的 第 一 部 分 。 

5， 所 2.6-10 知 T-! 是 线性 的 。T-! 的 图 能 够 记 为 S(T- 1) ={CTxyx)|xES(T7TCY x 
及。 并 且 是 闭 的 ， 这 是 由 于 多 (了 )CCX x Y 是 闭 的 而 由 (%,y) 一 > (yx*) 所 定义 的 肌 射 站 x 
Y 一 > 了 x 是 等 中 的 。 

6， 从 定理 4.13-3 立 即 可 以 推出 。 

7。 了 :不 一 > 了 是 有 界 和 线性 的 ， 有 9g(T) = 针 是 闭 的 。 因 此 据 4.13-5(a) 知 T 是 闭 的 。 
据 假 设 T-:，Y 一 > 大 存在 ，T-1! 是 闭 的 〈 习 题 5 的 答案 中 的 证 明 )， 并 且 因为 及 (T 1) = 工 
是 闭 的 ， 据 闭 图 象 定理 知 1 :是 连续 的 。 

8. (ga) 考虑 任 一 a€ 及 。 令 a 一 >a 且 as€A， 又 设 c.EC 满 足 4a, = Tc,。。 则 由 于 C 是 区 的 ， 
故 (c,) 有 收敛 的 子 列 (c,, )， 不 仿 设 c, 一 >cEC， 又 Tc 一 > 4 从 而 据 定 理 4.13-3 有 Tec= 
a€ A, z 
(6) 考 虚 任 一 bE 万 。 令 6b. 一 >b 且 6b.EB ,又 设 k. = Tb,。 由 于 KK 是 具 的 , 故 (8.) 有 收 伍 
的 子 列 (R,)， 不 妨 设 h, 一 >AE 天 ， 又 6。 一 >6，。 据 定理 4.13-3 有 Tb=hEK =T(B), 于 是 
ok 故 上 8 是 闭 的 。 

. 任 一 闭 子 集 K CY 都 是 系 的 ($2.， 5 习题 9 )， 而 且 其 逆 象 是 闭 的 (习题 8) 。 因 此 

二 过 让 的 (1.3 习题 14)， 且 据 2.7-9 知 是 有 界 的 。 

10. 了 -1! 是 闭 的 (习题 5〉， 故 有 界 (可 题 9)。 

11。 利 用 定理 4.13-3。 / : 

12， 据 引 理 4.13-5(q) 知 ，T ;是 闭 的 ， 应 用 定理 4.13-3。 
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13. | 二 是 闭 的 (习题 5)， 因 此 所 4.13-5(6) 知 ， 多 (TT) 2 = (T-!) 是 闭 的 。 
14. 部 分 和 YX ,= 2 十 +4, 有 所 构成 的 序列 (x,) 是 一 致 收 合 的 ， 到 在 C50， 1] 上 有 Xx. 一 >x。 
类 似 地 (y,) 也 一 致 收 人 化， 不 妨 设 在 C [0, 1) 上 有》 一 > yy， 其 中 y= Tx.= xXx. =U 十 十 
wu 。 由 于 本 是 闭 的 ， 故 据 定 理 4.13-3 可 得 XEB(T) 及 y= Tx = XX/。 
15. (a》 由 于 线性 算 子 把 0 上 映 成 0 ， 故 条 件 是 必要 的 。 
(0) 由 于 8 多 (T) 是 一 个 矢量 空间 ,故乡 (T) 也 是 一 个 矢量 空间 。 假 定 (x,y,)，(x,yz) 
Eg 多 (T)， 则 有 
(X,Y1)— (X,Y2) = 0, V1 ~ YES (1) 
而 据 条 件 有 y: 一 ys = 0， 所 以 负 是 一 个 映射 。 由 于 乡 (T) 是 一 个 矢量 空间 ， 故 入 是 线性 的 。 
由 于 乡 (T) 是 闭 的 ， 故 各 是 一 个 闭 线性 算 子 。 
§ 5.1 
1。 (0Q) 一 致 扩张 ， (0) 平面 反射 ， 在 空间 中 绕 定 轴 的 旋转 ,平面 到 任 一 直线 上 的 投影 
己 等 觅 射 。 
?2.1/2。 


35.4.( 梧 ) 
5. 两 个 不 动 点 X* 和 y 计 x% 的 存在 将 冀 含 着 这 样 的 矛盾 


d (x, y)=d(Tx, Ty)<al(x, ») 


6. 首先 有 a (T"x，T*y) 坊 a'd(x;》)，a< 过 1。 出 (561,61)| 一 > (8,,0) 定义 的 映射 本: 
R: 一 >R: 不 是 压缩 的 。 但 是 ?由 (651,6,) 一 > (0,0) 给 出 。 

7. 对 于 d (x1,X,)<6=e/a 有 d(T x1, TxX,)<e,。 

8. 在 (8) 中 用 m1 代替 m 可 得 到 第 二 个 结论 ， 


d (Xn-_1) Xa)Ca" lid(xXo,X1) 


9. (上 略 ) 
10 9 是 压缩 的 ， 因 为 据 微 分 中 值 定理 有 


lg (x) ~- g(y)| = Ix-ylg9’ 2) ea lr- yl, 


其 中 位 于 x 与 y 之 间 。 
11。 据 微分 中 值 定理 有 
lg(x)—- gy)| = Ix~-ylg’ Ga [x 一 


其 中 上 位 于 x 与 y 之 间 。 应 用 5.1-4， 利用 习题 9。 
12. wx = g(xs-1), 9(%) =%— f(x)/2k, 这 时 有 


9’ (x) <1- hk1/2h, <1 《见习 题 10)。 
13. (ao)xi =0.500，xs =0.800，xs=0.610。 是。 
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(6) lg'(x)| 志 3 3/8<0.65=a (由 g*(x) =0 给 出 x=1/v 8 ,1g 中 有 最 大 值 为 这 一 
a 提供 了 误差 界限 0.93，0.60，0.39 (误差 分 别 为 0.18，0.12，0.07)。(c) 1- xs 的 导数 在 
根 〈0.682328) 的 附近 其 绝对 值 大 于 1 ， 所 以 不 能 指望 收敛 。 

14. 0.707107，0.686589，0.683097。 导 数 9/ 在 1 处 为 委 ， 并 且 在 根 的 附近 很 小 。 

15， 由 于 f (2#) =0， 故 中 值 定理 给 出 


if Cx) = xz- = 1f7(€) | x 2 Sh lx- Z| (ki>0)。 


由 于 4$ 是 单 根 ， 故 f' (x) 在 # 的 一 个 闭 邻 域 N 上 不 等 于 零 ，NCtCa,5)，f' 在 N 上 是 有 界 的， 
并 且 对 任 一 xEN 在 |x 一 32| 二 1/2k18; 的 前 提 下 ， 有 
/ if (x)f” x) _ 1 
|g’ (x)| TEE hs |f (zx)| Shiksl x— | < 
16,. x=v ec, f(x)=x—-c=0, f’(x)=2%, 并 且 由 牛顿 法 可 得 所 述 公 式 。 条 件 是 
xX>V ce/3, 诺 值 为 
Xi 二 .59500000， x,=1.416667， Xs=1.414216, 
x4 = 1.414240 《精确 到 6 位 小 数 )。 
17。 当 m= 1 时 是 真 的 。 假 定 公 式 对 任 一 m 之 1 都 十 成 立 的 ， 则 有 
d(T"+ix, S"+ix)<d(TT"x, TS"x)+d(T Sx, SS"x) 


1—-a” 
中 
1 一 C 1 


<ad(T"x, SX%) +7SRa7 


18. 所 假设 x* = x= 了 "x， y= SS"y， 又 据 习 题 17 知 ， 有 
d(x,y) =d(T "x, Sy Ea(T x, Ty) +d(T"y, Sy) 


天 
一 忆 


<&a d(CxX，y) +7 
因此 有 
(1 ~ a') d(x, Yn 


ey -a" 除 便 得 所 要 求 的 结 灯 。 
， 该 公式 是 对 y。 的 一 个 误差 估计 ， 且 从 _ 


d (x, yesd(X 7 ” yo).+dad(T yo0， 9 “70 ) 


< d(y,o, 7 yo) + 
1i—a 1 一 


OC 


< ~ --[d (yo, Sy )+D 门 + 二 一 2 
1 一 a 1 一 


20.(o) 若 &<1。(b) 由 微分 中 值 定理 得 . 
ITx—- Ty = Tx-y 
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其 中 位 于 x 与 y 之 闻 。(c)》 否 。 


$5.2 


2 1.60 1 .94 
2, Ca) | | (0) 是， | | 0.146，0.219， 误 差 为 0.120。 
8 ) 。 2.70”，、2.88 


0 0.20) “1.60 1.976 四 
(c) C= ， 是 。 | |， ，0.094，0.094， 误 差 为 0.024。 
0 0.06) 2.88 2.993 
3 . 1.00 7 0.9375 0.90625 
1.00 | 0.9375 | | 0.90625 
(a) | 
0.75 | 0.6875 0.65625 


0.75 ,，`0.6875/, `'0.65625 /， 
1.0000 ， /0.9375 


0000 | 0.9063 
(D) 和 二 要 
0 .7500 0.6563 | 


0.6875 ， .0.6407 ， 
4. 据 (5) 及 盖 尔 斯 果林 定理 可 得 ,对 C 的 每 个 特征 值 人 有 Il <1。 数 4 为 RK=71-C 
的 特征 值 当 且 仅 当 4 = 1 4， 其 中 4 为 C 的 某 一 特征 值 。 因 此 ， 人 = 上 -Hi <1， 据 此 可 知 
/AAA0。 | z 
5. 对 应 于 这 两 个 方法 的 两 个 序列 为 


| 2 | 0 和 
| 9 | ,| 2 
| 2 ” 、 0 ? |s 7 


1 12.01 [1.2500 1.0312500 
| 1.0 ， | 1.1250 1.0781250 
0.8125 /， 9 


0.5 ， 0.9453125 
6. 对 于 雅 可 比 和 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 ， 分 别 对 应 着 十 阵 


0 0 -1 0 0 -1 
1 0 0| 和 |0 0 -1 
1/3 2/3 0 “\o 0 -1 


前 一 个 矩阵 的 特征 方程 为 4 + 4/3+2/3=0。 用 和 牛顿 法 所 得 到 的 第 一 个 特征 根 为 4, = -0.748， 
于 是 另外 两 个 特征 报 的 绝对 值 必 小 于 1 ， 因 为 它们 是 一 对 共生 复 数 且 三 根 之 积 的 忽 对 值 等 二 
2/3《〈 特 征 方程 的 常数 项 ) 。 另 一 矩阵 的 特征 值 是 -1 和 和 0。 
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7. d(Tx,T2)=3 |3 cent-e) | 
上 至 1 


和 过 过 
I™ 14= 1 


| 


Con 


旬 
<( max > Cik 
骂 j= 1 


2 |-5, | 
8， 据 柯 西 - 许 瓦 效 不 等 式 ($1.2) 有 


二 旨 和 
d(T x,T 2):= 3[ ,zeus 一 5 


< 了 [三 cs: > (5 一 2] 
= := 一 1 


j= 1 


-| 3 ZS cn” Ja ca) 
jel A=l 


9. 在 (10) 中 有 D-!=diag(l/a)。 
10。 例如， | 4 .8 0.1 ) 


$5.3 
1. 应 用 微分 中 值 定理 。 
2. 这 可 从 下 式 
sinxs -sinxi 二 9 sin xX? 1 cos a ] 


<2| 天 5 一 .1= EE 


得 出 。 虐 ipschitz 条 件 比 可 微 性 弱 。 

3. 在 包含 1- 轴 (x =0) 上 的 点 的 区 域内 不 满足 。 

4. xX(0)=xoE0, (0)=0, x(t0)=x。 (to 0)。 

5. 据 (2)，， 解 曲线 必定 落 在 穿 过 (fu,x) 的 两 条 直线 之 间 ， 并 且 这 两 直线 的 斜率 为 
- c 和 cy 而 对 于 任 一 满足 | 一 to| 之 b/c 的 1E[to 一 a，to + ao]， 该 曲线 不 能 离开 全 。 此 外， 
BR = a 过 1 意味 着 了 是 压缩 的 。 

6 ， 对 于 任 一 xE€6 ， 存 在 x.€6 使 得 当 n 一 > oo 时 有 d(x.，x) 一 ->0。 因 此 有 


Ix(t)—xol IX) — Xx) + |x.(t)— xol 
<d(x,x,)+ ch—>ch 


7， 课 文中 的 证 明 表 明了 ， 对 于 新 的 选择 ，7 仍 是 C 到 自己 的 一 个 压缩 。 
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8 xi)=t+(1/3)13+ (2/15)15+ (1/63)t’, x(t) = tanrf。 
9， 在 含有 yx = 0 的 一 个 区 域内 不 满足 。 
10. 否 ，xs(t) =max{0,t |t| /4}, x,(t) =max{0,t |t| /4}, 


$5.4 


1. 我 们 得 到 


XxX tt) =vu(t) + HR er(l+ LT+eee 十 有 ~ 1), 


(1) v(t) + Ht he', ho=( e-rvird 
x =v 1 oe ， ,=|e VCT)GT。 
2， 将 给 定 的 方程 写 为 x = Tx。 便 定义 了 映射 修 ，C [co 6 一 > C [a、62， 则 据 


ITx(t) -Ty(t)| <Iu| (6-a) Imax| x(t)— y(t)| 
<dl(lx, bb 


知 了 是 压缩 的 。 
3，(a) 非 线性 Volterra 方 程 


x(t)= xX, 1， Arx(oD)dr 
(5) 经 过 两 次 微分 便 可 验证 该 方程 为 
X(f ) = | (t—-rt)flr, x(r drt(t -10)x1+ Xo 
-0 


4。 (上 略 ) 
5 (a) x(t)=1+H+H + =1/(1- 4).。 
(5) 该 积分 是 一 个 未 知 常数 c。 因 此 x (1)=1+ kc。 将 它 代 入 到 积分 号 内 , 便 得 到 ec = 
1/(1— KH)o . 
6 ， 该 积分 是 一 个 末 知 常数 ， 因 此 x(t) = 5 (1) + RR,。 将 它 代 入 方程 便 有 


5(t)+ Ro — pc Ce Cr) + kdrt= ff) 
由 此 可 解 出 &。， 利 用 这 个 如 便 得 到 


x(t)= p(t) 十 及 = H(t)+ ke (odr 
: " 1 一 uc(b— a) ， 


对 于 iphc(- oa)1<l1， 即 | 入 1/c(O 一 0)， 右边 的 表达 式 可 展 为 4 的 守 级 数 。 如 果 我 们 选取 
c 使 得 (bz ec， 并 选取 5 满足 lv (人 )| < 之 5(+), 则 该 诺 伊 曼 级 数 就 优 于 (1 ) 中 的 Neumann 


级 数 。 
7.8.《 咯 ) 


和 可 
9 ki) =0 Ros) =0°, z(t)=00t)+ po) k(t,T vr) dr 


§6.2 
1 ， 当 且 仅 当 xEY 〈《 据 2.4-3)。 
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2 设 6= 9(x,y) = infd (x, y)。 由 于 d 连续 地 依赖 于 y， 故 它 在 紧 集 上 的 某 一 y。 上 取 


最 小 值 ( 见 2.5-7)。 因 此 6 =d (x, yo)， 并 且 据 定义 ，yo 是 x 在 Y 中 的 最 佳 殉 近 。 
5， 这 个 可 从 三 角 不 等 式 推出 ， 事 实 上 ， 令 B= (B,，B,,*…,B.)， 利 用 $2.2 中 的 (2) 
可 得 到 
flo)-fPIENEB-anNel <max| pb, oar > esll 


4. 设 上 =1-4， 则 x=4xX+AX 且 


| 
<Alx- Sal +ullx- Ebel 
=Af(a)+ 4f (8) 


， 取 x=(1,0)，y= (0,1) 便 有 上 x+y := 2。 
. 6=1，y= (1,0)。 本 题 说 明 对 某 些 点 仍 有 趴 一 的 最 佳 通 近 。 
,|| (1,0)+ (1,1)1 =2= | C1,0) 1 + | (1,1) 
. (a) (1,1), (1, — 1); (6) (£1, 86,2) 适合 2 一 V9 二 1 夸 V 2， 上 = + 2。 
，(a) (0,0)，(5) 线 段 £1 =0，--1<<6, 所 1，(c) (0,0)。 
10. x = (2/3, 1/3,; 0,0, 00), y= (1/3, 2/3, 0,0, :0), xi=1, (yl=1, 
lx+y| =2。 
11， 从 引 理 6 .2-1 立 即 可 以 推出 。 
12. 据 三 角 不 等 式 得 


lax+ (1—-a)yl 1 


如 果 该 式 对 某 个 a = aoE(0,1) 有 等 号 成 立 ， 则 据 3.2-1 知 aox 与 (1- ao)y 是 线性 相关 的 ， 
不 妨 便 


| 


aoxX=c(1i-a0o)y, cc~>0 
因此 有 
| x =e 二 1 y1 
因为 | xj = 1 yy 上 =1， 故 c(1-ao)/a=1。 此 时 便 有 x = 。 这 与 * 硬 y 予 盾 。 为 证 明 充 分 


性 ， 只 要 取 a = 1/2 便 得 到 下 x+y | 下 /2<<1。 
15. 我 们 站 


x1= ix-ix, yi1= yl~iy, a= 和 xx+yi) 
便 有 | 上 xi | = | yi1 l=1，, 且 给 定 的 等 式 提 供 了 


lx+yll -| x 
| x+ 1 yl -| [+ Wy EE | 


= laxit+(i—a)yl 
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由 于 基 是 严格 凸 的 ， 据 习题 12 有 xi = yi， 因 此 有 x = cy， 其 中 c= | x |]/ 中 yi 上 之 0。 

14. 知 假 设 条 件 成 立 但 涉 不 是 严格 凸 的 , 则 由 严格 凸 的 定义 ,和 存在 范 数 为 1 的 xX 和 和 六 2 
且 潢 足 上 x+ >| = 中 x 用 + | yl。 握 假设 x = cy 对 某 个 实数 c>0 成 立 , 故 外 xx 外 =clyl|= 
1，c=1，x= yi 但 这 与 x 看 yy 矛盾 。 

15， 从 以 下 事实 立即 可 以 惟 出 ; 在 严格 同性 的 情况 ， 单 位 球面 不 含有 直线 7 段 。 


$6.3 


1 从 包括 (1) 的 论断 便 可 推出 ， 它 是 说 《1) 中 的 个 行 矢量 是 线性 无 关 的 。 

2. (a) 是 . (4b) 合 。 

35. 这 些 是 (1 ) 中 行列 式 的 列 矢 量 ， 在 线性 无 关 的 情形 下 ， 该 行列 式 正 好 不 为 零 。 

4. 设 让 (ti) =ao+caf+…+ait 1l 若 在 ff 1 处 取 指 定 值 Pi AP， 则 便 
给 出 1 个 条 件 p(t)) = Bi，7 =1,2,…,n， 该 方程 组 的 系数 行列 式 是 一 个 不 为 零 的 范 德 蒙 行列 
式 ， 因 为 诸 与 互 不 相等 。 这 就 唯一 地 确定 了 系数 gao, Qi ,0-10 

5。， 否则 ， 存 在 y。€7 满足 : 


[ix 一 yo <min Ix(t)) — y(t)l 


则 y。 一 yY=YX 一 和 一 (yeEF 在 np+1 个 点 ffaytsil 处 必定 和 x 一 >y 取 相同 的 符号 ; 因 
此 它 必定 在 Ca, 所 中 的 n 个 或 更 多 的 点 上 为 零 ， 据 哈 尔 条 件 这 是 不 可 能 的 。 
6.y(1)=1- (e-1)t 在 0 和 1 处 有 偏差 0， 且 在 t=1ln(e--1) 处 有 极 大 偏 荐 Rh=2et+ 
(e 一 1)lin(e 一 1), 在 该 点 (e' 一 (1)) =0。 因此 得 到 y(t) = 了 (1) -/2， 偏 差 G = /2 = 0.11。 
对 于 由 1+ t 所 定义 的 台 劳 多 项 式 ， 其 偏差 楼 大 的 多 (0.72) 。 
7。 jy(t)=t 在 0 和 1 和 x (1) 是 一 致 的 ,并 且 (x(t) 一 y(t))/ =0 给 出 了 cos (xt/2) =2/7， 
t=t, = (2/rx)arc cos(2/r)=0.56。 此 外 ，x(to) 一 六 (to)=0.211。 y(t)=¥(1t) +0.211/2。 
8.a, 是 弦 AB 的 斜率 且 在 c 点 的 切线 与 弦 平 行 。》 表 不 
与 4 8 及 切线 保持 等 距 的 直线 ， 见 图 P 2， 此 处 x”(t)>0。 
9. 把 6,, ,8, 看 作为 函数 x 在 ft 的 r 个 值 ， 并 
且 把 py1,,*…,P,，《k& 固 定 》 看 作为 :在 1,…, 的 值 ， 则 可 
看 到 ， 在 y= Qs 中 519 2 对 应 于 Ql Qs "Ons a c 
并 且 (1) 成 为 | / 1 
Pi Viol J 


Le = 


Pris Pris2 ** Pi, 


Pils pi,s 机 Vin 


其 中 {ji， jf29 “*, 1 } 是 从 fl1， 29 “9 r } 中 取出 的 ”个 数 。 
10，max { I- 引 ，[2 一 绰 上} 将 是 极 小 。 若 画 出 1 如 5 一 1， 2 一 4 外- 亲生 寺村 
小 在 E = 3/5 取 到 ， 从 1 一 6=46 2 可 以 得 到 。 见 图 3。 
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§6.4 
1. Toe(t)= 321° ~ 481*+18t1°—1 
2. 由 (8) 及 (11*) 有 
y(t) =13+1t2- T(t)/4=1t2+31/4 
极 大 偏差 为 1/4。 
3。 在 50，z] 中 的 bi = (27 一 1)x/2n,， /= 


1，。*en 上 有 cosn0 =0,， 且 t=cos0， 所 以 零点 
是 t=cos [(27— 1)x/2n)。 


图 p3 习题 10 
4， 7 了? ,的 相 邻 零点 为 
《as) — (2k— lx Wd (2R+ Dx 
it, COSs— gr 9 fir1= COS Dn 


现 证 了, 在 "~ = cos 《2 一) 下 处 的 第 个 零点 位 于 上 两 个 零点 之 间 。 由 于 余弦 函数 


在 〈0，z) 故 只 须 证 明 


| 2 tl 


让 可 。 前 一 个 不 等 式 是 显然 的 , 而 第 二 个 不 等 式 等 价 于 28<2n 一 1， 由 于 kns 故 该 不 等 式 成 
立 。 由 于 TT, 及 个 零点 ， 所 以 存在 有 n 一 1 个 由 相 邻 零点 所 分 成 的 区 间 ， 每 个 这 样 的 区 间 都 
含有 了 -1 的 一 个 零点 。 又 由 于 了 ,-: 是 ”一 1 次 的 ， 所 以 它 不 能 有 更 多 的 零点 ， 故 证 明了 我 们 
的 断言 。 

5. 否则 ， 气 (10) 了 .-: 将 在 同一 个 点 等 于 零 ， 重复 这 一 结论 ， 将 会 得 到 ， 对 某 个 上 有 
了 (1) =0， 而 由 于 To (ft) =1， 这 是 不 可 能 的 。 


b + 0-a 


6. 设 x(7) = Bur" +…，rE[a， 的 。 人 tecC- 1，1 且 有 


X(T) = ?af + “多 内 中. 一 


由 于 过 1 时 人。 的 首 项 系数 是 2*-: 且 j| 全 ,| =1， 故 据 定理 6.4-3 知 
xp = 8 -60) 


8 一 on-—l D2n~1 


7， 设 v(0) = cosn0， 则 vw +n2v=0。 置 1 = cosl。 
8， 若 a 或 6 是 负 整 数 或 零 ， 则 级 数 变 成 有 限 和 。 若 令 t = 一 -cos0, a=—n, b=n, 
= 5-， 则 由 超 几何 微分 方程 可 得 


dv 
add’ 


+n:v=0 
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这 里 w(z) =z(0) 。 解 v( 的 = 了 了 ,(cosb) = cosn0 由 v(0) = 1 及 5( 0)=1 确 定 ， 其 中 p= 98 ， 
0 = 0 与 r=0 对 应 。 我 们 有 ww(0) =1， 还 有 


dw _ dv dt _ nsinng 四 有 
1 


这 与 从 超 几 何 级 数 所 得 到 的 w/ (0 ) = 一 2n: 是 一 致 的 。 
9， 置 1= coslg， 则 可 看 出 积分 变 成 


| pcosn cosmt (— sin0)dg 
10。 从 欧 拉 公式 〈 见 4.7-5) 得 到 


Qs =- -| (0)cosn0ad = < 二 cos ngdl 
J 一 家 并 0 


rscost 
Te 一“ Cn=1,3,5,°°) a 


1 天 4 
TT 4 1 ” -2 Tt) 
z(0)= 7 -4 (cos0+ 了 cos3g+ 2- [Tt + 二 TaG)] 3 
J 


十 2 COS 50 + se ) 一 一 
因 P4 习题 10 


arc cosi = Tt TD +t) + 
见 图 PP 4。 


§0.5 
1.2.《 咯 》 | 
3. 利用 定理 6.5-1 和 线性 无 关 集合 的 子 集 是 线性 无 关 的 事实 ， 便 可 证 得 。 类 似 地 > 
GYis 9 Voy Ja+19 yp) = =0 
4. G(x。》) 之 0， 此 外 ， 当 且 仅 当 {%， 是 线性 扯 关 集 时 有 GG (x，,》) = 1 xxl? yl? 
| <x， yy> “= ， 
5 . wn = 1 时 不 等 式 成 立 。 假若 它 对 任 一 ”者 成立， 利用 (5 )， 并 将 x 换 成 y。+1， 便 得 
到 | 
G (yy1，。"， ya+l) = Cr (yo+1y V1 Ys) = 2 | 2 0 (Yi ye) 之 0 
现 从 定理 6.5-1 立 即 可 得 到 第 二 个 结论 
6 xx=y+z， 其 中 > span{yi… ye ， 并 且 
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《<2,2> 0 “0 


0 CV V1 0 KY Ys 
G (X,Y 0 Ys) 一 Gr (2 V1 3 ) 一 


0 《yoyi> 《yeye> | 
= | z1 2G Ci y,) 


7. 利用 《5 〉 和 下 面 的 不 等 式 ， 由 定理 6.5-2 关 于 z 的 解释 这 些 不 等 式 是 显而易见 的 ,有 


min | yi— QariYiri— "~ Goya | 
辣 


min | ys ~ PariVari ~ eo— Puy | 
min | Vn— Qnt+l m+i+1 一 2 一 人 an | < ] Vn | 


G (yi Ys) GV) < 一 
G (V1 Ym) S， CE DS < 


Gr (ye … Ys) ee 
< G (ys.) SG (Yori » Ys) 


从 而 由 习题 7 立即 得 到 所 要 求 的 不 等 式 。 等 号 成 并 当 且 仅 当 
mi | ye 一 Carlyarl 一 人 一 eye 外 = 站 ye 
由 此 可 得 y。 AM:， 遇 
min 由 yo sr yor — 0 — Gy | 
= min yom Bariyari — ** — Bey 


由 此 可 得 ys-1 上 M,;, (k=m-1), ya- M，(CR= 雪 ~~2) 等 等 。 

9 。 从 习题 8 立即 可 推出 第 一 个 论断 ， 为 证 明 第 二 个 论断 , 取 y = (ai …，Qia)。 则 从 类 
似 于 行列 式 乘 积 的 公式 直接 可 推出 (det4)2 = CG (yy)。 还 有 《yy17> =aj。 

10。 由 定理 6 .5-2 推 出 。 


》6.6 


1.， n+3。 
2 ， 据 定理 6.6-1 可 证 明 存 在 性 及 唯一 性 。 { Yo; yntz } 是 一 个 基 ， 其 中 yorl(h) = 和 
yrs (tt) 一 村。 

3。 我 们 求 得 

-21:—-1:, -li&t<0 

y(tf) = : 
213 -12, 0<f<1 
4. g(t) =x(t) -Th)/s=t: -1/8, 
二 443 。 


5，1/8 对 1/16， 但 这 与 契 比 雪夫 多 项 式 的 极 小 性 并 不 矛盾 ， 因 为 样 条 函数 不 是 一 个 多 项 


《上 略 ) 
.yt) = 41 /ns +3t/r, 
.曲率 是 x”/ (1+x’)3/2。 若 |x7/| 很 小 ， 则 它 近 似 地 等 于 x”。 
. 正 交 性 《y,x-y>，=0 列 含 着 
力 (X 一 yy) = p(X) p(y) 之 0 


所 以 p(x) :之 p(y)*， 此 风 (6 )。 
10。 可 以 得 到 
Ix—-yl3= <x-y,x-y»y>, 
= 《XX%> :一 2《X- yy>-《y，y> ， 
= p(X%)° — p(y)? 


(OD 0 下 0 


p(x)? 
$7.,1 
1. 3, | | al 3 sr | j G 一 0， | | 
1 4 ) ft —: 

2. 首先 有 

4xX=4xX (x 二 0)，x7TAX=xThx =Ax7Tx。 因 此 得 到 

_ xXxiAx 

“= X7X 


对 YX 是 实 的 ， 而 由 于 分 子 W =XT4x 满 足 
NW = NT= (XT4x)7= (xT AX)T 
=x7 ATx =xTAx=N 


故 也 是 实 的 。 
3. 首先 有 4x = 4x(x 失 0)，274X=574x = x7x; 因此 有 
_xiAx 
-2 


x7x 是 实 的 ， 由 于 分 子 和 =x7Ax 满 足 
N= NT= (GrAX)? = (xT AX)T=3r ATX= -x Ax=—-N 
故 是 纯 虚 数 或 专 。 
4。 因 为 
Ax=/ix(x0)O(Ax)T= x AT = AxT 
x7 A-1= 和 
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把 第 一 个 等 式 与 最 后 一 个 等 式 相 乘 ， 便 有 
x 4-14YX= AxTAx—XTX = | 让 ?xix, 
由 了 Xixa0， 故 4 ?=1。 

5. 从 习题 2 和 4 可 以 推出 。 也 可 看 3.10-2。 

6. 若 a 人 +ae-ihn -I++ao=0， 则 诸 根 之 积 为 (-1) aoy/a。 而 对 于 特 任 多 项 式 有 
us= (一 1)"，。 且 a。 = det 4; 诸 根 之 和 为 -as-i/as， 由 此 便 得 第 二 个 结果 。 

7. -4 ! 存 在 当 且 仅 当 det4 六 0, 由 于 det4 是 特征 多 项 式 的 常数 项 , 故 detA 是 4 的 nn 个 
特征 值 的 积 , 这 时 要 求 特 征 多 项 式 的 首 项 系数 为 (-1) 。 为 了 得 到 第 二 个 论断 , 只 要 在 AxX, = 
xf 的 两 端 左 滋 上 4 ! 就 够 了 。 

8. 注意 4 :的 特征 方程 可 号 成 

(qz22 ~ LH)(a11 ~ H)-G120s1=0 
其 中 以 = A1D, D=detA = /1,, 于 是 有 
A=H/D=4/A14, =1/M\s 
等 等 。 | 
9， 利 用 归纳 法 ， 并 用 44 左 乘 4n-1xXi = 4,"-!1x,， 便 得 到 
4 "Xi = Aim-1XI = A 14X) 
10。 用 归纳 法 。 对 于 任 一 零 次 多 项 式 结论 为 真 。 假 设 结论 对 于 任 一 mm- 1 次 多 项 式 ps。-i 
亦 真 ， 出 
pe-1 (A)Xj= pe-i hi) Xi 
则 对 于 任 一 m 次 多项式 pn»， 出 习题 9 有 
pa(A)X1= [R.A" + pa-1(A)%; 
= Ra Xit pe- (hi) XI 
= pa(hi) Xi 
11。 由 于 x; = C yy， 故 有 
C-i1ACy= CiAxi= C-ihj%) =Al,C-1x,) = hjYyi 

12. 4=1，(1，0) 7 。 

15. 4=1， 代 数 重 数 为 mw， 几何 重 数 为 1， 特 征 矢量 为 《1,0,0…，0) 。 

14. 设 了 ,为 4 的 对 应 于 特征 值 1, 的 特征 空间 ,并 设 dim 了 ,= mw 则 4 将 Y。 喘 到 了 。 中 。 
设 有 ,是 这 一 有 鼎 射 了 一 > 了 ,的 佐 阵 ， 则 有 

det(A,—Alo) = (ho — 4)" 
(7 是 m 阶 单位 矩阵 ) 且 它 是 det (A - 47) 的 一 个 因子 , 于 是 从 代数 重 数 的 定义 可 得 所 希望 的 
结果 。 
15 Tx=x’/= 和 x， 和 =0，x(t) =1， 因 为 在 和 万 0 时 x (1) =e*' 不 是 一 个 多 项 式 ， 代 数 
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重 数 为 几何 重 数 为 1。 


$7.2 


1.。0(7) ={1}=o,(1)， 对 应 于 1 的 特征 空间 是 六 ， 且 1(7) = (1 一 入 "11 对 一 切入 1 
是 有 界 的 。 

2。 从 诸 定 义 可 直接 得 到 。 

3.《 旷 ) 
4。. 示 示 了 的 矩阵 的 后 n 一 9 行 与 前 m 列 的 交叉 处 的 元 沉 为 零 。 
5. VV,=span {es Cnr:s**e } 
6. 由 和 Eco,(T) 可 得 MEo,(T ,)， 扩 张 不 仅 保留 已 有 的 特征 矢量 ， 还 有 可 能 引入 新 的 特 

7。 设 XEc,(T ,)， 则 T,，-! 存 在 且 其 定义 域 在 半 中 不 是 稠密 的 。 而 多 (7 之 2(7 ) 意 
味 着 多 (T1700) 刁 多 (T) 及 多 (T1414) 忆 名 (T ，)， 故 多 (T ,) 在 六 中 不 能 是 稠密 的 ， 并 且 和 AE 
0 

. 设 AEo。(T)， 则 T ,~ 存在， 无界 且 其 定义 域 多 (TT ,) 在 XX 中 称 密 。 由 于 个 ! 是 ! 的 
下 所 以 有 2B(T)C2B(T ,)。 因 此 %B(T ,CRT ,1)。 于 是 . 罗 ( 人 ;在 和 中 向 密 
由 于 人 :是 无 界 的 ， 故 要 末了 14! 无 界 〈 此 时 和 ME€0,(T 1)〉 ， 要 末 T 1 ! 不 存在 (此 时 有 
和 Ea (了 1)7》 。 

9. 设 AEp(T)， 则 人 1 存在 且 有 界 ，. 多 (人 ) 在 居中 是 稠密 的 。 因 此 ， 了 人 :存在 ， 
有 界 且 其 定义 域 多 (T 四 和. 克 ( 了 可 以 在 蕊 中 再 密 《〈 则 XEp(Z ))， 也 可 在 下 中 不 稠密 ( 则 
和 Eco,(T))。 

10. 首先 有 


pUo,UYUo.Uo.=piUo, Uo,. Uo,, 

等 式 左 端 诸 项 是 关于 算 子 了 的 ， 而 右 端 诸 项 是 关于 了 的 。 据 习题 6 和 8 有 
o ,Uo.Co, Uo,, 

因此 ， 由 于 等 式 右 端的 诸 集 是 不 相交 的 ， 故 可 得 所 希望 的 结果 ， 


pUo'Do,, Up 
$7.3 


1.u(T) 是 v 的 值 域 ， 而 由 于 "是 连续 的 ， 在 紧 集 60,1] 上 有 极 大 和 极 小 值 ， 故 c (: ) 是 
个 闭 区 辐 。 

2， 例如， 了 Tx=vX， 此 处 v(t)=at+ (b— qa) to 

{A}o 

Oo ) = (0)); o (TT) 是 闭 的 ，o (7 ) = [0,1j。 

， T,(1?) 在 中 稠密 ， 因 此 和 起 01,(1 )， 所 以 和 Eo ,TT )。 

。 由于 C 是 可 分 的 〈 1.3-7)» 所 以 KK 也 是 可 分 的 ， 该 (a)) 在 民 宣 也 密 ， 册 应 Qi 是 工 


DN 


* 440。 


的 特征 值 ， 且 o (了)= 大 。 
7. 设 风 二 TH 且 y= 了 ,x， 则 


[yl = x -Txl x TT 
因此 有 


I RAT = sap el/ yl YA HT 


8. 入 = 一 n?* (n€WN ) 是 特征 值 ， 寺 是 谱 无 界 。 
9. (a) jj7 = 利用 7.3-4。(b) 7 X= (6 -Msi Es — AEs) =0,Y = {xEXIx= 
(ay aA, aA, EC}, 


10。 人 否 ， 因 为 (1，A，A 人 Mo) 是 1 (< 上 + 00)。 


S37.4 


1. 关于 《六 一 和 DCT -4pD= (TT -4D(T -和 A1) 取道。 
2. 我 们 有 


3， 由 于 R,(S)S,=J, T,Ri(T)=1, 故 有 


RIC(S)(T -SRICT)= RIT -SRT) 
= (Ri(S)T 1- DRT) 
= R,(S)— RT) 
4. 假定 有 可 解 性 , 则 x = p(T )-!1y; 其 中 p(T)-! 定 义 在 整个 XX 土 。 因 此 0€p (p(T ))， 
0 和 co (p(T)) = plo(T))， 并 且 对 一 切 4E0o(T ) 有 p (4) 二 0。 肥 之 ， 若 对 一 切 4Ea (上 人 ) 有 
p() 夺 0， 则 0Ep (p(T ))， 且 将 7.2-3 用 于 p(T ) 知 p( 荆 )"! 定 义 在 整个 六 上 上 ， 故 对 于 一 切 》 
都 可 解 。 
. 《上 略 )》 
， 若 该 第 阵 有 x 个 不 同 的 特征 值 。 
， 利 用 7.4-2。 
. -1, 1。 
. (a) 对 于 | 镍 之 1 可 得 


RT)= -A T+T(U+ATItA 十) 


t(D 0 -= DD 本 


故 有 
RCT)=-41--T)-(0-D-7 


对 于 任意 的 4 志 0，1， 它 都 是 成 立 的 。 
(b) 旋 ( 了 ) = 人 2-T =0，bpG4) =42 一 4=0。 
40.10,1。 对 应 的 特征 矢量 为 
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(ij —1i,0)7 及 (1,1,0)7, (0,0,1)7 
因此 特征 空间 萎 起 6152 平 面 中 的 直线 6, = — é1 和 平面 5， = 上。 。 


37.5 
1. vo(T)=1{0}， 根 据 (10》 得 到 。 
二 1 
2. RiCT)=— 三 i4 -1 对 每 个 41 志 0 都 成 立 。 
3, (1~ 142)-1(A + 47), 
4. 咱 结 论 】 "和 上 工 有 "， 风 2.7。 
5. 从 (10) 可 得 到 
rA(ST)=1lim) (ST) Ii/*=1im|l S"T"Ii/e 
<lim) Si/lim| Ti/*=r,(S)r,(T) 
6 ， 对 于 和 定 许 


0 0 1 2 0. 0 
5 - 7 - s7-| 
1 0|， 0 0 1， 1 2 
可 得 包 r (9)=0，r。( 了 了 )=1， 但 ro(S7)=2。 
7. 


T=2， T2122=vy2， 7T3!1/3= 3Y4， 等 等 。 
8、 由 舒 尔 〈Schur) 不 等 式 立即 可 得 
r,( 4)<[3 2 |assl ? | 
9. 利用 (10) 和 $3.10 中 的 习题 15。 
10， 由 将 "后 上 及 站 直下 代目 可 得 gs<boo0。 
只 要 注意 a 是 有 限 的 即 可 。 设 20 且 b6。/m<a +%， 则 每 个 EN 莉 可 号 成 n = gm +r。 其 中 ?是 
满足 0 之 r<m- 1 的 整数 。 记 6。=0， 则 有 | 


b， Dopmtr 过 gon +or 
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gmtr gm+r 
?1 gmtr 7 
办 此 有 
a < lo to mr + 0 
3 m+r L 
于 十 有 
bs -lna: _ in 1 ya 
n 1 
且 (an/)= (| 外 了 ,外 :9 收敛。 
§7.6 


1, dim 入 < co 二 2 .4-2。 


448， 


2. 我 们 有 


中 xy =max |x(t) yt) 
<max|x(t)| max |yCt)| ix) yl 


5. 利用 上 x 上 =max( 上 |,…, |s.| )， 并 用 


《51， 5) (7 1 9 °° 775) = (£17 19 "°°, E71n) 


定义 乘法 。 

4，(c) 一 切 x 半 0 (9) 对 一 切 1€[a, 拉 满足 x(t) 夺 0 的 所 有 xXx， (c) 一 切 注 秩 的 n x n 阶 
定 阵 。 

5. 《〈 酷 ) 

6. -1，1]JCR，x 的 值 域 。 

7.《 咯 》 

8. 我 们 有 y= ye = y(xz) = (yX)z=ez=2o 

9. XxX ly=X iy(XX1)= xX Ix yxX l= yx i, 


10. 若 x,yE4 可 以 与 4 的 所 有 元 交换 ， 贝 则 xy 和 ax + By 亦 然 。 此 外 ， 由 于 qs 5bEC 可 与 
每 个 xE€.4 交换 ， 所 以 它们 彼此 亦 可 换 。 


$7.7 
1， 定理 7.7-1 的 明显 结果 。 
2. 由 (1) 得 
_ __ 8 J = 入 | | 2 

lie- -t-e-al= lx + tm l,lxl'=7 
， 定 理 7.7-1 的 直接 结果 。 
.OoO(xX) = {a,0} 
. 《路 》 
。 与 7.4-1 中 的 证 明 一 样 。 
.否则 ，4 将 包含 一 个 x*， 它 对 一 切 1EC 都 不 满足 x = 4e, 所 以 对 一 切 4EC 有 x - 4e 羡 0， 
有 0 (x) = 及 ， 这 与 定理 7.7-4 了 矛盾。 

8 . 设 xoEC 且 XEC 满 足 


mm DD ns 


1 
党 一 次 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


则 

otel = aoe a NS lo le «ol < 
于 是 由 习题 1， x tx€EG, 并 且 据 定理 7. 7-1 有 : 

wo = (Xo 1) i =et 号 (2 一 xi 
从 而 可 以 得 到 连续 性 : 
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Hx!i~xo i = Cx-ixo ~e)xo -1xo-!i x-ixo。 -el 


= ollE (ex!) 


< lil le-xixh! 


_ xo ie~-x。o- x 
1—- We-xo™ 1x| 

<21xo ie-xo>ix| 

2 xo 1 ?zs—-xol 


9 基 同 华 一 % 于 0。 据 假 设 ， 对 某 一 vE4 有 zx = e。 则 zs0， 合 则 0=zx=eo。 令 xv=w, 
则 w 关 0 。 谷 则 


UVU= eVU=vVXV= VwW=0 


根据 修 厂 ， 对 某 一 YE 4 有 yw= e， 妇 yXv=e。 因 此 v 有 一 个 左 逆 yx 和 一 个 右 逆 x。 这 两 者 是 
相等 的 〈 见 》7.6 中 习题 8)， 即 yx = x。 邮 于 yxv=e@e《 见 前 )， 收 有 xv = e。 它 与 v% = kb 合 在 
一 起 便 让 明了 任 一 x 寺 0 都 有 一 个 遂 。 

10。. 柯 西 序列 是 有 界 的 〈 见 》1， 4 的 习题 4 ) 9 且 由 $7. 4(6 ) 知 


| |X Ye — Xanyn | 入 | (Xs— Xo) y, | 十 | Xe (Ja 一 Ys») | 
Sx xoll yl + wo dH.y, — -ye | 


这 就 让 明了 (xy 是 柯 西 序列 。 者 xs 一 >%， -一 > 则 由 此 可 知 
| xy = xy y+ 
于 是 使 证 明了 X,Y, 一 > Xx。 
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. 《 政 ) 

2， 若 (x,) 有 界 ， 则 它 有 子 列 (70 使 得 (Ti; 区 ) 收 剑 ， 县 (yn 有 于 列 (1 全 各 (Tie 收 
伍 ， 于 起 (了 ;ze 十 了 :ze) 收 仇 。 

3。 尖 虚 任 一 了 TE C (X,Y 了 〉, 据 1.4-6(a), 在 C (XX， y) 申 存在 序列 ( 守 按 日 6X， y ) 中 
的 范 数 收敛 到 全 。 因 此 据 8.1-57 是 紧 的 ， 即 PEC(S 7)。 

4， 由 8.1-5 知 C (了 ,了 ) 在 B ( 革 , 了 ) 中 是 闭 的 ， 因 此 由 1.4- -7 及 2. 10- -2 知 ， C ( 基 , 了 ) 是 
孝 备 的 。 

9 。 《上 星 》 1 ， : | | ， 

6 . M 有 和 洗 ， 因 此 ， 着 人 是 紧 的 中 则 元 QZ 也 是 紧 的 。 反之 ， 设 了 (MI) 是 紧 的 ， 若 妃 是 
多 的 任 一 有 界 子 集 ， 则 有 BCrM = {xEX |%*=ry,yEM} 对 充分 大 的 固定 的 + 成 立 。 由 于 了 
吓 线 性 的 ， 所 以 T(B)= T(rM)=rTODET(B8)=rT (M) 是 紧 的 。 

7， 从 定理 8.1-3 可 以 推出 。 上 

8 ， 由 于 f 是 线性 的 ， 所 以 T 也 是 线性 的 。 由 于 /有 界 ， 故 有 
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Tx = fx)| zellxtl, c= fH zl 

因此 7 有 界 。 由 于 dim 了 7 (和 ) 委 1， 从 定理 8.1-4(a) 可 得 结论 。 

9， 人 参见 8.1-4(a) 。 

10. 将 定理 8 .1-4 及 定理 8.1-5 结 合 一 块 来 证 明之 。 

11， 从 8.1-4(a) 可 以 推出 。 

12. 象 8.1-6 中 那样 处 理 。 

13.《 略 》 

14. 用 8.1-6 中 定义 的 了 了,，。/* 一 > 1!“， 可 得 到 


| T -了 xz 人 = sup- et- 中 Ei a 


再 应 用 8.1-5。 


15， 杞 是 紧 的 。 了 人 (万 ) 是 紧 的 (所 2.5-6) 且 是 闭 的 ( 据 2.5-2)。 因 此 7 (A)CT (A) 


续 含 着 了 (4)CT (4) =7T (4)， 所 以 了 (4) 是 紧 的 〈 据 8 2,.5 习 题 9) 且 T (A) 是 相对 紧 
的 。 


8.2 
1. 对 于 一 个 给 定 的 e 福 0， 空 间 励 有 一 个 /2- 网 M = {x1,*…,x,}。 因 此 了 幕 在 ;个 球 B 
(x13 6/2)，…，B (x,; es/2) 的 并 集 内 。 由 于 六 是 无 限 乐 ， 故 这 些 球 之 一 必定 包含 了 的 一 
个 无 限 子 集 2 。 
2. 设 (x,) 是 卫 中 的 柯 西 序列 ， 由 于 尘 是 肾 的 ， 所 以 (x， ) 有 收 生 的 子 列 (x。 ) ， 不 妨 设 当 
kh 一 > co 时 有 x。 一 >XYEX。 设 e>>0， 则 由 于 (x。 ) 收 敛 和 (x,) 是 柯 西 序列 ， 故人 存在 六 使 得 


d (x», ,x) <e/2, dx sx <e/2 n>N) 


又 由 于 z 
d (x», 9 wd sem) + d(x X%)<B | (ns 2 > N ) 


故 (x,) 收 敛 ， 并 且 由 于 柯 西 序列 (x") 是 任意 的 ， 也 就 推出 了 廊 是 完备 的 。 第 二 个 论断 可 以 用 
R 来 说 明 。 

3.《 咯 》 

4. 洲 不 是 紧 的 ， 则 由 8.2- ao) 知 天 是 全 有 界 的 。， 县 由 习题 2 知 信 大 完备 内。 逆 命 题 ， 
在 8.2-2(5) 中 令 B= 半 便 可 得 证 ， 因 为 久 = 之 。 

5， 由 于 扼 是 紧 的 ， 故 它 是 全 有 界 的 。 

6. 由 T ,x= y= (Ti 7o0; 0 …) (四 是 题 中 所 给 定 的 》 定义 的 算 子 7,， "一 > 1” 是 
线性 和 有 界 的 ， 于 是 由 8.1-4(a) 知 了 ,是 紧 的 。 此 外 ,由 $1.2 中 的 柯 西 - - 许 瓦 兹 不 等 式 可 得 到 


IT -7Jxzllz= 3 pm 


六 2 
Ea 


A n+ hIA=l 


。 A451 : 


a 


由 此 可 得 17 一 工 , 一 >0， 再 应 用 8.1-5。 

7. 了 x= (7;)= (6j/v 7) 定 义 了 一 个 花 线 性 算 子 ， 但 了 三 lajs| ?= Sn :是 发 散 的 。 

8. 否 ， 因 为 产 是 不 可 分 的 〈 见 1.3-9，8.2-3)。 

9. 是 。 

10 . 设 7 YXY= (Eee 0,0,.), 则 由 8 .1-4(9) 知 ， 7 ,是 肾 的 。 设 e>>0， Mj| < 
e 对 一 切 j > 成立， 并 令 n>>N， 则 有 : / 


ITx-T.xl= 2 M5? 


<e* 2 2Se xl 
汉 | 1 和 7 ， | Eo 因此 ， 据 8.1-5 知 了 是 紧 的 。 


38.3 


1. 由 于 3 = 了 "是 紧 的 ， 故 论断 关于 3 是 成 立 的 。 再 应 用 谱 映 射 定 理 7.4-2。 

2 .多 中 的 有 界 序列 (x.) 含 有 这 样 的 子 列 ， 它 在 Ti 之 下 的 象 收 敛 , 于 是 该 于 列 在 7 :之 下 
的 象 有 界 ， 且 有 这 样 的 子 列 ， 它 在 7 ;之 下 的 象 浆 敛 ， 因此 了 ,了 :是 茶 的 。 参 见 8.1-3。 

另 一 证 明 可 由 8.3-2 及 8.1- 2(0) 得 到 。 

1 利用 8.3-1 和 8 .3-3。 

， 设 妃 ,C 兴 有 界 ， 则 下 (总 ) 有 界 (U82. 7 习题 2》 9: 于 是 M = T ,T1(B, ) 是 根 
对 村 的 且 太 是 紧 的 ，T : (不 ) 是 紧 的 (由 2.5-6)， 是 闭 的 (由 2.5-2)。 于 是 由 7 。(M)C 7 ， 
( 肌 ) 得 TsCM)CT,( 有 及) 有 是 Ts(M) 是 紧 的 (由 $2.5 习 题 9)。 

第 二 个 证 明 。 设 关 ; 中 的 (,) 有 界 ， 则 (Tx,) 有 界 ( 见 2.7)， 据 8.1-3 知 ，(T 了 ,T,X.) 
和 于 是 由 2.7-9 及 1.4-8 知 (7 ,加 ) 收 伊 。 而 余 $ .1-3 知 了 :7T :7 :是 紧 的 。 
. 设 (x.) 有 界 ， 不 妨 设 对 一 切 g* 有 站 >。| < 委 c， 则 由 于 1 Sx 委 站 用 xj 由 ec 
SY ) 是 有 界 。 因 此 (Sx 含有 一 个 子 序列 (Sx。, ) 使 得 (TSx,, ) 收 敛 。 这 便 证 明了 TS 
是 紧 有 的。 

6. 若是 紧 的 ， 则 据 引 理 8.3-2 知 T* 了 也 是 紧 的 。 反 过 来 ， 若 T “是 紧 的 ， 设 x) 
有 界 。 不 妨 设 x, 志 c，。 且 (7T*T%x, ) 收 敛 ， 则 对 每 个 ae 二 0。 存 在 入 使 得 


IT*Tx, -TTx, < kN) 
由 此 可 得 : / 
z | T xs 一 了 | 2 = 《7 x,, 一 7 多 Xs 一 %。 人 


入 站 7 T x, - T*Tx, | x, ~—x., ll 
<lT* Tx TT x | .2c<e 
Cf k>N) 
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因此 (x, ) 收敛 而 了 是 紧 的 。 

7，7 * 是 线性 有 界 的 ( 见 3.9-2), 据 引 理 8.3-2 人 个 * 是 紧 的 , 握 习 题 6 知 人 人 = (TY)* 人 TT* 
和 7 了“ 是 紧 的 。 

8， 和 否则， 据 引 理 8.3-2 知 7 了 7T-1= 人 人 -17 =7 将 是 紧 的 ， 这 与 引 理 8.1-2(0) 矛 盾 。 

9. 我 们 记 f = (7 ;)。 假 定 dimA4 = co， 则 有 一 个 无 穷 的 线性 无 关子 集 ， 不 妨 设 
为 (x.)。 沙 错开。 = Span{xixawwxaj， 则 开 和 天 :CC… 是 .所 的 闭 子 空间 ， 并 且 所 有 这 些 
包含 关系 部 是 真 包含 。 设 y1 = | xi -1xi， 据 2.5-4( 取 0 = 1/2), 和 存在 y, EK, 使 得 上 x», = 
1， 1 yz 一 2 之 1/ 2， 并 且 存 在 yasE 玉 3 使 得 | ya | =1， | ys 一 ys 1 之 1/2， | ysa— yi | 
之 1/2， 如 此 等 等 。 这 就 给 出 了 一 个 无 穷 序 列 (y.) 满 足 目 y。 1 = 1， 若 m 夺 gqg， 还 满足 上 y。- 
y 守 1/2。 因 此 有 


(A) | 4y, 4y, 1 守 |4| /2 (mg) 
由 于 ys。E.A 收 有 0=7 yw= (7 -4147)y。 o 因 此 有 
(By) T ys =Ays : 


由 于 4 志 0， 天 系 式 《A) 和 《BB)〉 表明 (7 yy。,) 没 有 收敛 的 于 序列 ， 但 由 于 (ys。) 是 有 界 的 ,了 
是 过 的 ， 改 发 生 矛 古 。 因 此 dimY = ce 是 不 可 能 的 。 | 

10. 如 前 ， 我 们 有 Ty。= 4y。， 因 此 7T?*y。= 加 yo。 由 于 T* 是 紧 的 ,所 以 序列 (T'y。) = 

(ya) 应 有 一 个 收敛 的 子 列 。 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 4 皇 0 及 习题 9 的 解答 中 《A) 给 出 了 
Ayo — hy | > 4 /2 (mg) 

11. 车 dim 和 = oo， 则 T = 7 不 是 紧 的 5 见 8.1-2(8)] 而 当 4 = 1 时 我 们 有 dim.A(7T :) = 
dimX = co。 算 子 7 = 0 是 紧 的 ， 但 若 dimX = co， 则 关于 4= 0 有 dim./( 人 = dimX = eo。 

12. 若 dim.j(T 1) = co， 则 .和 (了 四 含 有 一 个 〈 无 穷 的 ) 标准 正 交 序列 (x.)， 因 此 
7T 1x,=0、， 即 了 x,= 4x 并 且 利 用 83.4 中 的 (8)， 对 每 个 mm 及 n 硅 m 可 得 

Tx Txoli= HiraAxol? 
= ?xx ll =21: 
由 此 可 见 (Txw) 不 能 含有 收敛 的 子 列 ， 这 与 了 的 紧 性 矛盾 。 

13， 如 同 习 题 9 的 解答 ， 若 假设 dimANX 人 了，") = oo， 则 据 2.5-4 有 一 序列 (y。), Dy- 上 = 
1，yn€A(T.")，; 对 m 寺 9 还 有 | yo 一 用 >>1/2。 因 此 ( 见 课文 中 8.3-4 的 证 明 中 接近 结束 
的 一 段 ) 

0= TY.= (WW -LD) ya 
由于 下， 是 紧 的 ， S* 是 有 界 的 ， 故 可 推出 本 "= (T S)*=(ST)*= S*T' 是 紧 的 。 因此 
(UVay) = (ays) 将 有 一 个 收敛 的 子 列 ， 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 4 二 0， 因 此 0， 且 
ey — hry ll > fi /2 (ma) 
14. 疙 0Ep(T), 则 TT-!= 怀 ,(7 ) 存 在 ， 有 界 且 在 整个 六 上 有 定义 ( 据 8.1-2(a) 及 7 .2- 


3)， 于 是 据 8,3-2 知 T :T= 了 人 "+ = 7 是 其 的 但 这 与 8S,-6(b) 巴 盾 。 
.453， 
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15. 行人 = 0， 有 {x 车。 = :0}， 六 4 一 1， 有 {Xx [S251 =:0}， 若 4 志 0,1， 有 {0}。 合 。 


§8.4 
1， 把 作用 到 (8 ) 则 对 ”之 mm 得 到 


人 一 2 二 2 一 Xa) XEN ,I 
T?ys— Trys = MV %,)s XEN 
| 7 ?yy T? yn ||| /2 
等 等 。 
2 . n>mH Vf = -Ai 则 由 xE.A ;可 得 
0= 人 41 = 个 mt1( 人 Xe) 
于 是 有 了 4" "XEAN n+l = ns 日 了 .X=7."(T "~"%) =0, BxXEN,。 
3.、4E€p( 人 PP) 给 含 着 1Ep(T)Uo.(T)， 见 $7.2 习 题 9。 


4. (1,0,"…) 是 对 应 于 4= 0 的 特征 矢量 。 若 43e0， 则 由 了 x = 4x 可 得 6+1 nl si 且 
由 x6E7/72 可 得 5 = 0， 于 是 x = 0。 
5. Tx=Ax, 0=AE1 ,6,1/(n-1)=AE, (n=2,3,.…) ，Xx=0。 每 个 1 寺 0 都 属于 p(T )。 


若 4=0， 则 7n1 =0， 其 中 Tx= (m1)， 交 (TT)*11，0 咎 0,(T)， 因 此 0E€0o,(T), 这 是 由 于 
oO,(T)= J), 
6. 0， 特 征 矢量 x,= (0，0，，…，0,1)。 
7. 每 个 xj 都 是 了 的 一 个 特征 值 。 应 用 8.3-1。， 
8，{xXE7121|12E=0，7 > 人。 否 。npo =0。 
9. 若 4 和 [0，1)， 则 了 -1x( = (1)/(t -1)! cdT) =00. 1)。 利用 8. 3-1 和 8 .4-4。 
10. ca(T)={0,2+，r(0)=1，r(2)=1。 若 4 六 0，2， 则 r (4) = 0， 并 且 有 
AT =tadD ，7CR2) ={16( -1)} 
VT,)={r1, -1 T,R:) = {6(1,1)} 


$8.6 
1. 〈 酷 ) 
2 . 方程 组 对 Qts = 7 7 = 1,2,*…,n 有 解 x = (61 "6.) 当 且 仪 当 了 Bin;=0 关于 方 
k= 1 
程 组 六 asp, =0(= 1,…,29) 的 一 切 解 6= By) 成立。 


3. 我 们 有 ames=7ie 设 f = (1 ;9s) 涡 足 : 
Saugps=0 


用 w; 乘 上 第 一 个 公式 并 求 和 ， 便 得 到 
EEansp= ZEAaupe = SP = 了 (7) =0 
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4， 在 有 限 维 空 间 上 ， 气 8.1-4(6) 知 任 一 线性 算 子 都 是 紧 的 ， 而 结论 可 由 8.6-1 得 到 。 
5。 设 4= 了 -=-》X7。 则 (1 ) 变 成 4x= yy， 它 有 解 x 当 且 仅 当 任 一 满足 a1%; =0tR= 1， 


0 的 w= (or)》 也 满足 了 Troy =0。 利用 点 积 和 4 的 列 矢 量 01,…,as， 可 以 看 出 条 件 变 成 


weas— OC(R=1, ,nn) wy =0, 
也 就 是 说 ， 和 -4 的 所 有 列 矢 量 都 正 交 的 矢量 也 是 和 了 4 的 增 广 和 矩阵 的 所 有 列 矢量 正 交 ， 故 这 两 
个 矩阵 的 秩 相 等 。 : : : 
6. (1) 的 解 与 (2 〉 的 解 之 和 是 (1 〉 的 一 个 解 。 
7. 〈 赂 ) 
8. 《a) 假定 所 求 的 (f) 存 在 ， 如 果 对 某 一 rm。 有 zs。 € 4。，。 则 由 $4.6 中 的 习题 8， 
fn» (zm ) = 0， 这 与 1 。, (za,) =1 第 盾 。 
(5b) 反 过 来 , 设 对 每 个 m, 都 有 z。 咎 4。，, 则 由 $4,6 中 的 习题 5 有 g。,EXX' 存 在 它 在 
4。 上 为 零 ， 看 在 ze， 为 le 因此 9g。 (zu) = 0 对 一 切 R 夺 mo 成 并 ， 出 gn, (zeo) = 1。 
9. 《上 略 ) 
10 . 取 y, (7 固定 ) 与 aszs =0 的 内 积 则 得 到 
之 0 和 人 2hy 7y1 > = 一 Qs=0， 1 =1,°,7 
对 于 另 一 集 的 线性 无 关 性 ， 其 证 明 是 类 似 的 。 
Ill, 219229°°3 yy1 V2s 3 作为 黎 斯 定理 3.8-1 的 结论 ， C2 yi = Okj。 
12 。 对 于 线性 无 关 集 {yi，…，yasj, 存 在 集合 {zl，。， zj 使 得 《zs Yi1> = 604。 其 证 朋 如 
上 : 将 {YY1s**， 》。} 标 准 正 交 化 便 得 到 {e， ,eeyEa 出 S 3.4。 则 有 y， = SE ose, 2,， = 了 By 


其 中 若 有 s 之 J， 有 Qs=0， 而 若 > 之 8， 有 br = 0。 因此 - 


多 三 > > Qa Pory. = 2 (5 aip,jy， 
sm™=1 rmi r=el] 和 各 


于 是 有 
| OQ 若 了 六 
之 au 
1 若 j=r 
选取 
ZE 一 > pse, 
便 得 到 所 要 求 的 结果 


《Zh > 三 <5 Auev 2 102,7> 
一 之 之 Buar,o. 
tml sol 
= ZE Pua Oi 
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13。 方程 组 
Sass=0 (7 =1ey1) 


和 方程 组 
Sm 0 (R= 1,°*,n) 


有 相同 个 数 的 线性 无 关 解 〈 当 7 = rank A = nn 有时， 只 有 半 凡 解 ， 若 7 二 mn。， 则 有 nn-r 个 线性 无 关 
解 )。 

14. 没 dim, 罗 (7 ) = 3 71 Ys 是 :多 (7 ) 的 一 个 基 , 又 设 {91,°"*,0x) 蓄 足 9 (Yj) = 
91s， 提 引 理 4.6-7 这 样 的 gs 是 存在 的 ， 参看 定理 8.6-3 的 证 朋 中 (a) 部 分 。 设 xEAXAX， 则 人 x€ 
多 (了 ) 有 表达 式 


Tx = ff) (X ) yi 二 ee + f/f.(x)Yy, 
由 此 可 得 
gs(T XxX)= (TT*0g,) (x)= f, (x) 
庄 f, 必 是 线性 无 关 的 ， 否 则 将 有 
f ,= 2 Qhis (hEX'’, 1 <n) 
及 . 
Tx= 2 3 auh (X ) Y= Zhi) 
其 中 
vU) = au 
由 于 x 是 任 取 的 ， 故 得 到 dim.Z(T) =m<n， 这 与 lim 多 (了 ) = 发 生 矛 盾 。 
15. 给 定 的 级 数 是 一 致 收 伍 的 ， 通 过 逐 项 积分 可 得 到 了 x 的 传 立 叶 级 数 表 示 ， 由 于 T x€ 
C [0, x]， 故 Tx=0 当 且 仅 当 x = 0。 但 是 由 于 该 级 数 的 每 一 项 在 s=0 处 都 为 零 ， 所 以 车 
y(0) 夺 0， 了 Tx = y 便 是 不 可 解 的 。 
§ 8.7 


1. 在 这 一 情况 下 ，(2 ) 中 的 了 是 一 个 阶 方 阵 而 x 和 y 是 列 矢量 。 不 是 非 齐 次 方程 组 

关于 右 端 每 一 给 定 的 y 有 唯 一 的 解 。 就 是 对 应 齐 次 方程 至 少 有 一 非 平凡 解 。 在 第 一 种 情 

况 中 ， 对 转 置 方程 组 同样 成 立 。 在 第 二 种 情况 下 ， 齐 次 方程 组 和 它 的 转 置 方程 组 有 相同 个 数 
(n+) 的 线性 无 关 解 ， 其 中 7 是 系数 矩阵 的 秩 。 
2. 用 一 个 连续 函数 z 乘 (1 ) 式 并 求 积分 : 


5 b pb | i 
(xc)z( ds -tl | cs,PDx(t7dtz(s)ds 


= (gC)ds 
中 于 这 些 函 数 是 连续 的 ， 故 可 交换 积分 次 序 ， 将 s 改 成 t， 然后 再 改 回来 ， 便 得 到 


A506 。 


{czs) - pf Abs)z(bDdtx(s)ds 


人 zs)z(s)ds 


羽 此 ， 若 对 某 个 zs0， 方 括号 [中 的 表达 式 为 零 ， 则 〈1 ) 无 解 ， 除 非 儿 能 使 得 满足 C…] 
= 0 的 一 切 z 有 


| 7(s)z(s)ds =0 


这 部 分 地 说 明了 定理 8.5-1。 
5 例如， 行 S<1/2，R(s,f) =1。 若 s 之 1/2,k(s,1) =0， s,1€[0,1)。 因 此 ,了 不 是 到 
C 50, 了 的 一 个 映射 。 
4. 据 7.3-1 可 得 收 全 性 ， 且 
I(T gs Eo-a Ms 
Ty/NylG-aM 
AT | <1 
5. 注意 到 该 积分 是 一 个 未 知 常 数 c。 因 此 有 x(s) = 1+ AUc。 代 人 到 给 定 的 方程 中 便 有 
c=1/(1- 有，Hs1， 且 x(s) =1/(1- 1， 于 1。Neumann 级 数 是 几何 级 数 


Xs) =1+H+A2+e =1/(1- 1, (| 中 <1) 
对 于 齐 次 方程 ， 我 们 得 到 ， 若 4&<stl xx(s) =0。 若 LL=1。x(s) =c (任意 的 )。 这 与 8.7-3 是 
一 致 的 。 加 
6. Xx(s)= 5(s) + 其 中 c= ydt， 并 且 
X(S) = 了 (3S) t Whoc+ 2ko cb —a) + Usko sc(b— aa) + 
7. 〈 略 ) 四 
8. Fl(s,t, LH) =Asr)+AHAR) (st)， 其 中 


Rk, (8， 1) = 2~1xaia, sins sin 31 


se 
9. Reo) =0, Ros) =0,*%, XX(S) = y(s) + 4) Rk(s,t)y(t)dt 
10. 我 们 有 

(3 一 As rr dt= ys) 


此 积分 是 一 未 知 常 数 ， 因 此 x(s) = jy(s) t+cs。 若 将 它 代 人 给 定 的 方程 并 化 简 ， 便 得 到 
(1- 4)= {a +1)y(t)dt 


因此 1 = 1/4= 5/6 是 一 个 特征 值 ， 且 从 4= 下- 的 齐 次 方程 可 得 到 一 个 特征 函数 x(s) = hs (人 
任意 ) 。 若 /六 6/5， 则 唯一 的 解 是 
XxX(s) = jy(s) +cs = (5)+ (1-E.) nsf + 1) y(t)dt 
11. A4=1/Kk=e? -1; 特征 负数 e'。 
e 4571 。 


12， 先 用 cos s 乘 ， 再 于 [0，2r] 上 取 积 分 ， 便 得 
x(s) = (5) + po sin S cos 1 y(t) dt 
13。(x,)，x.(t) = | 人 "+E[- 1，1]， 由 于 极限 函数 不 是 连续 的 ， 故 收敛 性 不 能 是 
一 致 的 。 另 一 个 例子 是 (x,)，%,(f) = 加 ，fE[0，1]。 


14， 将 & 代 人 (1) 立即 得 到 x 的 公式 和 各 个 cy 的 公式 。 
15。 (a) 我 们 得 到 


1 1 ] 
(1 -ot )e， 一 CC， Yi1s ~ Uc! + (1 -5 pc = 2， 
~ i6(4—2)(s+t) ~12ust— 4 . 
*(s) = $0s) a & 2 十 124 一 12 y 1) 
(5) 特征 信和 特 伍 图 数 是 


Wi=_6+4/8, Hi=-6~-4V8, 入 =/ 4 =17/U 
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xX(s) =- S 二 1 (LHL= HK, Hs,) 


》 9.1 


1. 若 4 是 一 个 n 阶 厄 米 特 矩 阵 ， 则 对 每 个 xEC"， xz7.4x 取 实 值 ， 人 参见 3.10-2。 厄 米 特 
矩阵 有 实 特征 值 ， 并 且 对 应 不 同 特征 值 的 特征 矢量 是 正 交 的 。 

2， 0o(T) 由 和 矩阵 的 主 对 角 线 的 元 过 组 成 ， 据 定理 9 .1-3， 它 们 必定 是 实 的 。 
， 记 Tx=y 便 有 xl = 中 Ry 所 ec-! 人 yy。 
.了 =17 T= R=(Ao m4) 11, c= 10-4。 
WW*THWx,y> = 《THWex, 1 Wx, TW y> = <x ,THWy>., 
。 是 。 食 。 SX= (0,61, 623 "°° 

i. T x=,%, a 若 (4)) 在 [a,8] 上 稠密 ， 则 o (7 ) 一 [ap 这 里 
我 们 利用 到 c( 了 ) 是 闭 的 结论 ， 和 参见 7.3-2。 | 

8， 设 太 是 所 指 的 闭 包 ， 则 由 ?7.3-2 知 Co (T)。 只 要 能 通过 4 竺 太 推 得 1€Ep(T )， 便 获 
得 证 明 。 据 9.1-1， 我 们 可 只 考虑 实 直 线 。 若 1& KK， 则 存在 不 包含 特征 值 4; 的 区 全 (4 一 0o， 
1+6)，6>0。 于 是 对 一 切 了 7 有 4 -4 之 6， 且 由 于 
Tx= TX-—AxX= (AMA)G) 


DH i 


所 以 有 | 
I Tax? = 3 DI El 
于 是 所 定理 9.1-2 有 4E€p(T)。 

9 了 工 | 的 自 伴 性 据 t 是 实 的 便 可 推出 ， 并 且 对 于 工 *C0,17 上 的 了， 其 自 伴 性 也 可 从 内 


积 的 积分 表示 推出 ， 这 里 的 积分 是 一 个 勒 贝 格 积分 。 ， (Tyx(t) = (t -人 0~!1x(t) 说 明了 : 
o(T) =[0;1]， 并 且 对 于 4E[0,1)， 可 以 看 出 


T x(t)=(t—4)x(t)=0 


。458。 


en 团 t 闻 XA 有 X(t1) =0， 即 x =0( 工 :50,1] 中 的 零 元 素 )， 所 以 4 不 能 是 7 的 特征 值 。 
， 否 则 ， 存 在 序列 (y。) 使 得 上 y=1 及 了 yy 一 >o0。 设 f(x) = 《x,y.> = 
<YX， T 9 则 六 定义 在 整个 妃 上， 是 是 线性 的 。 每 个 了, 各 是 有 界 的 ， 这 是 因为 


fo = Cx, Ty > Slix) Ty 
对 每 个 xE 忆 ， 序 列 (/ (xz)) 有 界 。 这 是 因为 
ol = [<Tx,y> 二 xi Tx] 


从 一 致 育 界 性 定理 4.7-3 知 (fl ) 有 界 ， 不 妨 设 1 |f ,中 志 。 因 此 |f,(x)| 志 8 x 中 ，、 且 取 
xX = 7 yn 便 有 有 


CT = CTy, To = Ty S&T yl 


玫 有 目 人 | 委 A, 率 盾 !: 刚 才 证 明 的 定理 叫做 海 林 格 - 托 普 里 兹 定理 。 所 给 出 的 赴 明 也 包含 在 
涉及 旬 无 界 算 子 的 研究 的 $ 10.1 中 。 在 研究 无 界 算 子 时 ， 这 个 定理 的 意义 将 会 完全 清楚 的 。 


§ 9.2 


. 《〈 酷 ) 
2. A 的 所 有 特征 值 4 都 位 于 内 区 I Cm， MIh。 这 里 《Ax,xX>》 =%X7T4YX= 5 5 asdis, 
(这 是 特征 什 和 包含 定理 的 一 个 特例 ) 。 
3. m=0, M=1, 
4 .假若 m 志 放 志 0， 则 lm| = 上 下， 等 等 。 
5。 从 定理 9.2-3 立 即 可 以 推出 。 
6. T=0O 有 特征 值 0。 设 TT 起 0， 则 1m 与 M 不 全 为 零 。 因 为 据 定 理 9.2-3 有 m, ME€o (了)， 
所 以 青 从 定理 8 .4-4 便 得 到 所 和 项 望 的 结论 。 
7， 特 征 值 为 ,1/2，1/3，…， 且 o(T)=o.(T) 了 U1{0}。 因 为 Tx=0 冀 含 着 x =0， 故 有 
0 4o,(T )。 由 于 了 是 自 伴 的 ， 从 定理 9.2-4 便 可 推出 rc.(7 ) = {0}。 
8. 《有 略 ) 
9， 从 定理 9.2-1 和 9 .2- 3 可 推出 第 一 个 断 论 ， 而 由 于 .4 是 映 Z, 到 了 ,的 ， 故 可 推出 第 二 
个 论断 。 z 
10， A 是 紧 的 (参见 8.1-4) 且 是 自 伴 的 (参见 3.10-2) ， 据 oj>>0 可 得 M>>0， 于 是 从 
9.2-3 可 得 结论 。 | 
$9.3 | 
1. 0 和 《<(T-S)x,x》,0 态 《(S 一 了 )x,x> ， 因 此 对 一 切 x* 有 《<(T -3)x,x> =0， 
且 据 引 理 3.9-3(65) 有 TT 一 2 =0。 
2 了 T 委 了 ,此 关系 是 反对 称 的 (见习 题 1) 和 传递 的 。 此 外 ,由 于 《Tx,x> 人 《1 ,x， 
X> 对 一 一 切 xE 成 立 ， 故 有 
<(Ti+T)x,x> = 《Tx x> + 《I %,%> 
& 《T,Xx,xX> + 《Tx,%> 
。459 。 


一 《(> ， + 7)X，X> 
和 对 一 切 xE 如 有 T+ TT,+T。 又 


a TIX,X> Ca IT,x,x> (a 之 0 ) 
53. 39= 卫 -4>0， 9397 =T S$， 并 有 8 定理 9.3-1 药 含 着 ST 之 0， 这 就 给 出 了 结果 。 
4. 7 7 的 自 伴 性 可 从 下 式 看 出 : 
<TT*x,y> = <T*x, T*y> = x,T Ty>, 
对 于 y = x， 上 式 又 给 出 
《TT"x,x> = 7°*%x| :>0 
即 工 了 * 汪 0。 对 于 T* 了 了 类似。 所 此 和 定理 9.2-1 可 得 第 二 个 结论 。 它 强 含 着 47TA 和 A 47 有 
韭 负 的 实 符 征 值 。 四 
5 .从 定理 9.2-1 和 9.2-3 可 以 推出 。 设 4 是 一 个 n 阶 厄 米 特 算 阵 ( 见 $3.10)。 则 x 4x 


对 一 切 xX€EC" 都 大 于 等 于 零 的 充分 必要 条 件 是 ， 殷 的 所 有 特征 值 都 是 非 负 的 。 


6. 目 伴 性 由 下 式 可 以 看 出 ; 
WV*T Wx,y> = CTWx,Wy> = CWx, TWy> 


<x ,WTH y> 


令 y=Wx 并 利用 了 之 0， 从 下 式 
0 《Ty,y> = <TWax,Wx> = 《SxXx,xX> 
可 得 S 守 0。 
7. 从 下 式 明 显 地 可 看 出 自 伴 性 
《7 ?T,Xx,y> = <x,T :7 yy? = 《<x, TT ,y> 
ity= 1 x, 便 得 到 
《7 了 27 xxX>=《7T:71xX，7TX> =《/7 :3 7y7> 之 0 
(注意 ， 这 个 结果 也 能 从 习题 6 中 推出 。) 
8.。 设 x6E 已 及 y= xs 则 
<T STx,x> = 《<STx,Tx> = 《Sy,y> 之 0 
9,， 设 (1+T)x=0， 则 有 一 x*= 工 x。， 又 由 于 了 之 0， 故 有 
0 <Tx,x> =— <x,x> =- 外 xi1:<0 
文 意味 着 x =0， 所 以 (+ 了 )-! 存 在 9 见 2.6-10。 
10. 《<T*Tx,x> = 《Tx,Tx> = Tx 上 ?之 0 说 明了 之 0 青 用 起 9。 
11，( 略 》 / 


12. 我 们 得 到 ;| : 
<Tix,x> = <Tx,Tx> = 了 了 xi: 之 0 


» 460 。 


若 44 是 挡 米 特 矩阵 ， 则 x 邓 42x 之 0。 
135. 从 习题 12 和 定理 9.2-1 可 以 推出 。 
14. 7 "TT 是 紧 的 (参见 3 8.3 中 习题 6) 。 设 (x。 有 界 ， 且 TT*T7Tx, 一 >7T*"Tx， 则 
Ix. -Xl ac 
且 有 
OR Sx, 一 2X) 半 :=《9 9(X -Xx),%,., 一 和 7 


< 《TT(x, -Xx),X. 一 X> 
< | Ti (Xx. 一 2X) | c -一 >0 (kh—> co) 
由 于 (x,) 是 任 一 有 界 序列 ， 故 证 明了 是 茶 的 。 
15 . 《7 xX， Tx> 之 CC” 《X,X> ,1 "TT >c?1, 7“ 不 是 标的 (所 8.1-2(65) 和 习题 14) 9 
7 也 不 是 紧 的 〈 见 $8.3 中 习题 6) 。 
3$9.4 
1 . 例如 ， 用 下 列 人 矩阵 表 示 的 算 子 ， 其 中 cl ,和 a; | 是 任意 的 。 112=1, 
od 
0 1 j， 0-1], la,i 一 上 和 0 1 
2 A=Ti/2。 由 (Ax) (1) =t1/2x(t) 定 义 。 
3. 是 。 是 。 是。 Ax= (0,0,6s,64"°)o 


4. 利用 工 1 人 2 的 自 伴 性 及 定理 3,.9-4。 便 得 


TH =|T12 人 T1720 = TT = 
5， 由 于 TT = 人 172 信 172 和 全 :4 是 自 伴 的 ， 故 有 
| <Tx,y>| = 1X<Ti x, T1222y> EITIEx| Tt 2y | 


<Ti/ix,T 172YX> 《7 17/2y 7 142y> 1 2 
《7Tx,X>11/2《7T yy> 1 一 。 
686， 首先 假定 《<T yy》 志 0。， 并 令 a= -《7T xy>/47TyyY> 则 
0 T(x+ay),x+ay> 
= CTx,x> +a <Ty,x> +a Tx,y> tad ly, 


<Tx,y> <Ty,x> 
《1 y,»2 


由 于 《<Ty,x> = 《y,Tx2>， 故 由 此 可 得 
Toxyy>12s< CTx,x> 《Ty,y> 


厂 <T y,y> = 0 但 《了 x,%> 去 0， 则 证 明 是 类 似 的 。 和 《Ty,y> = <Tx,x> =0, 则 利 
用 《7 YX,，y> = 《<x,T y> = < y,X>， 首先 可 得 


0<a <Ty,x> ta ix, y> -2Rea <T y，X7> 


= 《<Tx,xX> — 


。 ADl1 。 


取 c =1 及 a = -1， 可 看 出 有 Re 《了 y,x》=0， 取 a =i 及 a = -i， 可 得 lm 《<T y,x》=0。 
7. 若 了 x = 0， 不 等 式 成 立 。 设 7 了 x 二 0， 记 y= 了 x， 便 得 到 
j Tx ?< <Tx,x> 1/?: <T Ix,T x>!2 
由 于 
<T2x,Tx> Tx Txl<lTI TN: 


故 有 z 
ITxI ?< <Tx,x>122| TITx| 


再 用 中 7x | 去 除 便 得 到 所 希望 的 结果 。 
8 ， 由 于 
CT= (BBTT= BTrTBT=C 
(Cx)Tx= x’'B BTx= (BTx)T BTx20 
故 C 是 对 称 的 。 
9. DDrT= DT7D=7 
10， 由 定理 9.4-2 立 即 可 推出 。 
§9.5 


1。 利 用 定理 9.5-2。 很 显然 ， 若 已 是 到 {0+ 上 的 投影 ， 则 尺 =0， 而 若是 到 及 上 的 没 
影 ， WP=1。 


2. 我 们 有 : 四 
OQ:=S-1PSS-1PS=S-i1:PpP:S=S-1:PS=0Q 


且 由 $53.9 中 的 (69) 有 
Q*=(S-1PS)*= S*P*(S-1)*= S-1PS=Q 
5 例如， 用 下 面 矩 阵 表 示 的 和， 其 中 ,是 任意 不 为 零 的 
| 
azl 0 
4。( 略 ) 四 
5。 若 空间 ;= Pj( 及 ),j=1,*…,m, 是 两 两 正 交 的 , 则 由 归纳 法 可 推出 了 起 投 影 。 久 之 ， 
: 各 十 是 一 个 投影 ， 则 区 
| Px):= <Pix,x> = <Px,x> ,Px)| := <P,x,x> 
因此 对 一 切 x 


| Px “十 l PP,x | "CE Pix, x) 一 《三 XXX> 
Px: Ix? 


对 每 个 y 和 x = Piy， 因 而 有 了 P1% = PI’y= Py 
as。 402 。 


| Py) ?+ i P,Piyl <j xl?= Py|l: 
所 以 P,Piy=0， 即 P,Pl=0， 且 据 9.5-3 有 了 Y ,4 了;,。 类 似 地 ， 对 一 切 7 和 & 夸 7 有 Y ,| 
VY ,oo 
, 由 Pj;xX， = P,P,xX= 0(k 夺 7) 可 得 唯一 性 。 
. 《上 略 》 
. 利用 定理 9.5-4 及 定理 9.5-2。 
， 设 (le) 是 内 积 空间 X 中 的 一 个 标准 正 交 序 列 ， 则 由 了 x= 《x,es>》 es 所 定义 的 PP 是 


到 空间 ,= P,( 针 ) 上 的 投影 。 从 定理 9.5- 4 可 以 看 出 习 尸 ,是 一个 投影 。 由 于 
| Px | 2= |<x,e>|*:|e,|?= ce | 


习题 8 给 出 了 $3.4 的 (12*)， 而 (12*) 蕴 含 了 3.4-6 中 的 (12)。 
10, 7 - PP 是 到 Y ,上 的 投影 ， 且 
(I- P.)P,= P,(I-P,) : 
因此 由 定理 9.5-3 可 知已 := -PP1) 了 PP; 是 到 Y ,= 了 1+ 人 fhY ,上 的 投影 。 由 于 了 了 ,JY,， 所 
以 由 定理 9,5-4 可 知 Pa3+ Pi1= Pi+ P,- PlP, 是 到 7 ,WY ,= 了 1+ 了 ,上 的 投影 。 最 


后 一 个 等 式 可 这 样 推导 ， 显 然 六 1@Y CY ,+ 上:。 反 之 ， 若 yiEF: 且 ysEF:， 则 yt+ 
y: =z1+ zs 其 中 z1=y1+ Piy.€Y 1 而 zs = yy- Piys:= (1- Pi)y:€EY 1 Y,=Y ,.。 


CO 的 | 


§9.6 


. 《上 略 ) 
.由 定理 9.6-1 和 定理 9.6-2(a) 可 以 推出 。 
. (P,— Pi)x= (C61 -6/2， [LE 一 561/2,0)。 否 (参见 9.5-4)。 

4. 据 P,?* = 了 ,及 P. 一 > PP 可 得 P* = 了 。 据 定理 3.10-5 可 知 忆 是 自 伴 的 ， 因 此 上 是 投 
影 (参见 9.5-1) 。 . 

5。 例 如， 设 P "是 到 于 空间 了 上 的 投影 ,而 7 是 由 所 有 的 这 样 的 序列 x = (6)) 所 构成 ， 
对 一 切 } 之 nn 有 éj =0。 

6. 例如 ， | 而 Z 是 由 这 样 的 序列 x = (81) E12 所 构成 对 
于 7 =1,2,*…,n, 有 j= 


7. PH) pian 
8。 将 定理 9.6-3 应 用 于 
P.= Qi+ 必 +Q n=1,2,° 


Q 投影 到 Q (已 ) = 了 :由 了 :由 … 上 ， 其 中 了 = Qj,(H)。 

9。 了 *( 了 4 已 CC 了 + 当 且 仅 当 了 妆 一 (7 ) (了 …)》《 气 8$3.9 中 习题 5) ， 据 》3。 3 中 (8 ) 
有 YY++=Y， 而 据 3.9-4 有 (7T")"= 了 了 。 

10. 若 yE€Y， 则 Ty=T Piy= P17T y€Y， 因 此 有 TT(Y)CY。 类 似 地 ， 厦 2€4 = 


es A063 。 


CA MY ts 


Yt+， 则 有 PTz= 了 Piz= To=0， 因 此 Tz€EZ 有 HT(Z)CZ。 
11. 大 dimy =r，dimY1=n-r，。 了 =span{ei,'**,e,}， 其 中 (el1,*…,e;) 是 万 的 一 个 
基 ， 则 该 矩阵 在 前 + 行 和 后 nn 一 r 列 的 交叉 处 以 及 在 后 n -+ 行 和 前 + 列 的 交叉 处 都 有 零 元 。 
12. 根据 投影 定理 3.3-4， 对 于 每 个 XE 妃 都 有 x = y+ z, 其 中 yEY 和 zEY + 都 是 唯一 的 。 
据 假 设 ，P1(H)=Y， 故 Pix =y 且 7T Pi.x= Ty,， 又 有 


Tx=T (y+2)=7 y+T2z 
二 中 YE 上 且 7z€Y"， 内 为 Y 约 化 了 了 。 因 此 
PTx=P.(Ty+T7T2)=Ty 
合 在 一 起 ， 对 一 切 XE 已 有 Pi7xX=7 PPx， 即 
P,T =TP, 
15. 我 们 得 到 
TP,=T(I- Pi)=7T-T P=T- PT=(I- P)T= P,T., 


14 (a) 设 PH)=Y,, na Pe,-1=0, 但 PP,1 e,-, = Ess 因此 P.7 寺 7 P,。 
(2) 我 们 有 了 .+ 一 Span{fel，。， es-i} 及 Iie,., = Cn ¢ Y .-, 故 子 (Y .) 不 全 在 了 ,了 中。 
15、 设 yEY 和 zEY +。 则 据 假设 T yEY ， 因 为 


<T :9Y> 一 《zy 7 y> =0 
故 从 自 伴 性 可 推出 7 >， yEY -。 


§9.8 
1. Fi= E00 
2. Ei= Eiroo 
3，( 栈 ) 
4.。 可 得 到 
ooa 08 ， 
且 7 :的 其 它 平 方 根 为 


| 


5.。(c) 用 零 代 替 所 有 负 元 素 。 (2)》 用 零 代 替 所 有 正 元 素 ， 并 略 去 负 元 素 的 负 号 。(e) 
略 去 负 元 素 的 负 号 。 

6. (a) 在 人 P+ 中 将 正 元 素 换 成 零 ， 将 名 + 的 主 对 角 线 上 的 其 它 元 素 换 成 1。(4b) 将 第,* 
的 一 急 正 元 素 换 成 零 ， 将 凶 ,+ 的 主 对 角 线 上 的 其 它 元 夷 换 成 1 。 

7。 主 对 角 元 为 (ao) -入 (tj 是 钱 的 主 对 角 元 )，(6)max (tis 一 4，0), (c)max(—tij+ 
74, 0), (aQ) lti; 一 4 的 对 和 角 甜 隆 。 


* 404 。 


8， 在 这 种 情形 下 有 已 = 了 。 

9. 若 4<0 则 已 ,=0， 若 4 关 0， 则 已 ,= 7。 

10. B= 1-47 若 4< 之 1， 则 T+= (1 一 人 7， 若 4 之 1， 则 TI1+=0; 若 1<1， 则 .入 
(7 +) = {0}， 耕 4 之 l]， 则 (11)= 及 ;者 4 之 1， 则 EE ;=0， 若 4 之 0， 则 EE ;= 了 7。 


8$ 9.9 
1. 各 4 二 0， WE ,=0, 1 之 0， 则 EE ,=7, 
0 
r=| idE ;=0(E, -Eo-o)=0(7-0)=0 


2. 斯 节 杰 积分 成 为 有 限 和 7 = 3 A 了 PP,。 而 谱 o(T) =o,(T) = {4 2。 特征 空间 


三 各 个 投影 到 其 上 的 子 空间 。 / 
5. 各 4<1， 则 已 ,=0， 知 4 之 1， 则 已 ,=7。 因 此 有 


. 
T =| MdEi=1(E, _E,_.,)=1(1-0)=1 


4. 若 4 过 -1， 则 EE，=0; 若 -1<&4<1， 则 台 , 古 到 家 线 6，= 一 51,5s =0 上 的 投影 兰 
/之 1， 则 已 ,=7。 

5. 上 ,是 到 该 矩阵 的 所 有 不 超过 4 的 特征 值 的 特征 空间 之 和 上 的 投影 。 

6. 这 可 从 定理 8.3-1 及 定理 8.4-4 得 到 。 对 于 无 穷 级 数 的 情形 ， 据 定理 8.3-1。 当 mw>oo 
时 必 有 4。>0。 

7. 《 咯 》 : 

8. 7 是 验 的 和 自 伴 的 ， 对 应 于 特征 矢量 xx; = (6,,) 的 特征 值 是 4y =1/7 (j=1,2,…)， 这 
些 符 征 矢量 构成 一 个 标准 正 交 序 列 。E ,是 到 所 有 注 足 4, 志 4 的 4 的 特征 矢量 x; 张 成 的 子 空间 


的 团 包 上 的 投影 。 
9. 设 x = (5&,) EL?， 则 有 
| (7 2 于 Pr | -| ,3 ,六 sie1 | - ,天 sl 
< | < m+ = 1) 1 2 | 
让 有 
[7-3Pl ti ee) 


?1 十] 


10. 设 了 的 特征 值 按 | 和 | 之 从 :| 之 … 排 列 ， 并 设 了 ,, 了 ,，… 是 相应 的 特征 空间 。 又 设 
,是 从 态 到 Y /上 的 投影 ， 则 有 


T= NP, 
1™= 1 


这 是 由 于 
(7 BP) Sp 


e A4065 。 


PP rp PP re hh eT 1 a 


3 
a 


、 bo i2 (2 
< 入 之 Px Ed 
| i= 0 : 


Am+1 | 
其 中 当 1m->oO 时 有 Ans1->0。 


8$ 9.11 


1. 对 于 和 A 之 和 A1 《最 小 的 特征 值 ;， 有 如 ;=0。 台 ,在 特征 值 处 正好 有 一 个 “跳跃 ”， 并 且 
在 和 = 和 A， (最 大 特征 值 ) 时 有 所 ,=7。 当 然 ， 这 不 过 证 实 了 我 们 在 $9.7 一 开始 的 考虑 

2. ,在 特征 值 处 有 “跳跃 ”，。 仪 在 0 处 餐 聚 (参见 8.3-1)， 在 相 邻 的 两 个 跳跃 之 间 ， 
上 ;为 常数 ， 也 参见 8.4-4。 z 

3. 和 | 一 尼 是 连续 的 〈c 7 ) = $)， 对 于 和 二 0 和 和 之 1， 它 是 常数 ， 而 在 50,1) =o(T) 
=o.(7 ) 上 ， 它 不 是 常数 。 

4. 这 时 在 $9.9 中 的 (1 ) 内 ，A 和 >>0， 它 使 得 (1 ) 中 的 积分 当 y =xX 时 为 正 的 ， 因为 


WOA)= 《Ex,x> = 《Ex Ex> = | Ex|? 


5。 若 实 的 A, €p(T )， 则 定理 9.11~2 蕴 含 着 对 一 切 充 分 接近 和 ,的 AER 有 AEp(T )。 因此 
p(T ) [1R 是 RR 的 一 个 开 子 集 ， 并 且 它 关于 R 的 余 集 0 (了 ) 是 闭 的 。 

6. 《上 略 》 

7. 8$9.2 习 题 7 中 的 了 就 是 一 个 例子 。 

8. y= (mm) = 了 x， 此 处 x= (61)， 且 | 

(a) 右 ? = 1,**, 1 则 7 = Sy 而 大 1 之 1 则 np, = 03 

(b) ni= 6/ 

(c》 帮 /= 1 ;19 则 ?77 = 0， 知 7/ 一 1 则 77 = 8&4/ 7 

(dg) ns = 0 Dw 二 525 /2m 其 中 m= 1,2,*…, 通过 取 (ej) ,ei= (0 可 得 到 一 完全 标 

(a) el wyes 对 应 于 入 = 1， 站 车 他 eE) 对 应 于 入 = 0; 

(6) ej 对 应 于 和 =1/j, j=1,2,* 

(Cc) el Cox 于 和 A =0, 而 对 于 整数 /之 ej 对 应 于 和 A = 1/j; 

(d) eliyesy es 对 应 于 入 =0， 和 而 ex 对 应 于 入 =]17 271y 此 处 1m = 1,2,*。 

9.。 设 和 是 了 的 所 有 特征 矢量 张 成 子 空间 的 闭 包 ， 则 了 := 了 |* 有 纯 点 谱 ， 且 1 (了 ) 己 
天。 在 二 上 了 ;: 还 是 自 伴 的 。 类 似 地 ，7 := 了 |z 在 4 = 工 * 上 是 自 伴 的 ， 并 且 有 纯 连 续 谱 ， 
这 点 从 了 的 构造 可 以 推出 。 

10. EE ,在 特征 值 处 有 间断 ， ,是 连续 的 。 


$10.1 


4. 了 ,在 整个 空间 有 定义 。 

5. 多 (S + 了) 在 刁 中 稠密 。 

6. 由 于 多 (S)= 石 ， 故 (S$S+T)+(-S)= 了 TT， 且 据 习 题 5 知 (S+7T)*- S*CT"。 
将 S$S* 加 到 两 边 的 表达 式 上 ， 注 意 到 多 (S”) = 日 ， 便 得 

(S+T)*=(S+T)"- S*+ 9 CO + 了 7 了” 

担 此 和 习题 5 可 得 到 所 希望 的 结果 。 | 
7. 据 定理 2.7-11 把 人 延 拓 到 今 ( 了 ) 。 再 把 所 得 到 的 算 子 儿 延 拓 到 及 ， 例 如 ， 只 要 对 x6 
G( 了 )1+ 置 六 x =0 就 行 了 。 

8。(a) 设 ey = (6， 则 el=1l， 但 上 Te 上 =j, 于 是 了 是 无 界 的 。(5) 是 。(c) 否 。 

9. 利用 海 林 格 - 托 普 里 兹 定理 的 证 明 的 思想 。 

10， 与 定理 10.1-1 的 证 明 极 为 类 似 。 


§ 10.2 
1 〈 上 略 ) 
2. 为 证 明 第 二 个 式 子 ， 考 虑 xES((S S)*)， 则 对 任 一 yE 术 (了 人) 有 
<Ty,S*x> = 《STYy,x> = Cy,(ST) X7> 

广 便 证 明了 S*xE9(T*) 且 T*S*x= (ST)*x， 于 是 有 (ST)*CT*S*, 而 从 本 题 中 的 
第 一 公式 可 得 (ST)*=T*S*。 : 

5， 利用 证 明 3.10-3 的 思想 。 

4 握 10.2-4 有 人 CT*， 因 此 据 10.2-1(a) 有 了 “一 了 及 5 ”CT 其 中 用 到 
9 (T**) 的 稠密 性， 它 是 从 10,2-1(5) 推 出 的 。 再 据 10 .2-4 便 可 推出 所 希望 的 结论 。 


5， 据 10.2-1(6) 知 TCT**, 而 据 $10.1 习 题 9 知 T"* 是 有 界 的 。 因此 TT 是 有 界 的 。 
6 ， 设 x = (61)s z= (t,), 则 | 


Tx,2> = (E/N 61= TEC/?) = <x, 2z> 


因此 有 T*=T。 另 外 有 1%= (jE ), 且 TT~! 的 定义 域 为 值 域 儿 (TT)= {x= (ED)ER| ZI 
[S11 ?过 00}。 而 由 于 该 值 域 包 含 一 切 只 有 有 限 非 零 项 的 序列 ， 所 以 它 在 1? 中 稠密 。 又 由 于 
| T-ie,ll = lell =/llell =] 
其 中 ey = (61,)， 所 以 T-~! 是 无 界 的 。 由 定理 10.2-2 可 得 到 其 自 伴 性 ， 
(T-1)*= (T%)-1= T~1 
7 利用 2.7-11。 名 的 对 称 性 从 了 的 对 称 性 和 内 积 的 连续 性 ( 见 3.2-2) 可 以 推出 。 
8 据 题 设 有 修志 不。 由 10.2-1(a) 知 7 二 种 *。 又 由 于 名 是 对 称 的 ， 故 据 10.2-4 有 全” 
DD。 
9g， 设 人 $S 是 TT 的 一 个 对 称 延 拓 ， 则 
TCSCS*CT*=1 


(参见 10.2-1(a))， 因此 有 T= 3。 
10。(a) ,否则 ， 据 3,3-4 存 在 非 零 的 v 上 多 (二 )。 因此 对 一 切 xE 罗 (T) 有 《Tx,v> = 0 


* AG7 。 


= 《x,0》〉》。 这 便 证 明了 v€B(T*)。 又 由 于 T*= 了， 故而 有 oE 多 (了 )， 且 Tv=0， 于 是 
握 了 了 是 内 射 得 v = 0， 但 这 与 v 反 0 克 厦 。 
(bb) 从 10.2-2 及 了 *= 了 可 得 。 


§ 10.3 
1。. 例如 ，。 由 于 
二 1 1 归 才 性 1 | Ee '2 - 
xs= (1， 了 4， 9 » 》 7 ,0，0， ) 一 >x (1// ) 和 后 (7 ) 
一 看 本 大 ] 二 旺季 一 2 
Tx.=(1, 2 ,0,0 )—> (1/7)E€1 


所 以 它 可 以 从 定理 10.3-2(a) 推 出 。 

2. 儿 ( 了 ) 可 能 是 这 样 的 ， 对 某 一 x 朋 不 止 一 个 的 (x%, y)E€ 多 (了 与 之 对 应 。 

3。 设 (ws) 在 人 肌 x 已 中 是 柯 西 列 ， 其 中 ms = (x%ss ys)。 则 

ws — we) ?= x x yy 

天 上 朋 (x,) 和 (yy,) 在 恕 中 是 柯 西 列 ， 因 此 x 一 x 和 >y。 从 而 wwwW= (X,Y》)。 

4. 多 (了 1) 与 儿 ( 了 了 ) 同 肚 ， 而 后 者 是 财 的 。 

5。 我 们 有 T= S~"!，。 其 中 S， ?一 ?是 由 Sx= (5 站 定义 的 。 显 然 ， 3 是 有 界 的 。 
由 于 多 ( S ) = 星 是 闭 的 ， 据 10.3-2(c) 知 3 是 闭 的 ， 并 且 据 习题 4 := 了 :是 闭 的 。 

6. 据 10.2-1(5)，TCT*。 此 外 ， 据 $10.2 中 的 习题 4 知 7 "是 对 称 的 。 再 据 定 理 
10.3-3 知 ! ”和 是 财 的 。 

7. 设 (x0o,y0)ELU( 多 (TT))3t!， 则 对 一 著 xE.9(T ) 有 


0= C(xo, yo) (TX,—X%)> = 《xo,T x> 十 《yoy 一 %> 


亦 即 《7 x,xXo> =《x, yo> 。 因 此 xo€E 多 (了 了) 和 yo = 了 "xo， 所 以 (xo,y0)E 多 (TT*)。 反 
之 ， 从 (xo,yo)E 多 (TT ") 出 发 并 反 过 来 推导 ， 便 可 得 到 (xoy6o)ECU (多 (TT 了))D+。 

8 .由 于 荆 是 闭 的 和 线性 的 ， 所 以 儿 (T ) 是 闭 子 空间 ， 并 且 据 10.3-3 知 多 (7T*) 也 是 闭 子 
空间 。 据 习题 7， 有 


HxH=g(T*)@OU(S(T)) 


由 于 U 是 西 算 子 ， 故 它 保持 正 交 性 。 又 由 于 U?*= -J， 故 有 U?( 儿 (T))= 多 (TT),， 从 而 得 
到 | 


(A) U(HxH)=U(S(T*)MST) 
现在 证 明 儿 (CT*) = 万 ， 检 则 对 某 个 yo 三 0， 有 yo 上 BAT*)， 因 此 对 于 一 切 yEB(T*) 有 
0=《0,7 y> - 《yy> 


《<(0, y0); (Ty, 一 y)> 
<(0, y0), UCy, T*y)> 


(0, yo)]U( 多 (7T")) 且 (参见 (4 )) 
(0, yo ELU (G(T) = 多 (了 ) 


这 丝 含 着 y。=T0 =0， 这 与 >。 夺 0 予 古 。 应 用 习题 7 于 TT*， 再 利用 (A)， 便 有 
S(T*)=LU(S(T"))It:= (TT) 


因此 了 **= 了 。 | 

9. 所 $10.1 习 题 9 知 TI* 是 有 界 的 ， 而 所 10.3-3 知 了 7* 是 闭 的 。 因 此 据 10.3-2 (c) 知 
儿 ( 了 TT “) 是 闭 的 ， 据 习题 8 知 B(7T") 是 稠密 的 ， 所 以 多 (TT*)= 瑟 ,在 $10.1 习 题 9 中 用 人 7* 
代替 荆 ， 据 此 知 芒 "是 有 界 的 。 据 习题 8 有 了 ”= 了 。 


§ 10.4 


.其 证 明和 定理 9.1-1(a) 完 全 相同 。 

。 其 证 明和 定理 9.1~1(5) 一 样 。 

.从 10.4-1 可 以 推出 。 

.可 得 如 下 绪论 : 

AEpP(T ) 导 沪 既 非 (A)， 也 非 (B8)， 也 非 (C )。 

和 Eao(7 )C>(A), 
AEo。(T) 导 祖 (C ) 但 非 (4) 且 非 (8)。 
和 Eo (7 ) 千 之 (已 ) 但 非 (4)。 


5. 人 ,=-1! 存 在 且 访 (天 ,-0 羡 玉 。 因 此 存在 y 兰 0 使 得 对 一 切 xE 玉 (了 ) = 多 (T) 有 
0= <T x,y> = 《Tx,y> 一 《2X，4377> 


它 表明 T*y = 和 hy。 
6. 设 T*y=y， 这 里 y 志 0， 则 对 于 每 个 xEBZ(T) 有 有 
<T x,y> = 《Tx,y> -和 AX,»> 
<x,T*y> 一 人 《X,Yy> 
<x, AY> ~A<xX,y> =0 
ly€E R(T ,)， 于 是 车 TT ,-! 存 在 ， 则 它 的 定义 域 不 可 能 在 昌 中 稠密 并 且 和 Eo,( 了 TT), 或 十 
T ,~:! 不 存在 且 和 Eco， (CT )。 
7. 设 XEc,(T)， 则 据 习 题 5 有 有 co, (7T*)， 而 据 10.4-2 和 7 = 了 "， 它 列 含 着 
和 XEc,(7 )， 这 便 导 出 予 持 。 
8 .参见 87.2 习 题 6 一 8， 对 于 不 定 有 界 算 子 ， 证 明 也 征 一 样 的 。 
9. Tx=Xx (x 闪 0) 蕴含 着 
入 CCXy*X7> = <AX,X> = Tx,xX> = &%, Tx> =A Cx,%> 


因此 和 = 不 ,对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 矢量 是 正 交 的 ， 象 定 理 9.1-1(5) 中 一 样 可 以 推出 ;o,( 了 ) 


的 可 数 性 从 定理 3.6-4(a) 可 以 导出 。 
10、 握 习题 9 ,^ 秆 0,(T ), 因 此 7T ,~! = RR 存在 ,车 yE2(%B 1), 则 x = RyEB(T 1)= 


se AG9 。 


人 CN RR 一 


多 (了 )。 因 为 是 对 称 的 ， 故 有 
<x,1x> — 《Tx,x> =0 


因此 
CRYy,y> 和 Cy, Ry> 一 <x,1 Xx> 一 <T x,x> 
=— 《XxX,AX> + 《AX,X> 
=(A— 4x :=23P1 RI 
且 


21p8 1 Ry ?R21 Ry > IERASI yi。 
§10.5 


1. Ux =AX1s UXx;,; = 和 AxX,» 十 
《X1,X2> = 《Uxi,Ux,> = 人 4 《Xi1,X,> 


因此 由 于 和 4 三 1， 便 知 《%x1,X，> =0。 
2. 利用 4.13-5。 
535. 〈 略 ) 
4， 设 Tx =Ax(x 三 0)。， 则 由 于 


zx) = 1 Tx) = Axl = I lx 
所 以 有 || = 1。 加 


5， 若 和 是 一 个 特征 值 ， 则 了 在 全 部 点 上 都 没 有 逆 ， 反 之 亦 然 。 设 和 是 一 个 肖 近 特征 值 ， 
并 且 | 了 AXn | ~—0, | x,| =1, 日 假定 1 1 存在 。 则 有 


ys= | 人 hx-17 , x.EBT = PD(T 1) 
上 2 = 4 且 . 时 

Ty = Ta = 1 Tax -> 
它 表 上 明 7 :是 无 界 的 。 


反之 , 若 太 ,-! 是 无 界 的 ， 则 在 多 (T ，-!) 中 有 序列 (y.) 满 足 〗 加 下 =1 且 1 让 -四 ~ 
co 取 x。= | 了) 1 由 -1 便 有 站 x。 | = ] 且 


Tx = Ty y= Ty 0 
6. 设 是 品 的 一 个 特征 值 且 Ux=XAx，x 夺 0, 则 有 
AU-~ix =AAU-ix, Ax= U-ix 


且 对 一 切 yE€ 态 有 
/ x,Uy> = CU Nx,y> = 《<U-ix~- AxX,y> =0 
即 x 上 77 ( 事 )， 因 此 U1(H) 寺 HH。 
反 过 来 ， 设 可, (五 ) 让 及 ，x JU ;( 态 )，x 夺 0， 则 对 于 一 切 yE 态 有 


。 410 。 
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0= Cx,Uay> = CU-ix -Ax,y> 
AlU-ix= Ax, AUU-ix =AAUx, Ux=MAx,。 | 
7. Tx 和 Ax =(- 和 E151 一 和 Eri 一 和 Eo) =0 壮 含 着 x = 0。 
8，、 据 7.3-4，o(T )CM。 考 虞 方程 z 


Tx—AxX=(— MAME,E) — A620) = (1,0,0, °°) 


必 中 0 过 I 和 A| <1, 可 得 到 6， 一 一 1/ AN， 5 = 6-1AA= -1/A’, 1 =2， Ds ee 因此 x = (67) 千 ， 于 
和 定 ! 多 三 ) 不 是 在 关中 稠密 ， 且 入 Eco(T )。 根 据 7.3-2，a(7 ) 是 闭 的 ， 所 以 有 c(7 了 ) = M。 
9. 直接 从 定义 便 可 推出 。 
10. x=(1, 和 ,和 A*,…)EL 且 Tx = 和 x。 一 维 。 


§ 10.6 
1. t=i(1+u)/(1 1), 
2. 从 (7 ) 和 (5)， 对 于 xEB(T)， 有 


(1-U)-ix= y= T+iD)s 
UAT+tiD), oo 
因此 ，(I-U)-! 是 有 界 的 当 且 仅 当 了 是 有 界 的 。 申 于 (1 ~ U)-! 的 定义 域 是 (了) 且 在 甩 中 
榈 密 ， 故 可 以 得 到 所 希望 的 结果 。 
3。 对 每 个 xE 昌 我 们 有 (T+ 17)~-!1xEH( 人 ;因此 


S(T +i1)-ix € 3B(T) 


(T+IID)SCT+ID-ix= S(TA4IIT tiT)-ix= Sx 
S(T+iD z=(T+tiD SO 
SUx=(T -iD(T+iD.'Sx= USx 
4. 由 (4)， 对 任 一 x*EB(T)= BS((T- UD) 有 y= (I-U) xs 有 x*= (I~-U)y, 
Sx=(I-U)SyED(T- UD) = BT), (I-U)-'!Sx= Sy=S(1-U) x,TSx= 
i(T+US(I-U)-ix= ST ex, 
5. 对 于 每 个 x*EB(T )， 由 于 是 对 称 的， 中 则 有 | : 
(CA) i 区 +11)x | 2 -= | Tx 2 + CTx,ixy + <ix,Tx>+ xxl? 
= 上 了 人 二 | zj? 1x 有? 
因此 (T + i7)x = 0 意味 着 x = 0， 且 据 2.6- -10 知 (T+ i7)-! 存 在 ， 又 据 (4) 知 它 是 有 界 的 。 
我 们 置 y = (T + 17)x 并 利用 (人 1)》 和 (4)， 可 得 到 
Us := HT-iDz := Tx:+ xl: 
= | (T+iTD)x| ?= > 


° A7ll* 


6 , 受 y 一 yy 2= U yz， 记 X= (T+ 27)-!1y,。 则 据 习 题 5 的 解答 中 的 〈-4) 可 得 
| yo— ya ?= | T(x. x.) | 十 上 Xe 一 Xe | 


这 证 明了 (7T x,) 和 (x.) 都 是 柯 西 序列 ， 于 是 x 一 xEH 且 Tx.v€ 晶 。 还 有 xE€9B(T) 及 v= 
x， 这 是 因为 了 为 闭 的 。 因 此 

ys= (T+Iil)x.——> y=(T +i1)x 

(人 - i )X,—>2= (人 了 — ?i)x 


于 是 U y= (I 11)x= 2 因此 y€ 多 (UU ) 有 是 z = Uy。 从 而 据 10 .3-2 知 ， U 是 闭 的。 
7. 所 习题 6 和 4.13-5(65) 知 多 (LU ) 是 闭 的 ， 据 习题 5 知已 是 一 个 等 距 ， 故 罗 (L ) 古 闭 
的 。 


8， 据 10.2-4， 了 到 了 *。 为 了 得 到 7 = 个 *， 只 要 能 证 明 “yE 2(T*) 福 yE 9 (TT)”， 
便 有 T*cCT ,从 而 达到 目的 。 由 于 忆 是 西 算 子 ， 所 以 2(U) = H。 此 外 ， 据 (1) 有 


DIU)= BT+HIT)1)= R(T +11) 


因此 对 于 每 个 固定 的 yE 多 (T*) 存 在 yo€ 多 (TT)= 多 (T+ 17) 使 得 (TT*+i1)y=(1+17) 
Yos 之 所 以 有 (T+i7D)y0= (T+11) yo0s 因为 TC 了 T"。 合 在 一 起 ， 便 得 到 CT 了 *+ :11)z= 
0， 其 中 z = y -yo€9(T*)。 因 此 对 于 每 个 x*EB(T)。， 者 有 


<(T_ipDxizy =《x,(Te+ir)z》 =0 
是 > | p(T -iD) = 兄 (U) = 万， 故 z =0， 即 有 y = yoESCT)。 
人 


~-1/4 :1 i, 
1. zx!1/*, i 


2, (上 略 ) 
3 T-cr=7T-H+(-c)7 绚 合 着 


已 ，([ 下 -cz yo Var ta OE, (T- LD)+ (pe)? 
Sar,(T) 业 


其 中 用 到 EE,(T-47) =0 这 里 4=i(T) 
4. 我 们 得 到 和 | 


' h 一 一 一 5 | 加 一 万 一 -和 全 
-| 2rr; » (gq)p(q) dq- | bq) oi 9 (q) dq 
i | 
- | Cp’ (q)p(q) +$(q) 207 (9)]d9 
nide z Od 
= _2 cy(b) 96) ~p(a)p(a)) 
271 . | z / 


一 般 来 党 ， 它 不 为 委 。 


*° 472。 


5， 据 411.1 (2) 和 本 池 的 (人 4) 。 有 
] -| Wypdg 二 J5| 坟 pe” si/h) pa d pda 


= jrj $e (24i/h) pe dadp 


增 《5 ) ， 关 于 g 的 积分 是 9(p)。 


6、( 脱 ) 
了 了， 例如， 
(D1Q;,- QDi)y= -2 《9z8%) 一 9 d 三 0 
Og 1 9a | 
8.〈 上 略 ) 


9、Ki 古 用 和 天 量 积 的 分 量 形 式 给 出 的 。 男 外 两 个 关系 是 


ih 
Hts— Lsts = 一 一 Ai 
2 


ih 
HstH1i— HiHs = 2 


从 习题 7 通过 直接 计算 可 推出 它们 ， 或 弄 通 过 第 一 个 交换 关系 中 的 加 标的 轮换 得 到 |。 


/> 


§11.3 


1. 9= +V2E/moo :是 最 大 位 黎 点 ， 其 中 情 = VV， 因此 Ein=0。 
2、 对 于 大 的 | 9| > (这 里 的 土 4 是 (7 ) 式 括号 中 表达 式 的 零点 ) ，VY 的 系数 是 负 的 ， 寺 
Ay 和 V 有 相同 的 符号 。 因此 知 对 于 这 样 的 9， 函 数 % 和 妇 定 正 的 ， 则 当 9 一 ce 时 (9) 不 趋 于 

专 。 由 此 可 知 ， 当 g->co 时 ，V(9)->0 仅 当 yy (a) /ya) 上 其 有 某 个 依赖 于 上 的 负 值 。 关 于 
(一 4)/y( 一 6) 类 似 。 由 于 (7》 是 是 二 阶 的 并 且 在 % /4 中 消去 一 个 常数 ， 所 以 只 有 一 个 自 
由 常数 ， 但 是 却 有 两 个 条 件 。 

3, 17+(1 一 3S2)0 =0; po 对 应 了 (1 中 的 和 = 13 这 全 和 ，。 (3) = 工 一 致 的 。 

4.。 《〈 格 ) ， 

5， 从 递 推 公 云 可 得 


Qut2s 2 
Oo ?2 
iu 
e: = 工 + Bis7+ e+ pas + atss 二 
则 对 偶数 m 有 


这 上 表明， 如 果 这 级 数 不 到 某 项 终止 ， 则 对 应 的 解 在 |si 很 大 时 象 exp(s”) 半 长 的 一 样 块 ， 页 以 
- 413” 


4% 演 exp(S /2) 增 长 的 一 样 快 。 
6. 我 们 得 到 


C2us 2 一 Ce 。 pe- (xv—#) 2 


oo | ， 
~ pp” oo (ut—s) < | u 
< [三 Ou" © ni1 


| 对 
二 eo’ 三 4 ( 82 )u” 
= —— {1,(s)u 
Re= 0 
等 等 。 
§ 11.4 
1. 我们 有 
+ 
7(9) =71(g1)n2 (gs )7s (gs) E= Ait+ A，, +A， 
VIVRE TPE A + Tm (Al+ A,+As)=0 
7 1 772 1778 h : 
71” + 3 Aimi=0 
等 等 。 z : 


2. 我 们 用 po = 和 ogo Xo = 如 /2，A* A 匠 = 和 9o， Xo =27ho/%oh-112, 它 为 零 ， 因 
为 0。=2xv。 因 此 A*AY。=0。 且 由 (15) 有 
44*y=(4e4+ 了 7) 加 = 多 

A“AAyY = A 

故国 =4 加 古 4 4 的 对 应 于 4=1 的 特征 函数 ， 因为 4 不 为 夫 事实 上 ， 


上 A*Y, | > = <Ayo,s A"yYo> 
一 《pos -4400> 
三 《pos po> = 1]。 


设 包 满 足 | .中 =1 且 A4*AY。= my。 则 有 


AA'Y%,=(A"A+ 1 po n+ 1 ) 幼 。 
A*A(Ap)= (nt+1)AY, .， 


{ 
故 多 11 = 4 是 4*4 的 对 应 于 不 =n+ 1 的 特征 函数 。 此 外 达 有 


| 
| 多 .1 | “二 <A”* pes 4 p> J 
一 《pss A A“y.> 
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= 《Ws (n+ 1)».> =n+t+]1 
Hpr) = Psri/v (n+ 1 ) 的 汇 数 为 1 。 
3. 据 习 题 2 ， 有 


Yo+1 = w+1 -A(A Yo) Vnt+1)! A vniy, 
拒 《15)》 还 有 


1 
AyY, = /4 Ay,-i 


= -三 (A*A+I )W ,i = n+ 1)Us-io。 
4. 据 (12》 及 (13) 有 


NO)= 《yo Qo > = (20P)T! phos (A+ A )yYo> 


= (20p)~! po Apo> + (2apB)-! < AyYo, Yo > 
=0 


其 原因 是 44n =0。 否 则 的 话 ， 据 (18) 将 有 
4 A(AYo,) = (ho -1)Ay 


而 这 丧 朋 47* 4 将 有 特征 值 4u 一 1。 这 与 0 的 定义 矛盾 。 此 外 ,由 于 均值 为 零 且 AY, =0, 再 据 
习题 2 ，A*yo = 1，。， 故 有 / 


vary (QOQ)= 《yo p> = 《Qo Qo> 
= (206)-? <(A+ A) A+ A )yYo> 


h 网 
= emo). -<Ayo, A yo> 
一 rs Bh ;$1> = me 
在 经 典 力 学 中 。 将 得 到 零 。 
5。 据 (13) 至 (15) 有 
AQ-— 04- ACA+ AY) (A+ AY) A 


1 。 下 
-BC AA 4 in 


故 对 s = 1 是 正人 确 的 。 我 们 取 归 纳 假设 ， 若 公 式 对 任 一 固定 的 s 者 成立。 上 式 从 左 、 从 右 都 用 
Q 乘 之 便 得 


9 40'- QA4=、/ -SG 


4TF18CD1 


AQ'+1- QAQ = /一 2 sxQ， 


1 


* 475 。 


相 加 全 有 
AQtI- QA+QO(AQ!- QAIO = /一 二 一 S 


其 中 


和 一 1 + 一 二 h 一 2 
AQi- QI1A- V -二 一 (s- 1)0 


6. 对 于 s = 1 为 真 《 参 见习 题 4 )。 假 定 此 关系 对 s -1 亦 真 。 现 证 对 s 也 真 。 事 实 上 ， 据 
C12》 和 和 (13) ， 由 于 Ayo=0 (见习 题 4 的 解答 ) ，、， 令 ?= 有 /4zxmw。， 则 有 
Cs Qo > =. 《<Q Qi1yo> 
vyL < A Qip > + LAYos Qi1po>) 
= 《hos AQ iyo> 
= po LQ A+ P25 -1) Qn> 
=7(2s ~1) <pos QO" i > 
7， 据 $11.3(2)， 我 们 可 以 i (gq,1)=p(o)e *, 其 中 z 
%(9) =Y1(9) = Aie'™i' + Bie : (g<0) 
Wg) = Ws(9) = Ase'sr + Bet (gq>0) 
中 的 第 一 项 表示 入 射 疲 并 可 选择 4, =1，#1 中 的 第 二 项 表示 一 个 反射 波 。y。 中 的 第 一 项 表 
不 一 个 1% 加 疲 ， 并 且 据 假设 没有 从 右 方 来 的 人 射 波 ， 故 B=0。 醉 定 钴 方程 表明 ， 电 位 的 不 


i 


和 连 组 性 使 六 在 Q = 0 不 连 综 ， 而 由 9 在 的 连续 竹 给 出 了 以 下 两 个 条 件 
lt+B,=.A, 
ibi(1— BI.)= i164， 
国 此 


注 站 0 人 0， 故 0 是 实 的 并 且 传 输 波 为 正 驼 波 。 

8， 质 点 的 数目 与 密度 (分别 是 1,， 1811?, j4 ,| *》 以 对 应 的 速度 成 正比 ， 它 分 别 与 5; 和 
成 再 比 ， 例 如 握 §11,3 中 的 (8) (4 ) 便 可 得 到 。 因此 质 的 关联 数 与 1， bi = 01 成 比例 ， 而 
利 去 -已 | 

9 — (bi -bb, 72 ,A 《201 )“ ”一 
六 IB || hb， 1A4,)? bth 六 -学 六 2 + b: b,， 
成 比例 ， 此 处 比例 常数 是 相同 的 。 

g. bb,? “<0,bs = 1 (Bs 居 正 实 数 ) oy 保 桂 正 叱 的 ,但 全 W099 = 4 ,e982 (指数 府 减 )。 波 

透 和 人 区域 9 这 0， 这 里 是 经 典 粒子 不 能 进入 的 。 


》 11.5 


5 。 几 于 疡 ;是 /次 的 ， 政 | 由 委 !/， 且 > 一 定 不 恒 等 于 矢 。 
4。 为 了 求 4。， 可 从 拉 盖 和 尔 微 分 方程 


DZ + (1] 一 D) /+r 十 (71 十 7， =0 


出 发 ， 将 它 微分 21+ 1 次 , /入 x 一 1 保证 % 不 恒 等 于 零 。" 必 须 是 整数 ， 因 为 若 用 推广 的 宕 级 数 
去 用 于 关于 2 的 方程 ， 则 可 以 看 出 ， 对 于 大 的 指数 ， 级 数 中 相 邻 项 的 系数 之 比 ariya, 差 


不 多 是 1/v， 这 将 影响 4 的 指数 的 增长 ， 以 致 于 当 p 一 ~ 时 不 再 碱 小 到 鹤 。 
5.《〈 略 ) 


6. 据 坐标 变换 公式 可 得 
3 aa 9 
og ~ Qo | 91 Go ， 
等 等 。 
7. 《用 》 
8. P=nr,7= AE+V), Rr)=p1/2u(p), R(r)= 


ya 2 (77), 式 中 ec) 


区 正规 稼 数 ， 而 / ,是 > 阶 第 一 类 贝 寨 尔 函数 。 
9 . u(P)= Nn! /2v(PD) 给 出 了 v”"tv=0， 它 提供 了 7 1/ 2 和 . - 1/ 20 在 0 为 有 限 的 解 龙 


(1=0) 1112(p) =V 一 


sinp 
~ /2 /sinp _. 
(1=1) Tap) = 人 6 cosp) 
_ /2 /3sinp , cosp .. 
(1=2) Jo = (Se 3 7 sinp ) 
解 〈 当 r-~>>o 时 ， 它 们 必须 趋 于 零 )。 而 对 于 r<r,。， 则 有 振荡 解 。 显 然 也 可 用 
ey 2 (Wr) = -1.2 (iBr) 
在 区 同 (0, rs) 上。 该 贝 塞 尔 函数 不 是 有 界 的 。 通 解 是 
: 1 


el 


Hr ds /2 (1Br) + RT -11stiBr)] 


若 要 定 出 A ，A: 及 能 量 级 、 可 参见 L .1, 希 夫 L.I,Schiff,，1968),，pp.86-88。 
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